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B.  G.  Teubners  Sammlung  von  Lehrbuchern  auf 
dem  Gebiete  der  Mathematischen  Wissenschaften 

jnit  Einschluh 

gr.  8. 

Diese  Sammlung  bietet  in  einzelnen  in  sicb  abgeschlossencn  Werken 
zusammenfassende  Darstellungen  der  wicbtigsten  Abschnitte  der  mathe- 
matischen  Wissenschaften  und  deren  Anwendungen.  Im  einzelnen  wollen 
diese  Werke  in  ibrer  ausfuhrlichen,  neben  der  rein  wissenschaftlicben  auch 
padagogische  Momente  beriicksichtigenden  Darstellung  die  Moglicbkeit  zu 
selbstandigem  und  von  umfangreichen  Quellenstudien  unabhangigem  Ein- 
dringen  in  die  verscbiedenen  Disziplinen  geben;  in  ibrer  Gesamtbeit  aber 
sollen  sie  durcb  ihre  eingebenden  literarischen  und  bistoriscben  Nacbvveise 
ein  genaues  Bild  von  der  modernen  Entwicklung  und  von  dem  gegen-  ■  i 
wbrtigen  Stande  der  mathematischen  Wissenschaften  und  ibrer  An¬ 
wendungen  darbieten.  >  • 


ihrer  Anwendungen.. 


Geb. 


Bisber  erscbienen  folgende,  mit  Eiguren,  Tafeln  usw.  ver- 
sehene,  in  Leinwand  geb.  Bande: 

P.  Bachmann,  niedere  Zahlentbeorie.  In  2  Banden.  [Bd.  X,  1  u.  2.]  I.Band. 
X,  402  S.  1902.  n.  JC  14.—.  II.  Band.  X,  480  S.  1910.  n.  JC  17.— 

E.  Blaschke,  Yorlesungen  iiber  matbematische  Statistik.  Die  Lebre  von  den 
statistischen  MaBzahlen.  VIII,  268  S.  1906.  n.  JC  7.40.  [Bd.  XXXIII.] 

H.  Bruns,  Wabrscheinlicbkeitsrecbnung  und  KollektivmaBlehre.  VIII,  310  S. 
und  Anhang  18  S.  1906.  n.  JC  8.40.  [Bd.  XVII.] 

Q.  H.  Bryan,  Thermodynamics.  An  introductory  Treatise  dealing  mainly 
with  first  Principles  and  their  direct  Applications.  XIV,  204  S.  1907. 
n.  JC  7. — .  (Englisch.)  [Bd.  XXI.] 

E.  Czuber,  Wabrscbeinbcbkeitsrechnung  und  ihre  Anwendung  auf  Fehleraus- 
gleicbung,  Statistik  und  Lebensversicherung.  2.  Aufl.  in  2  Banden.  [Bd.  IX,  1  u.  2.] 

L  Band:  WahrschemUchkeitstheorie.  Fehlerausgleichnng.  Kollektivmafllehre.  X,  410  S. 


1908.  n.  M.  12.—  .  .  v  „ 

XI.  _  Mathematische  Statistik.  Mathematische  Grundlagon  der  Lebensversicherung.  X,  4  (0  S. 

L.  E.  Dickson,  linear  Groups  with  an  Exposition  of  the  Galois  Field  theory. 

X,  312  S.  1901.  n.  JC  12.-.  (Englisch.)  [Bd.  VI.] 

P.  Dingeldey,  Sammlung  von  Aufgaben  zur  Anwendung  der  Ddferential-uncl 
Integralrechnung.  In2Teilen.  I.Teil.  IV,  202  S.  1910.  n .JC  6.— .  [Bd.  XXXII,  .] 
O.  Fischer,  theoretische  Grundlagen  fiir  eine  Mechanik  der  lebenden  £.orper. 
mit  speziellen  Anwendungen  auf  den  Menschen  sowie  auf  eimge  Bewegungs- 
vorgange  an  Maschinen.  In  moglichst  elementarer  und  anschaulicher  Weise 

dargestellt.  X,  372  S.  1906.  n.  JC  14.  .  [Bd.  XXI  .]  „ .  -rrun 

A.  Gleichen,  Lehrb.  d.  geometrisch.  Optik. XIV,  511  SA90-. n.  20  — .  •  0 

L.  Henneberg,  graphische  Statik  der  starren  Systeme.  XV,  <82  b. 

n.  JC  24.—.  [Bd.  XXXI.] 

A.  Krazer,  Lehrbuch  der  Thetafunktionen. 

’  [Bd.  xn.] 

H.  Lamb,  Lehrbuch  der  Hydrodynamik 
R.  vonViilnthalf  Vories.mgSd'uber  Differentialgeometna 

H  tf  eLKS  and  it,  AppiiJtio-  to  the  Phene 

mena  of  Light  and  Radiant  Heat.  IV,  332  S.  1909.  n.S  9.-.(EngliBch.)[Bd.XXIX.] 


XXIV,  509  S.  1903.  n. 


JC  24.—. 


Deutscb  von  Joh.  Friedel.  XVI, 


I.  Teil:  Die  algebraisohon  Kurven.  XX h4  s  1911.  n.  .H  14.— 

n.  —  Die  transzendenten  Kurven.  m  ScHUTTE  2Teile.  I.  Tell: 

—  Vorlesungen  fib.  darst.  Geometee  Deutscb  v.  Fa.  Schott*.  *  ^XVf  i.] 

A.  S -H. TovlrShS  to  E.a’tot  Deutsche  A.  W  XVI,  604  S. 

r.  Mehmke]  Voriesun^n^blrVektoren-  and  Puaktrecbmmg.  2  Blade. 
1912  rxixYII.l  I.  Bd.  Punktrechnung.  l.Teilband. 

E  Netto,  Lehrbocb  der  Kombinatorik.  VIII,  260  S.  1801  n.  ^  9.—  [Bd.  VII  ] 

W.  F.  Osgood,  Lehrbuch  der  Funktionentheorie.  In  2  Banden.  I.  Band.  -A  *. 

XTI  750  S  1912.  n.  Jt  15.60.  [Bd.  XX,  l.j 
E  Pascal,  die  Determinanten.  Fine  Darstellung  ihrer  Theorie  and  Anwen- 
dungen  mit  Rficksicht  auf  die  Gesamtheit  der  neneren  Forschungen.  Deutsch 
vongH.  Leitzmann.  XVI,  266  S.  1900.  n.  Jt  10.-.  [Bd.  III.J 
O.  Perron,  die  Lehre  von  den  Kettenbrfichen.  XII,  520  S.  1912.  [Bd.  XXXVI.] 
Fr.Pockels,  Lehrbuch  der  Kristalloptik.  X,  619  S.  1906.  n.  M  16.  .  [Bd.  .  X.j 

D.  Seliwanoff,  Lehrb.  d.-Differenzenrechn.  VI,  92 S.  1904.  u.JtA.—.  [Bd.XIIl.] 
O*  Staude,  analytische  Geometrie  des  Punktes,  der  geraden  Linie  und  der 

Ebene  Ein  Handbuch  zu  den  Vorlesungen  und  Ubungen  fiber  analjtiBche 
Geometrie.  VIII,  447  S.  1905.  n.  Jt  14.— .  [Bd.  XVI.] 

_  analvtischT)  Geometrie  des  Punktepaares ,  des  Kegelschmttes  und  der 

Flache  II  Ordnung.  In  2  Banden.  [Bd.  XXX,  1  u.  2.J  I.  Band.  X,  548  S. 
1910.  n.  Jt  22. — .  II.  Band.  IV,  S.  549— 1000.  1910.  n.  Jt  18.— 

O.  Stolz  und  J.  A.  Gmeiner,  theoretische  Arithmetik. 

I.  Abteilung :  Allgemeines.  Die  Lehre  von  den  rationalen  Znhlen.  2.  Anfl.  nmgsarb.  von  J.  A. 

Gmeiner.  (3.,  nmgearb.  Aufl.  der  Abschnitte  1—4  des  L  Teiles  dor  Vorlesungen 
tlber  allgemeine  Arithmetik  von  O.  Stolz.)  Mit  8  i'ignren.  [VI  n.  148  S.J  1911. 
[Bd.  IV,  1.) 

II.  —  Die  Lehren  von  den  reellen  nnd  komplexon  Zahlen.  (2.,  nmgearbeitete  Anfl. 

der  Abschnitte  5 — 8,  10,  11  des  I.  und  1,  2,  5  des  II.  Teiles  der  Vorlesuhgen 
tiber  allgemeine  Arithmotik  von  O.  Stolz.)  Mit  19  i'igurcn.  [XI  u.  S.  99—402  ] 
1902.  Geb.  n.  M  8.—  [Bd.  IV,  2.] 

-  Einleitung  in  die  Funktionstheorie.  2.,  umgearbeitete  Auflage.  X,  598  S. 

1905.  n.  Jt  15.—.  [Bd.  XIV.] 

R.  Sturm,  die  Lehre  von  den  geometr.  Verwandtschaften.  4Bde.  [Bd  XXVII,  1 — 4.] 

L  Band:  Die  Verwandtschaften  zwischen. Gebilden  erstor  Stnfe.  XII,  415  S.  1908.  n.  Jl  16.— 
H.  —  Die  eindentigen  linearen  Verwandtschafton  'zwischen  Gebilden  zwoiter  Stufe. 
VIII,  346  S.  1908.  n.  M  16. — 

III.  —  Die  eindeutigen  linearen  Verwandtschaften  zwischen  Gebilden  dritter  Stufe. 

VIII,  574  S.  1909.  n.  Jl  20.— 

IV.  —  Die  nichtlinearen  und  die  mehrdeutigen  Verwandtschaften  zweiter  und  dritter  Stufe 

X,  486  8.  1909.  n.  Jl  20,— 

H.  E.  Timerding,  Geometrie  der  Kriifte.  X,  880  S.  1908.  n.  «,#  16.—  [Bd.  I.] 

K.Th.Vahlen,  Konstruktionen  u.  Approximationen.  1911.  XII,  349  S  n  Jt  1-* _ 

[Bd.  XXIII.]  *  ' 

W.  V\»igt,  Lehrbuch  der  Kristall-Physik  (mit  Ausnahme  der  Kristall-Optik' 
XXIV,  964  S.  1910.  n.  Jt  32.—.  [Bd.  XXXIV.] 

G.  Wallenberg  und  A.  Guldberg,  Theorie  der  linearen  Differenzengleichuno-en 
XIV,  290  S.  1911.  n.  Jt  11 . — .  [Bd.  XXXV.]  8 

J.  G.  Wallentin,  Einleitung  in  die  theoretische  Elektrizitfitslehre  X  444  S 
1904.  n.  Jt  12.—.  [Bd.  XV.]  •  ’ 

E.  yon  Weber,  Vorlesungen  fiber  das  Pfatfsche  Problem  und  die  Theorie 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erstex  Ordnung.  XI,  622  S.  190t> 
n.  Jt  24. — .  [Bd.  II.] 

A.  G.  Webster,  the  Dynamics  of  Particles  and  of  rigid,  elastic,  and  fluid  Bodies 
ro4n^TfC^reSJ0n  “»th«natical  Physics.  2.  ed.  XII,  588  S.  1912  n  M  14  - 
[BdriH  ]  (Line  deutsche  Ausgabe  von  C.  H.  Mi™  befind.  sich  in  Vorberei  W  ) 

fa'ceT  vnr“8’  rS"  a  iffr,ntial  G?refry  °f  Curves  ".led  Sar- 
aces.  VLLL,  zas  b.  1906.  n.  Jt  10. — .  (Enghscb.)  [Bd.  XVIII.] 


Unter  der  Presse  (*)  bez.  in  Vorbereitung: 

M.  Bofiher,  fiber  die  reellen  Losungen  der  gewohnlichen  linearen  Differential- 
gleichungen  zweiter  Ordfiung. 

H.  Broecker,  Lehrbuch  der  Versicherungsmathematik. 

G.  Castelnuovo  und  F.  Enriques,  Theorie  der  algebraischen  Fliichen. 

M.  Defcfti  und  P.  Heegaard,  Lehrbuch  der  Analysis  situs.  • 

*F.  Dingeldey,  Sammiung  von  Aufgaben  zur  Anwendung  der  Differential-  und 
Integralrechnung.  In  2  Teilen.  II.  Teil. 

-  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie. 

-  Kegelschnitte  und  Kegelschnittsysteme. 

G.  Enestrom  (in  Verbindung  mit  anderen  Gelekrten),  Handbuch  der  Ge- 
schichte  der  Mathematik. 

F.  Engel,  Einffihrung  in  die  Theorie  der  Transfonnationsgruppen. 

F.  Enriques,  Prinzipien  der  Geometrie. 

*Ph.  Forehheimer,  Lehrbuch  der  Hydraulik. 

J.  Fredholm,  die  Integralgleichungen  und  ihre  Anwendung  auf  die  mathe- 
matische  Physik. 

R.  Fueter,  komplexe  Multiplikation. 

Ph.  Furtwangler,  die  Mechanik  der  einfachsten  physikalischen  Apparate  und 
Versuchsanordnungen. 

M.  Griibler,  Lehrbuch  der  hydraulischen  Motoren. 

J.  Griinwald,  AbriB  einer  Geometrie  derorientierten  Linienelemente  in  derEbene. 

J.  Harkness,  elliptische  Funktionen.  • 

G.  Herglotz,  Lehrbuch  der  Kugel-  und  verwandter  Funktionen. 

P.  Hertz,  Lehrbuch  fiber  statistische  Mechanik. 

K.  Heun  u.  v.  Mises,  die  kinetischen  Probleme  der  modemen  Maschinenlehre. 

G.  Jung,  Geometrie  der  Massen. 

H.  Lamb,  Akustik. 

G.  Landsberg,  Yorlesungen  fiber  die  Theorie  der  algebraischen  Auflosung 

der  Gleichungen. 

*R.  von  Lilienthal,  Yorlesungen  fiber  Differentialgeometrie.  In  2  Banden.  II.  Bd. 
A.  Loewy,  Vorlesungen  fiber  die  Theorie  der  linearen  Substitutionsgruppen. 

H.  A.  Lorentz,  die  Elektronentheorie  und  ihre  Anwendung  auf  die  Erscheinungen 

des  Lichtes  und  der  stralilenden  Warme.  Aus  dem  Englischen  ubersetzt. 
*G.  Loria,  Vorlesungen  fiber  darstellende  Geometrie.  Deutsch  von  Fh.  Schutte. 
In  2  Teilen.  II.  Teil. 

*R.  Mehmke,  Vorlesungen  fib.Yektoren-  u.  Punktrechnung.  In  2 Banden.  I,  2.  II. 
W.  F.  Osgood,  Lehrbuch  der  Funktionenfcheorie.  In  2  Banden.  II.  Band. 

A.  Pringsheim,  Yorlesungen  fiber  Zahlen-  und  Funktionenlehre.  In  2  Banden. 
C.  Segre,  Vorlesungen  fiber  algebraische  Geometrie,  mit  besonderer  Berfick- 
sichtigung  der  mehrdimensionalen  Raume. 

P.  Stackel,  Lehrbuch  der  allgemeinen  Dynamik. 

- r  Differentialgeometrie  hoherer  Mannigfaltigkeiten. 

K.  <Th.  Vahlen,  Elemente  der  hoheren  Algebra. 

A.  Voss,  Prinzipien  der  rationellen  Mechanik.  • 

-  Abbildung  und  Abwicklung  der  krummen  Flachen. 

*A.  G.Webster,  Partial  DifferentialEquations  of  Mathematical  Physics.  (Englisch.) 

* -  Lehrbuch  der  Dynamik,  als  Einffihrung  in  die  theoretische  Physik. 

Deutsche  Ausgabe  von  C.  H.  Muller.  In  2  Teilen. 

A.  Wiman,  endliche  Gruppen  linearer  Transformationen. 

W.  Wirtinger,  algebraische  Funktionen  und  ihre  Integrale. 

-  partielle  Differentialgleichungen. 

*H.  G.  Zeuthen,  die  abzahlenden  Methoden  der  Geometrie. 

Niihere  Angaben  fiber  obige  Werke  befinden  sich  in  meinen  „Mitteilungen“ 
bzw,  mathematischen  Katalogen,  die  ich  zu  verlangen  bitte.  Yerlagsanerbieten 
fiir  die  Sammiung  werden  mir  jederzeit  willkommen  sein. 


B. 


G.  Teubner 
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*  YORWORT  ZUR-ERSTEN  AUFLAGE. 

Der  erste  Band  dieses  Werkes  will  eine  gystematische  Entwicklung 
der  Funktionentheorie  auf  Grundlage  der  Infinitesimalrechung  und  in 
enaster  Fiihluno-  mit  der  Geometrie  und  der  mathematischen  Pbysik 
geben.  Die  eigentlicben  Entwicklungen  beginnen  erst  mit  dem  zweiten 
Abschnitte,  Kap.  6,  S.  179  [S.  214  der  2.  Aufl.],  und  behandeln  in 
Kap.  6  und  7  vornehmlich  Funktionen,  welche  in  einem  gegebenen 
Bereiclie  der  Zahlenebene  eindeutig  und  mit  einer  Ableitung  verseben 
sind.  Dabei  werden  auc-h  die  elementaren  Funktionen  fiir  komple^e 
Werte  des  Arguments,  sowie  die  linearen  Transformationen  einer  kom- 
plexen  Yeranderlichen  besprochen.  Dab  die  konforme  Abbildung  gleich 
von  vornberein  in  den  Vordergrund  geriickt  wird,  braucbt  wobl  kaum 
erwahnt  zu  werden.  Hierauf  wird  der  Cauchysche  Integralsatz  ein- 
gefiibrt,  woran  sich  dann  jener  Zyklus  von  Lebrsatzen  ankniipft,  welcbe 
das  natiirlicbe  Fundament  fur  die  Funktionentheorie  bilden.  Der  bier 
bebandelte  StotF  umfafit  u.  a.  die  WeierstraBscben  Reibensiitze, 
wabrend  die  rationalen  Funktionen  auf  ibre  funktionentbeoretiscben 
Eigenschaften  bin  untersucbt  werden. 

Kapitel  8  ist  der  Tbeorie  der  mebrdeutigen  Funktionen  gewidmet 
und  bringt  die  Riemannscben  Flacben  in  geometrischer  Behandlunsrs- 
weise,  also  unter  ausgiebigem  Gebraucbe  der  konformen  Abbildung. 
Mit  dem  9.  Kapitel  iiber  analytische  Fortsetzung  wird  dann  ein  be- 
stimmter  AbschluB  fiir  die  Grundlagen  der  Funktionentheorie  erreicht. 

Hierauf  folgen  Anwendungen  der  Tbeorie  auf  periodiscbe  Funk¬ 
tionen,  sowie  eine  Besprechung  der  Reihen-  und  Produktentwicklungen, 
nebst  einem  Kapitel  iiber  die  elementaren  Funktionen  vora  Standpunkte 
der  Funktionentheorie.  Der  Band  scblieBt  mit  einer  independenten 
Behandlung  des  logaritlimischen  Potentials,  wobei  der  Gesicbtspunkt 
maBgebend  ist,  daB  die  ganze  Funktionentheorie  auch  auf  dieser  Grund¬ 
lage,  also  obne  jeglichen  Bezug  auf  das  Vorhergehende,  entwickelt 
werden  kann.  Die  Tbeorie  der  analytischen  Funktionen  mehrerer  Ver- 
anderlichen,  sowie  diejenige  der  bestimmten  Integrale  konnten  in  diesen 
Jcind  nicht  mebr  aufgenommen  werden. 

Wie  man  sieht,  bildet  die  Infimteeimalrechnung  nebst  einem  Teile 
der  Mengenlehie  das  Substrat  fiir  die  analytischen  Entwicklun.-en  An 
etrengen  Behandlungen  dieses  Teiles  der  Analysis  hat  es  z«-ar  seit 


IV 


Vorwort. 


einer  Reihe  yon  Jahren  nicht  gefehlt.  Indessen  erscheint  dabei  haufig 
die  reelle  I  unktionentheOrie  als  Selbstzweck,  so  daB  die  Definitionen 
und  Siitze  weiter  gefaBt  werdenv  als  fiir  die  komplexe  Funktionen- 
theorie c  erforderlich  ist,  wahrend  die  Methoden  erst  aus  £r-Beweisen 
berausgelesen  werden  miissen.  Nun  habe  ich  vor  alien  Dingen  eine 
Darlegung  der  komplexen  Funktionentbeorie  geben  wollen,  welche 
sich  aucb  zum  ersten  Studium  derselben  eignet  und  iiberdies  sicb 
unmittelbar  an  die  Infinitesimalreehnung  anschliefit.  Darum  hielt  icb 
es  fiir  angeb-racht,  in  den  einleitenden  Kapiteln  des  Werkes  die 
grand! egenden  Satze  jenes  Teiles  der  reellen  Analysis  in  moglichst 
einfacher  Formulierung  ziisammenzustellen,  sowie  die  gebrliuehlicben 
Beweismethoden  der  modernen  Analysis  mit  aller  Klarheit  auseinander 
zu  setzen.  Im  iibrigen  enthiilt  Kap.  5  spezielle  Untersucbungen  iiber 
Punktmengen,  welche  fur  eine  einwandfreie  Entwicklung  der  Theorie 
unentbehrlich  sind. 

Indem  ich  mir  jetzt  auf  Einzelheiten  naher  einzugelien  gestatte, 
will  ich  zunachst  die  geometrischen  Methoden  zur  Behandlung  der 
gleichmaBigen  Konvergenz  im  Falle  reeller  Funktionen  (Kap.  3)  er- 
wiihnen.  Durch  die  geometrische  Anschauung  vermoge  Kurven  nebst 
dem  zugehorigen  Fliicheninhalte  und  der  Tangentenrichtung  derselben 
gewinnt  man  eine  wert voile  Einsicht  in  das  Wesen  der  doppelten 
Grenziibergange,  deren  genaue  Kenntnis  fiir  ein  griindliches  Verstand- 
nis  der  Analysis  doch  unerlaBlich  ist. 

In  Kapitel  7  werden  die  WeierstraBschen  Ileihensatze  vermoge 
eines  Satzes  von  Morera  behandelt,  wodurch  die  Beweise  wesentlich 
vereinfacht  werden.  Aber  auch  die  Satze  selbst  gewinnen  an  Deut- 
lichkeit  durch  das  Abstreifen  des  Nebensachlichen,  welches  in  der 
hagtigen  Erwahnung  von  Potenzreihen  besteht.  In  der  Tat  beziehen 
sich  die  wichtigsten  unter  diesen  Satzen  vor  alien  Dingen  auf  Funktionen. 
DaB  diese  Funktionen  gerade  nach  dem  Taylor  schen  Lehr  satze  ent- 
wickelbar  sind7  ist  hier  belanglos.  Was  iibrigens  die  Potenzreihen  an- 
betrifft,  so  hatte  ich  viel  weiter  gehen  konnen.  Es  ist  vielleicht  nicht 
allgemein  bekannt,  daB  die  Taylorsche  Reihenentwicklung  fiir  die  Be- 
griindung  der  Funktioneutheorie  durchaus  entbehrlich  ist7  die  Beweise 
gestalten  sich  sogar  einfacher,  wenn  man  sich  bloB  des  Analogous  des 
Mittelwertsatzes  in  der  Differentialrechnung  (Kap.  7,  §  0  bedient. 
Doch  darf  man  aus  praktischen  Griiuden  jene  Reihe  nicht  zu  sehi 
verdrangen,  denn  sie  dient  dem  Anfanger  zur  Ubung,  damit  er  lernt, 
iiberhaupt  mit  Reihen  umzugehen. 


Yorwort. 


V 


Fur  die  Erlauterung  der  Riemannschen  Flacheu  in  Kap.  8  war 
die  Darstelluug  bei  Klein  in  seiner  Leipziger  Vorlesung  vom  Jahre 
1881/82  vorbildlick,  wozu  nocli  ein  Satz  von  Darboux  uber  konforme 
Abbildung  im  Grofien  (Kap.  8,  8  5)’  in  erganzender  Weise  herzutritt. 
Die  Theorie  der  analytischen  Fortsetzung  (Kap.  9)  habe  lch  eingehender 
behandelt,  als  wolil  gewohnlich  geschieht,  weil  sich  da  eine  Menge 
von  Fragen  befindet,  welcbe  man  mit  grofierer  Sorgfalt  erbrtern  iniiBte, 
sicb  die  Theorie  auch  an  dieser  Stelle  ihres  sonstigen  hohen 


wenn 


Niveaus  von  Strenge  erfreuen  soli.  Im  iibrigen  sind  die  Entwicklungen 
von  Kap.  5,  §§  3  —  10  aus  dem  namlichen  Grunde  vonnoten. 

Unter  den  friiliesten  Anwendungen  der  Cauchy  schen  theorie 
findet  sich  die  Liouvillesche  Vorlesung  vom  Jahre  1847  liber  doppelt- 
periodische  Funktionen.  Und  in  der  Tat  kann  man  auch  heute  nicht 
besser  tun,  als  dieser  Funktionsklas.se  zwecks  Erlauterung  der  Theorie 
eine  ausfuhrliche  Besprechung  zu  widmen.  Hiermit  wird  nebenliei  der 
Weg  zum  Studfum  der  automorplien  Funktionen  gebalmt. 

Man  pflegt  wohl  die  elementaren  Funktionen  von  der  Arithmetik 
und  der  Geometrie  aus  zu  erklaren.  Viel  einfacher  und  interessanter 
gestaltet  sich  iudessen  die  Theorie  dieser  Funktionen,  wenn  man  den 
Logarithmus,  durch  ein  Integral  definiert,  zugrunde  legt,  um  dann  die 
Potenzen  und  die  Exponentialfunktion  auf  diese  Funktion  zu  griinden. 
VV  ill  man  andererseits  die  trigonometrischen  Funktionen  analytisch 
behandeln,  so  bildet  liier  die  lineare  Differentialgleichung  fiir  den  ein- 
fachsten  Fall  von  Schwingungen  (einfache  harmonische  Bewegung)  das 
natiirliche  Fundament.  Beide  Gedanken  sind  nicht  neu.  Es  handelt 
sich  um  eine  einfache  und  systematische  Durchfiilirung  derselben. 

Was  die  Literatur  anbetrifft,  so  verweise  ich  auf  meinen  Bericlit: 
„Allgemeine  Theorie  der  analytischen  Funktionen  a)  einer  und  b )  meh- 
rerer  komplexen  GroBen“,  Enzyklopddie  der  mathematischen  Wis§en- 
Schaftenj  II  B  1.  Im  Texte  habe  ich  nur  einige  wenige  Zitate  auf  die 
grundlegenden  Arbeiten  der  Theorie,  sowie  Nachweise  auf  spezielle, 
im  genannten  Artikel  nicht  erwahnte  Untersuchungen  aufgenommen. 
Auf  Vollstandigkeit  machen  diese  Zitate  keinen  Anspruck. 

Die  Anordnung  des  Stoffes  ist  eine  logisch  systematische.  Sie 
ist  aber  nicht  die  einzigste,  welche  sich  zur  Einfiihrung  in  die  Funk- 
tionentheone  bietet.  So  kann  man  beispielsweise,  wie  Hr.  Klein  es 
gemacht  hat,  mit  den  Riemannschen  Flacheu  anfangen  und  dann 
nach  kurzer  Besprechung  der  Cauchy schen  Integralsatze  zu  den  lute- 
gralen  aut  Riemannschen  Flacheu  (Abel schen  Integrals)  liber. rehen 
n.ese  Disposition  des  Stoffes  hat  den  Vorteil,  daB  die  schwieri-eren 


VI 


Vorwort. 


>  'J ! ‘ i  Analysis  so  hinausgeschobeu  werden,  der  Studierende  beginnt 
mit  Betracbtungen ,  welclie  sich  mebr  an  die  Geometrie  als  an  die 
Analysis  anlebnen.  Nocb  einen  anderen  Gang  findet  man  bei  den 
Franzo§en ,  man  vergleicbe  etwa*den  Cours  d’analyse  von  Humbert. 

Den  Herren  Dr.  W.  H.  Roever  und  Dunbam  Jackson,  welche 
mir  bei  der  Herstellung  eines  Teiles  der  Figuren  gebolfen  baben,  sage 
icb  berzlichen  Dank.  Aucb  der  Verlagsbucbbandlung  danke  icb  aufs 
beste  tur  die  Sorgfalt  in  der  Ausstattung  und  fur  ibr  bereitwilliges 
Eingeben  auf  meine  Wiinscbe. 

Cambridge,  Massachusetts,  im  September  1906. 


YORWORT  ZUR  Z  WEI  TEN  AUFLAGE. 

Bei  der  neuen  Auflage  bat  der  Text  eine  griyidliche  Revision 
sowolil  auf  Form  als  aucb  auf  Inbalt  bin  erfabren.  So  sind  beispiels- 
weisc  der  bereits  erwahnte  Darbouxsclie,  sowie  der  Morerascbe 
Satz  (Kap.  8,  §  5  resp.  Kap.  7,  §  5)  in  wiinschenswerter  Weise  erweitert 
worden,  und  die  Beliandlung  des  Integrals  J  P  dx  +  Qdy,  Kap.  4,  §  3, 
ist  wesentlicb  vereinfacbt.  Der  Plan  des  Werkes  ist  indessen  unver- 
andert  erbalten  geblieben. 

Es  erschien  zweckmiiBig,  die  Entwicklungen  fiber  das  logarith- 
mische  Potential  in  zwei  Kapitel  einzuteilen.  Seit  dem  Erscbeinen 
der  ersten  Auflage  bat  die  Tbeorie  der  Uniformisierung  algebraiscber 
Funktionen  vermoge  automorpber  Funktionen  mit  Hauptkreis,  beson- 
ders  durcb  die  Untersucbungen  von  Koebe,  einen  erfreulicben  Fort- 
scbritt  gemacht  und  sogar  einen  definitiven  AbschluB  erreicbt.  Aucb 
lassen  sicb  die  Metboden  auf  die  Uniformisierung  der  allgemeinsten 
anaJytiscben  Funktionen  ausdebnen.  Diese  neuen  Leistungen  auf  dem 
Gebiete  der  Funktionentbeorie  werden  in  Kapitel  14  gebiihrend  be- 
riicksichtigt. 

Beziiglicb  der  Literatur  werde  immer  nocb  auf  meinen  Enzy- 
klopadiebericbt  verwiesen.  Trotzdem  babe  icb,  einem  vielfacb  aus- 
gesprocbenen  Wunscbe  entgegenkommend,  zahlreicbe  Zitate  auf  die 
Quellen  der  Hauptergebnisse  der  Tbeorie  in  den  Text  mit  aufgenommen. 
Eine  erscbopfende  Bebandlung  der  Tbeorie  von  dieser  Seite  ber  lag 
indessen  aucb  bei  der  neuen  Auflage  nicbt  in  rneiner  Absicht. 

Cambridge,  Massachusetts,  im  Marz  1912. 

W.  F.  OSGOOD. 
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Erster  Abschnitt. 

Uber  die  Satze  und  Methoden  der  Theorie  der  Funktionen 
reeller  Veranderlichen.  Mengenlehre.1) 


Erstes  Kapitel. 

Ton  dm  (irundbegriffen  der  Differential-  mid  Integral  redlining. 


§  1.  BegrifF  der  Funktion. 

Xach  Di  rich  let-)  lieifit  f  (x)  eine  Funktion  von  x,  wenn  jedem 
einem  Intervalle3)  a  <Lx  <L1>  zugehorigen  Werte  you  x  ein  zweiter 
W  ert  f  (x)  nach  einem  bestimmten  Gesetze  zugeordnet  ist.  Hierbei 
werden  beide  Werte  x  und  f  (x)  zunachst  als  reell  vorausgesetzt.4) 

1)  Die  nachfolgenden  Kapitel  1-4  setzen  die  Kenntnis  der  Differential- 
und  Integralrechnung,  wie  sie*  in  einleitenden  Yorlesungen  behandelt  wird  vor- 
aus  und  bezwecken,  die  Begriffe  dieser  Disziplin  zu  vertiefen,  sowie  dieienigen 
.  u  assungsweisen  und  Methoden  darzulegen,  welche  die  moderne  Funktionen- 
;!n°fie  Anschlusse.  da  ran  ausgebildet  bat  und  deren  sie  sich  prinzipiell  be- 

dient  Dagegen  entkalt  das  5.  Kapitel  aulier  einer  allgemeinen  Einleituu-  in 

wLfesft^ehre  ?Ch  ASPfielle  Untersuchungen  fiber  die  Arithmetisierung'V 
Z  ,e  Sa?e,  aus  der  situs,  welche  nur  Interesse  ffir  den  Suezialisten 

terdeu“llenrum  M,'*m  S*U<'iUm  dM  ^unktionentheorie  iibeigadgen 

der  mathematischen  ^ , F  P^i  h  eTil S  HA  ^  fn^kloPd^e 

Ausgaben  als  Enzyklopcidie  resp.  Encyclopedic  zitiert.  '  16  beiden 

...  •  ^  Endpunkte  a  und  b  brauchen  nicht  zum  Tntm-vnll  i  • 

ubrigen  darf  sich  das  Interrail  ins  Unendliche  erstrecken  ?'U  gell0re“;  im 

griff  d‘lDFnrtt“Unr  &  V***  SuWrat  fiit  Be- 

fix)  autfasscn.  Arithmetisch  erk5.lt  man  l/ierdurid!'?  s|radez''  als  <lle  Funktion 
welche  die  Funktion  gcometrisch  ,oTteltt  SoiSd  A,"",valcft  die  Kurve, 
.Funktion  an  operieren  (dicse  etwH  dif  »  •  ““  **  “it 

glciclnmg  filr  8ie  aufzustcllen),  so  ist  es  die^tcit  d”"  i  F>'nktional- 

O.s.od,  faak„„„enlto,rit  ,;Aua  d,e  ™eite  der  be'den  Zahlen  i,„  Paare 
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In  der  niederen  Analysis  gescbiebt  eine  derartige  Zuordnung  meist 
aut  Grund  einer  expliziten  Formel;  z.  B. 


t  /  (,r)  —  a~  ,  t  —  00  <  X  <  OO  ; 

/  (%)  —  V x  >  0  X  <C  CO  ; 

f{x)  =  log  sin  a;,  2n%  <x<  (2 n  + 

Doch  ist  der  Begriif  der  Funktion  vollig  unabliiingig  von  der  Moglicb- 
keit  einer  solchen  Darstellung,  wie  durcli  folgende  Beispiele  erlautert 


werden  soli. 


a)  Im  Intervalle  0  <1  x  2  sei 

f(x)  —  ax,  wenn  0  .r  1 ; 

a‘  /■(*)  = 


a 


ax. 


wenn  1  <'  x  <  2 . 


V 


0 


-1 


.1’ 


AuBerbalb  dieses  Intervalls  wird  die 
Funktion  niebt  erklart:  sie  existiert  also  dort  nicbt. 

7  c 

/3)  Im  Intervalle  —  00  <  x  <  oc 
sei  f  (x)  gleicb  der  algebraisch 
groBten  ganzen  Zabl,  die  x  nicbt 
iibertrifft;  vgl.  Fig.  2. 

y)  Im  Intervalle  —  00  <  x  <  oo 
sei 

f  (x)  =  0,  wenn  x  eine  ra¬ 
tionale  Zahl, 

f  (x)  =  1  ,  wenn  x  eine  ir- 
rationale  Zabl  ist. 

Den  Funktionsbegriff  dehnt  man 
nocb  auf  den  Fall  aus,  wo  der  Bereich  der  Werte,  welche  x  an- 
nebjnen  darf,  nicbt  aus  einer  stetigen  Folge,  sondern  aus  einer  be- 
liebigen  Punktmenge  (vgl.  §  8)  bestebt.  So  ist  z.  B.  n\,  wo(  n  eine 
natiirlicbe  Zabl  bedeutet,  als  eine  Funktion  von  n  aufzufassen. 

In  abnlicber  Weise  wird  aucb  eine  Funktion  mebrerer  Verander- 
licben  definiert.  Ist  beispielsweise  S  ein  beliebiger  Bereicb  der  {x,  y )- 


Fig. 


(#,  y),  —  die  sogenannte  abhiingige  Variable,  —  welche  man  unter  dem  Symbol 
f  (x)  versteht.  Insbesondere  bat  f (x)  in  einer  iormel  meistenteils  die  zweite 
Bedeutung.  Dagegen  hat  fix)  die  erste  Bedeutung,  wenn  wir  von  einer  stetigen 
Funktion  oder  im  Falle  komplexer  Funktionen  von  komplexen  Veranderlichen 
mit  WeierstraC  von  einer  monogenen  analytischen  funktion  sprechen. 

1)  In  diesem  Falle  wird  die  Funktion  nicht  in  einem  einzigen,  sondern  in 
mehreren  getrennten  Intervallen  definiert.  Dasselbe  gilt  aueh  von  der  Funkti  >n 

f(x)  =  \/x,  x  =1=0. 


§  2.  Grenzwert. 


o 


o 


Ebene  und  orduet  man  jedera  Punkte  vou  S  einen  bestimmten  Wert 
f(x,y)  zu,  so  entstebt  eine  Funktion  der  beiden  unabhangigen  Varia- 

bclcii  oc  y • 

Endlich  kann  man  jedem  Punkte  des  Intervalls  resp.  des  B^eiches 

nicht  bloB  einen,  sondern  mehrere  Werte  zuordnen,  dock  geschieht 

das  in  der  Praxis  meist  so,  daB  sich  diese  Werte  zu  einer  Reike  ein 

deu tiger  Funktionen  zusammenfassen  lassen.  Beispiel. 

© 

f(z)  =  ±V  a?  —  x2. 

Hier  bilden  die  dem  oberen  Yorzeicben  entsprechenden  Werte  eine  im 
Intervalle  —  a  <  x  a  eindeutige  Funktion: 

/1W  -V a2-  x2, 

wahrend  die  iibrigen  Werte  eine  zweite  derartige  Funktion: 

f2  (x)  =  —  Y  a2  —  x 2 

ausmachen,  und  man  denkt  sicb  die  mehrdeutige  Funktion  als  den 
Inbegriff  der  beiden  eindeutigen  Funktionen  f\{x)  und  f\(x).  Niikeres 
hiertiber  findet  sieli  in  §  10. 

Auf  einen  wesentlicken  Untersckied  der  Auffassung  der  Funktion 
in  der  niederen  Analysis  und  in  der  modernen  Funktionentheorie 
wollen  wir  doch  nock  aufmerksam  macken.  Wahrend  man  dort,  wie 
vorhin  sckon  bemerkt,  gewoknt  ist,  von  einer  bestimmten  Formel 
auszugeken  und  das  Intervall  bzw.  den  Bereick,  in  welckem  die 
bunktion  erklart  wird,  erst  kinterker  zu  bestimmen,  wird  kier  der 
Definitionsbereick  geradezu  an  die  Spitze  gestellt:  erst  kommt  der 
Spielraum  fur  die  unabliiingigen  Variabelen,  dann  das  Gesetz,  wonack 
den  Punkten  dieses  Bereickes  Werte  zuerteilt  werden.1) 


§  2.  Grenzwert.  • 

Sei *t\x)  in  jedem  Punkte  eines  den  Punkt  ^  =  a  im  Innern  ent- 
kaltenden  Intervalls,  kdckstens  mit  Ausnakme  des  Punktes  x  =  a 

selbst,  eindeutig  erklart.  Stellt  man  sick  f  (x)  als  einen  geometriscken 
Ort  vor,  indem  man 

y  =  fix) 

baugigeu  Variabelen  m »  S'  ‘“r 
Passiert,  ist  ja  belauglos.  °  dann  auBerhalb  dieses  Intervalls 


1* 
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‘  setzt  und  die  entsprechende  Kurve  zeicknet,  so  sagt  man,  f(x)  nahert 
sick  einem  Grenzwerte  b,  falls  der  Punkt  (x,  y )  einem  Grenzpunkte 
ia>  b)  zustrebt,  wenn  x  an  a  heranriickt.  Diesen  Begriff  des  Grenz- 
iibergangs  wollen  wir  jetzt  in  verspharfter  aritbmetischer  Form,  wie 
folgt,  erklaren :  fix')  nahert  sich.  einem  Grenzwerte  b ,  wenn  x  der 
Greuze  a  zustrebt,  falls  es  moglich  ist,  jeder  noch  so  kleinen  vor- 
gegebenen  positiven  GroBe  s  eine  zweite  positive  GroBe  d  zuzuordnen, 
derart  daB 

b  —  f(x)  <  £ 


bleibt,  wenn  nur 


0  <  x  —  a  <6 


y 


ist.  Man  sckreibt  daun1)  * 

lim  fix)  =  b . 

x  =  a 

Geometrisck  wird  der  Inkalt  dieser  Definition  durck  die  beise- 

f'iigte  Figur  veranspkaulickt.  Nack- 


O 


/Dv 


-y* 

-y=b-i 


dem  namlich  zuerst  ein  beliebig 
sckmaler  Streifen  durck  die  Gera- 
den  y  =  b  +  s,  y  =  b  —  s  abge- 
grenzt  ist,  muB  es  dann  stets  mog- 
lick  sein,  einen  zweiten  Streifen 
durck  zwei  Gerade  x  =  a  —  d, 
x  =  « -  +  d,  d  >  0,  so  zu  bestim- 
men,  daB  sick  alle  diejenigen  im 
zweiten  Streifen  belegenen  Punkte  (x,  y),  wofur  y  =  f(x)  und  x  +  a 
ist,  auch  im  ersten  Streifen  und  also  in  dem  den  beiden  Streifen  ge- 

meinsamen  lieckteck  befinden. 

Beispiel.  Sei 


a-d  a  a+& 

Fig.  3. 


fix) 


X*. 

==  —  X2, 

-  1, 


wenn  x  =(=  0  eine  rationale 
x  „  irrationale 
•„  x  ==  0 


Zakl, 


ist.  Dann  ist 

lim  f{x)  =  0. 

as=  0 

Dem  verakgemeinerten  Funktionsbegriffe  ent- 
spreckend  laBt  der  Grenzbegriff  ebenfalls  erne 
Erweiterung  zu,  indem  man  nur  verlangt,  daB 
fix)  fur  einen  Teil  der  in  der  Umgebung  der  Stelle  x  =  a  gele- 

1)  Dieae  Bezeichnu.g  wird  in  der  Mathematik  in  eine m 
gebraucht  und  zwar  a)  urn  anzudeuten,  daB  die  Funktion  f{x)% 


§  2.  Grenzwert.  ° 

crenen  Punkte  erklart  sei.  Wesentlich  ist  aber  dabei,  daB  es  von  a' 
verschiedene,  in  jeder  Nackbarschaft  der  Stelle  *  =  a  belegene  Punkte 
geben  soil,  wofiir  f(x)  definiert  ist,  sowie  daB  die  Relation  \b-f  [x)\  <e 
fur  jeden  der  Werte  von  x  geltey  soli,  fur  welchen  f(x)  defimert  ist 
und  welch er  zugleicb  an  die  Ungleicbung  0  <  |  x  —  a .  j  <  d  geknupft  ist. 

Bisweilen  will  man  die  Veranderlicke  x  auf  eine  bestimmte  Seite 
der  Stelle  x  =  a  beschranken.  Ist  das  die  Seite  x>  a  und  nahert 
sich  f(x)  dann  dem  Grenzwert  bu  so  schreibt  man 

lim  f  (x)  =  ; 

x  =  a+ 

und  in  ahnlicher  Weise,  falls  x  <C  a  bleiben  soil, 

lim  f(x)  =  b2. 

x  =  a~~ 

Beim  unbesclirankten  Grenztibergang  lima;  =  a  nahert  sich  fix')  einem 
Grenzwert  dann’und  nur  dann,  wenn  bl=b2  ist.  —  Ebenso  schreibt 
man 

lim  f  (x)  =  b+ ,  b~, 

x  —  a 

wenn  neben  der  Relation 

lim  j\x )  =  b 


noch  die  Bedingung  f{x)  b,  <^b  fur  alle  nahe  bei  a  gelegenen 
Werte  von  x  besteht.  Die  Bezeiclmun<ren 

lim  f(x)  =  b+,  usw. 

x  =  a+ 

verstehen  sich  jetzt  wohl  von  selbst, 

Wir  liigen  noch  folgende  Erklarungen  hinzu.  Es  ist 


«) 


lim  f{x)  =  b, 

X=  +  00 


wenn 


lim  f  (  1  )  =  b 
v= o+  \y ) 


von  vornherein  weiB,  daB  sie  sich  einer  Grenze  nahert,  gerade  der  Zahl  b  zu- 

“tr®bt;. T  .8;e  ®rklart  dann  eben  den  Wert  der  Grenze;  b)  um  auszudriicken 
dafi  /  (x)  uberhaupt  einem  Grenzwert  zustrebt,  welcher  dann  mit  dem  neuen 

werden  bezeichuet  bzw-  mit  der  bereits  vorhandenen  GroBe  b  identifiziert 

All  De^Grenfbegnf  batte  seinen  Ursprung  in  der  Exhaustionsmethode  der 

it/  ,en/‘Dp  aritb“etlsche  Formulierung  geht  auf  Wallis  zuriick;  vgl  Enzv 

S  ,;’1nn/?r  lA  t  f  12 r  Encyclopedic,  Pringsheim  e’t  Molk  tl' 

rential§nnd  tT*  C?UC,hy  bat  Slcb  des  Grenzbegritfs  zur  Begriindung  der  Diffe¬ 
rential-  und  Integralrechnung  pnnzipiell  bedient-  vd  seine  DnrsfJim 

?’“»<%*  *  (Vcoie  polytechnic  1851,  ’«,wie  n  “einem  ? 

aonnees  a  Vecole  polytechnic  s„r  U  calJul  “ 
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ist;  doch  schreibt  man  auch  haufig,  wenn  es  genugend  klar  ist,  daB  x 
nur  positive  Werte  annehmen  soil,  bloB  lim  f  (x)  =  b . 


fi) 

y)1 2) 


lim  f  (x)  =  oc , 

x  =  a 

lim  f  (a?)  ==  oo , 

X  =  +0C 


wenn 


wenn 


lim  ^-r 

x  =  a  f(X) 


lim  ; 


=  0. 


Jetzt  sieht  man  leicht;  wie  die  weiteren  Formeln  zu  verstehen  sind: 
lim  f(oc)  =  b,  lim  f{x)  —  -f  oo,  — oo,  usw. 

x  =  —  oo  x  =  a 


Anstatt  der  Definition  y)  kann  man  auch  sagen:  Die  Funktion 
fix)  ivird  unendlich,  wenn  x  unbegrenzt  wachst,  —  in  Zeichen: 

lim  f  {x)  =  oo ,  — 

X  =  30 

falls  f{x)  fur  positive  beliebig  groBe  Werte  von  x  definiert  ist  und 
jeder  beliebigen  positiven  Gr5Be  (}  eine  zweite  positive  GroBe  g  zu- 
geordnet  werden  kann,  derart  daB 

\f(%)\  >  6r,  wenn  nur  x  >  g 

ist.  Eine  ahnliche  Formulierung  lassen  die  anderen  Definitionen  eben- 
falls  zu. 

Im  Anschlufi  an  die  Schreibweise  lim  f  (x)  =  oo  versteht  man 
haufig  unter  dem  Ausdruck:  „f(x)  konvergiert  gegen  den  Grenz- 
wert  bu,  daB  insbesondere  b  =  oo  sein  darf,  daB  also  fix)  unendlich 
wird.  Diesen  Sprachgebrauch  konnen  wir  nicht  akzeptieren,  wenn 
es  auch  bequem  ist,  die  Schreibweise  lim/’(^)  =  oo  (lies:  „f  ix)  wild 
unendlich u)  beizubehalten.  DemgemaB  setzen  wir  hiermit  fest,  daB 
der  Ausdruck:  „/'(^)  konvergiert  gegen  einen  Grenzwert  b“  nur  die 
vorhin  erklarte  Bedeutung  der  Konvergenz  gegen  eine  eigcntliche 

Grenze,  d.  h.  gegen  eine  Zahl  b  haben  soil.-) 

Zum  SchluB  geben  wir  einige  Beispiele,  die  zum  Verstandmsse 

der  Tragweite  dieser  Definitionen  beitragen  sollen. 


sogenannte 


1)  Man  vgl .  die  Bemerkung  enter  a). 

2)  Das  System  der  reellen  Zahlen  durch  eine  Zahl  oo  (das 
eigentliche  Unendliclie )  zu  vergroBern,  ist  sowohl  padagogisch  verwerflic  as 
auch  wissenschaftlich  unzweckmaBig;  hieruber  vgl.  man  Boc^e;'s  BesPr( 

von  Burkhardts  Analytischc  Funktionen,  §  12:  Bull  Amer.  Math.  boc.  2.  iolge, 

Bd.  5  (1998/99),  S.  182. 


§  2.  Grenzwert. 


Beispiel  1. 

f(x)  =  sin  \/x. 

Beim  Grenzubergang  x  =  0  najiert  sich 
f\x)  kemem  Grenzwerte,  sondern  oszilliert 
zwischen  den  Werten  -f-  1,  1-  bm  sin  \jx 

x  =  0 

hat  keinen  Sinn. 

Beispiel  2. 

f(x)=x  sin  l/x. 

lim x  sin  1  =0. 

x 


Denn  es  ist 

x  sin  <C  I  x  . 

X  —  ' 

Man  beachte  wofil,  dab  diese  F unktion  bald 
wachst,  bald  abninnnt,  und  im  iibrigen 
ihreu  Grenzwert  unendlich  oft  erreicht. 
Beispiel  3. 


/»  = 


2  —  e 


X/x 


Hier  ist 


lim 

x  =  o+  2  —  e  r 


=  0- 


1 


lim 

a-  =  o  2 


GT 


lim  1/(2  —  el/x)  hat  keinen  Sinn. 

jj  =  0 

Beispiel  4. 

f{x)  =Mog#,  wenn  x  eine  gerade 
Zahl  ist;  /  ( x )  =  log  1/x,  wenn  x 
eine  ungerad.e  Zahl  ist.  Dann  ist  _ 

lim  f  (x)  =  co . 

X  —  oo 

Beispiel  5. 

/  (x)  =  x  (3  2  sin  x) . 

lim  x  (3  -f  2  sin  x)  =  -g  oo . 

X  —  — f—  oo 

T)!hs(.  f  unktion  wachst  nicht  bestandig;  ba 
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wachst  sie,  bald  nimrnt  sie  wieder  ab.  Trotzdem  iibersteigt  sie  jede 
voigegebene  GroBe  G  und  .bleibt  aucli  iiber  dieser  GroBe,  sobald  x 
einen  bestimmten  nur  von  G  abhiingigen  Wert  iiberschreitet. 

Bei»spiel  t>.  (Fig.  8.)  , 

Hiei  bat  lim f [x)  keinen  Sinn,  trotzdem  \f(x)\  jede  vorgegebene 

GroBe  G  iiberscbreitet,  wenn  x  gegen  0  konvergiert;  denn  \f(x) 
bleibt  eben  nicht  beliebig  groB. 

D  o 

Aufgabe  1.  Fiir  welche  Werte  von  a  ist 


v  fl  +  sml/x  „ 

lim  — 1 - —  =  oo  ? 

_  A  x 


Aufgabe  2.  Ist 


x  =  0 


COS  X 


Ist 


llm  [  2  + 

x  —  00  u  " 

lim  x\~  cos  x 

x  =  »  *-  " 

Aufgabe  3.  Existiert  ein  Grenzwert 


=  00  ? 


00 


lim  sin 


X  =  0 


X 


WO  X  = 


1  +  2  n  n-’ 


n  -  1,  2, . 


Aufgabe  4.  Auf  Grund  der  £- Definition  des  Grenzwertes  be- 
weise  man  den  Satz:  Sind  /'(#),  cp(x)  zwei  Variabele,  die  gegen  die 
Grenz werte  A  bzw.  B  konvergieren,  wenn  x  dem  Werte  a  zustrebt, 
so  konvergieren  die  Funktionen 

f(x)-\-y(x),  f(x)<p{x) 

und,  *wofern  B  nicht  verschwindet,  auch 

m 

q>(x) 

gegen  Grenzwerte,  und  zwar  ist 

lim  [fix)  +  (p  (x)]  =  A  +  B  =  lim  f(x)  +  lim  cp  (a?); 

X  =  a  x  =  a  x  =  a 

lim  fix )~  [lim  <p  {x) 


lim  f(x)tp(x)  =  AB  = 

x  —  a 

fix)  _  A 


=  a 


li 


im 


cp(x) 


lim  f  [x) 

x  =  a 

lim  qp  (#) 


x  =  a 


A 

Ji 
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§  3.  Stetigkeit. 

Die  Funktion  fix)  heifit  in  einem  Punkte  x  =  a  stetig,  wenn  sie 
in  einem  diesen  Punkt  umfassenden  ‘Intervall  eindeutig  erklari  und 

lim  f  (x)  =  f  (a) 

x-a 

ist.1)  1st  a  ein  Endpunkt  des  Intervalls,  so  bandelt  es  sich  nur  um 
eine  einseitige  Annaherung  des  Punktes  X  an  (i. 

lim  f  (x)  =  f  (a)  bzw.  lim  f  (x)  =  f  ( a ) . 

x  =  a+  x  =  a 

Die  Funktion  beifit  in  einem  Intervalle  stetig,  wenn  sie  in  jedem 
Punkte  desselben  stetig  ist. 

Die  Funktionen,  mit  denen  man  sieb  in  der  elementaren  Matbe- 
matik  bauptsachlicb  bescbaftigt;  werden  in  der  Regel  nur  dann  un- 
stetig,  wenn  sie  unendlieb  werden;  z.  B.  die  Funktion 

- -  im  Punkte  x  =  a: 

x  —  a 


tan  x 


IT 

%  ~  O 


Dock  liegen  nocb  versebiedene  andere  Mdglicbkeiten  vor7  wie  die 
folgenden  Beispiele  zeigen. 

a)  Das  3.  Beispiel  yon  §  2: 


f(x) 


Diese  Funktion  ist  im  Punkte  x  =  0  unstetig;  denn  es  ist 

lim  1  =  0,  lim  1  =  1  . 

*  =  0+2  —  el/x  *  =  0-2  —  e1/;c  2 

Im  Punkte  x  =  0  selbst  ist  sie  nicht  defi- 
niert. 


b)  f(x)  =  lim  x 

n  =  oc 


in  —  I 


11  =  1  O  .  .  . 


y 

• 

d 

Fig.  9. 

Bolzaao,  Rein  analytischer  Beweis  des  Lehrsatzes ,  dafi  zwischen.je  z,eei 
Ir  nllt6  ent9efn9esetztes  Zesultat  gewdhren ,  wenigstens  eine  reelle  Wurzel 
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Diese  b  unktion  ist  fur  alle  Werte  von  x  definiert,  und  zwar  ist1) 

f  (x)  =  1,  wenn  x  >  0, 

/»  =  -!*  „  x<0, 

fi  0)=  0. 


Durch  die  trigonometriscken  Reiken  liaben  sich  solche  Funk- 
tionen  zuerst  in  der  Matkematik  Biirgerreckt  erworben;  bisker  katte 
man  sie  als  aus  mekreren  getrennten  Funktionen  zusammengestiickelt 


vollig  versckwunden  ist. 

So  ist 

z.  B. 

f  (x)  =  sin  x  -f 

sin  3x 

3  ‘ 

sin  ox 

5  1 

71 

T > 

wenn 

2  n  n  <  x 

< 

1 

II 

„  (2n  - 

58 

V 

T— H 

1 

< 

=  0, 

58 

II 

ist. 

c) 

fix)  = 

2  w  -  1 

;  km  x 

Diese  Funktion  kat  fur  alle  Werte  von  x  auBer  x  =  0  den  Wert  1, 

walirend  /'( 0)  =  0  ist.  Eine  derartige  Un- 
stetigkeit,  die  also  gekoben  werden  kann,  in- 
dem  man  die  Funktion  imbetreffendenPunkte 
gesckickt  definiert,  keiBt  nack  Riemann2) 
eine  hebbare  Unstetigkeit.  Ob  die  Funk¬ 
tion  von  vornkerein  an  der  betreffenden 
Stelle  erkliirt  war,  ist  gleickgiiltig. 

d)  Das  1.  Beispiel  von  S.  7 : 


y 

X 

o’ 

r 

Fig. 

10. 

f  (oc)  =  si 

e)  Das  6.  Beispiel  von  S.  8: 


sin 


x 


1)  Will  man  lieber  blob  rationale  Funktionen  benutzen,  so  kaun  man 
folgendes  Beispiel  nehmen: 


xn  —  x~n 


*>0. 


Hierbei  ist  f{x)  =  —  1  im  Intervalle  0<x<l;  ferner  ist  f(  1)  =  0 ,  wahrend 
f(x)—l,  sobald  x^>\  ist. 

2)  B.  Riemann,  Grundlagen  einer  allgemeinen  Theorte  der  lunktionen 
einer  komplexen  Grofie,  Inauguraldissertation,  Gottingen,  1851:  We) kc,  S.  -3,  §  1-. 
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/'(*)-=  I  siDir 

In  der  Nahe  tier  SteUe  x-0  scjiwankt  die  Funktion  zwischen 
Grenzen.  welche  jede  vorgegeben*  GrSBe  scblieBlicn  ubersteigeb.  S.e 
wird  zwar  ira  Punkte  x-0  unstetig,  nicbt  aber  unendlich;  denn  es 

ist  nicht  lim  1/f  (x)  =  0- 

Wird  "die  Funktion  f(xj  nacb  der  im  §  2  gegebenen  Definition 
im  Punkte  a  unendlich,  so  sckreibt  man 

f(a)  =  co. 

Man  beachte  wohl,  daB  diese  Definition  ganz  auBer  Frage  laBt,  ob 
die  Funktion  im  Punkte  x  =  a  definiert  ist  und,  falls  sie  dort  de- 
finiert  ist,  was  fur  einen  Wert  sie  daselbst  bat.  Sei  beispielsweise 

. ,  N  . .  nx  4-  4 

f{x)  ”  !“  «x*+T 

Dann  ist  f(x)  fur  alle  Werte  von  x  definiert  und  zwar  ist 

f(x)  =  ^,  wenn  £  +  0; 

/  (°)  =  4. 

Daher  ist  zugleicb 

/'( 0)  =  oo  und  f  (0)  =  4. 

Diese  beiden  Gleichungen  liaben  aber  total  verschiedene  Bedeutungen 

und  sind  durchaus  miteinander  vertraglich.  Die  erste  sagt  etwas 

©  © 

fiber  das  Verhalten  der  Funktion  aus,  wenn  x  =f=  0  ist;  die  zweite 
gibt  den  Wert  der  Funktion  im  Punkte  x  =  0  an.1) 


1)  Dureh  die  soeben  betrachteten  Beispiele  wird  eine  Klassifikation  aller 
moglichen  isolierten  Singularitaten  einer  stetigen  Funktion  nabe  gelegt,  Sei  f(x) 
in  der  Umgebung  der  Stelle  x  =  «,  diesen  Punkt  allein  ausgenommen,  ste4ig. 
Ruckt  x  yon  der  positiven  Seite  an  den  Punkt  a  heran,  lim  x  =  a+ ,  so  gibt  es 
vier  Falle,  namlich 

(1+)  lim  f(x)  =  b, 

x  =a+ 


(2+) 

(3+) 

G+) 


lim  f(x)  = 

x  =  a  + 


-  OO 


/  (x)  strebt  keinem  Grenzwert  zu,  bleibt  aber  endlicb  im  Interval! 
«  x  a  -)-  d  (vgl.  die  nachstehende  Definition); 

f  (x)  strebt  keinem  Grenzwerte  zu  und  bleibt  auch  nicht  endlich  im  Inter 
valle  «<x<a-|-d,  wie  klein  auch  8  angenommen  werden  moge. 

Dem  Grenzubergange  lim  x  = eutsprechen  wieder  dieselben  vier  Falle 
welche  also  resp.  mit  (1~),  .  .  .,  (4~;  bezeichnet  werden  mogen. 

ir  M  DirtPrrW^e  Kombinati011  der  Falle  (»+)  mit  den  Fallen  (J~)  entstehei 
>6  Moghchkeiten,  [(,»),  (DJ.  Dabei  kann  m  femer  im  Punkte  a  erklart  set 
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Definition.  Eine  Funktion  heiBt  in  einem  Intervalle  endlieh, 
wenn  es  eine  positive  Konstante  gibt,  welche  die  Funktion  ihrem 
absoluten  Betrage  naeli  in  keinem  Punkte  des  Intervalls  iibersteigt. 
Im  Intervalle  0  <  x  <  1  sei  • 


f(x)  “  l  sin^-»  0<x<l, 
/  (0)  —  .a,  a  belie  big. 


Dann  bleibt  f(x)  in  diesem  Intervalle  nicht  endlieh;  doch  gibt  es 
aucli  keinen  Punkt  des  Intervalls,  in  welckeni  sie  unendlich  wiirde. 

f)  Die  bisher  betrackteten  Funktionen  horen  bloB  in  isolierten 
Punkten  auf,  stetig  zu  sein;  sie  kaben  isolierte  Unstetigkeiteu.  Bei 
der  Funktion 

l 

—  sin  .  ■ 

sin  1  /x  , 


kaufen  sick  die  Unstetigkeitspunkte  in  der  Nake  der  Stelle  x  =  0. 

g)  Das  Beispiel  y)  von  §  1,  sowie  das  Beispiel  auf  S.  4,  bringt 
eine  Funktion,  welche  fiir  alle  Werte  von  x  unstetig  ist. 

Es  sei  nock  an  die  Satze  erinnert: 

Sind  f{x),  cp(x)  in  einem  Punkte  bzw.  Intervalle  stetig,  so  sind 
auch  die  Funktionen 

fix)  +  (p(x),  f  (x)  cp  (x) 
dort  stetig.  Die  Funktion 

m 

cp(x) 

ist  ebenfalls  stetig,  sofern  (p  (x)  niclit  verschwindet. 

«  1st  y{x)  im  Punkte  x0,  f(y)  im  Punkte  y0  =  (p  (x0)  stetig,  so  ist 

die  Funktion  f\cp  (#)]  im  Punkte  x()  stetig.  ' 

Aus  diesen  allgemeinen  Siitzen  nebst  dern  besonderen  Satze,  daB 

die  Funktion 

y  -  /'O')  -  x 

stetig  ist,  folgert  man  sofort  die  Stetigkeit  der  Polynome,  sowie  der 
rationales  Funktionen  in  jedem  Punkte,  wo  sie  deiiniert  sind. 


Oder  nicht,  und  im  er.teren  Falle  kann  der  Wert  von  A«>  flf^wofkn 
vorhandenen  Grenzwerte  zusammenfallen  oder  da\on  ge  renu  H;'"'  ,  ( ap 

wir  uns  mit  dem  herein,  Gesagten  begniigen,  denn  darau.  erhellt  .chon,  daB 

eine  grofie  Anzabl  von  Moghchkeiten  vorliegt. 


1  3 

§  4.  Die  Stetigkeitssiitze. 

Auffjabe  1.  Man  uutersuche  die  folgenden  Funktionen  auf  ibre 
StetifkeilT  bin  und  stelle  dieselben  durch  eine  Kurve  dar. 


„Un  .<• 


1  ,  *lim  (sin  x)'iu  l- 

tan  r.  / 


’  1  4.  (-tanj:  . 

Aufgabe  2.  Sei  2 

<p(x)  =  1  ~  (sin  ^x)in~  1  j 

71  =  00 

und  man  bilde  die  Reihe 

(p(x)  +  ^(p{2\x)  -f-  ij-j <f  (3 ! x)  +  •  •  •  • 


Die  durch  diese  Reihe  dargestellte  Funktion  ist  fiii  alle  lationalen 
Werte  von  x  unstetig,  fur  alle  irrationalen  Werte  stetig.1) 


§  4.  Die  Stetigkeitssatze. 

Ist  f(x)  in.  eineni  Intervalle  stetig,  so  kann  man  daraus  nicht 
einmal  schlieBen,  daB  f(x)  in  diesem  Intervalle  endlich  bleibt,  wie 
das  Beispiel  zeigt: 

/■(»=  *  >  0<X<1. 


Yerlangt  man  aber  auBerdem  noch,  daB  das  Intervall  abgescldossen  sei, 
d.  h.  daB  es  endlich  sei  und  daB  ferner  die  Endpunkte  mit  zum 
Intervalle  gehoren  sollen,  so  verhalt  sich  die  Sache  anders. 

1.  Satz.  Ist  f{x)  im  abgeschlossenen  Intervalle 

a  <  x  <  b 


stetig,  so  ist  f\x)  in  diesem  Intervalle  endlich. 

Den  Beweis  dieses,  sowie  der  beiden  hierauf  folgenden  Satze 
verschiel)en  wir  bis  zum  Schlusse  dieses  Kapitels,  §  9. 

1st  f{x)  eine  beliebige  Funktion,  so  braucht  f(x)  in  einem  be- 
stimmten  Intervalle,  in  welchem  sie  definiert  ist,  weder  einen  grofi*ten 
noch  einen  kleinsten  Wert  anzunehmen,  ja  selbst.  dann  nicht,  wenn 
f(x)  im  betreffenden  Intervalle  stetig  ist,  wie  das  Beispiel  zeigt: 

fix)  =  2x  +  3,  0  <  x  <  1 . 


D  e  f  i  n  i  t  i  o  n 
eines  bestimmten 


en.  Nimmt  die  Funktion  f  (x)  in  keinem  Punkte 
Intervalls  einen  Wert  an,  welcher  algebraisch  groBer 


1)  Eia  einfaches  Beispiel  einer  Funktion,  die  in  einem,  aber  auch  nur  in 
einem  Punkte  (x  =  0  stetig  ist,  wird  durch  das  Beispiel  von  S.  4  geliefert  so- 
fem  der  Funktion  der  Wert  0  statt  1  im  Punkte  *  =  0  zugewiesen  wird  'Die 

dutch  die  obige  Reihe  defimerte  Funktion  weist  ein  ahnliches  Verhalten  in 
jedem  irrationalen  Punkte  auf.  * 
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-als  die  feste  Zahl  G  ist,  wahrend  sie  die  GroBe  G  —  «,  wo  e  eine 
beliebig  kleine  positive  Zabl  bedeutet,  mindestens  in  einem  Punkte 
des  Intervalls  iibersteigt,  so  heiBt  G  die  obere  Grenze  von  f(x )  im 
betrefl^nden  Intervalle.  Gibt  es  ferner  einen  Punkt  x  des  Intervalls,  in 
welcbem  f  (x')  =  G  ist,  so  heiBt  G  der  grofitc  Wert  der  Funktion  im 
Intervalle.  Man  sagt  wohl  aueh,  f  (x)  hat  im  Punkte  x  ein  Maximum . 

In  analoger  Weise  werden  die  untere  Grenze  und  das  Minimum 
erklart. 

Hat  die  Funktion  ein  Maximum,  so  hat  sie  eine  obere  Grenze, 
nicht  aber  umgekehrt.* 1) 

Unter  der  Sclnvanhmg  einer  Funktion  in  einem  Intervalle  ver- 
steht  man  die  Differenz,  G  —  K,  zwischen  der  oberen  und  der 
unteren  Grenze  der  Funktion  in  diesem  Intervalle. 

Das  soeben  betrachtete  Beispiel  zeigt,  daB  selbst  eine  stetige 
Funktion  kein  Maximum  oder  Minimum  zu  besitzen  braucht.  Jene 
Funktion  2#  +  3  kommt  zwar  dem  Werte  5  beliebig' nahe  und  iiber- 
steigt  denselben  nie;  aber  es  gibt  eben  keinen  Punkt  des  Intervalls 
0<rr<l,‘  in  welchem  sie  den  Wert  5  wirklich  annahme.  Dieser 
Wert  bildet  also  die  obere  Grenze  der  Funktion.  Das  Yerhalten 

dieser  stetigeu  Funktion  hangt  wesentlich 
von  dem  Umstande  ab,  daB  wir  das  Inter- 
vall  wieder  nicht  als  abgeschlossen  voraus- 
o-esetzt  haben. 

O 

2.  Satz.  Ist  f{x)  im  abgescJtlossenen 
-  Intervalle 

a  <  x  <Cb 

stetig,  so  hat  sie  dart  einen  grbfiten  und  einen  Tdeinsten  II  ert, 

Ein  dritter  grundlegender  Satz,  be- 
treffend  stetige  Funktionen,  ist  folgender.2) 
3.  Satz.  1st  f{x)  im  abgeschlossenen 

Intervalle 

r  a£x£b 

Stetig  und  ist  f(a)  +  f(b);  liegt  ferner  N 
P|8  12'  *  eioischen  den  ZcMen  f{a)  und  f  (t),  so  gibt 


V 


0 


1)  Die  durefagreifende  Bedeutung  der  UnterscheiduDg  zwischen  . einer  oberen 

Grenze  und  einem  Maximum  bat  WeierstraB  m  semen  Yurie  nngen  an  der 

Berliner  Dniveraititt  (von  i860  an)  echnrf  betont  Aueh  ..t  e.  .«  V  enat 
die  Siltze  1  und  2  als  grundlegend  hinzusteUen.  Der  Begntf  der  obe.en 
geht  auf  Bolzano  zuriick,  vgl.  oben,  §  B,  Aum. 

2)  Bolzano  (1814/17),  vgl.  oben,  §  3,  Anm.^ 
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§  4.  Die  Stetigkeitssatze. 

es  mindestens  eirnn  Punld  x  im  Intervalle,  in  welchem  f  (x)  den  Wert 
N  wirldich  annimmt : 

f(x)  =  N. 

Zum  ScliluB  komrnt  nocli  ein.Satz,  betrefl'end  die  gleicbrouBige 
Stetigkeit  einer  stetigen  Funktion.  Der  Definition  der  Stetigkeit  in 
eineni  Punkte  x  =  x,  gemaB  muB  sicli  einer  beliebig  kleinen  posi- 
tiven  GroBe  s  eine  zweite  positive  GroBe  d  zuordnen  lassen,  derart,  daB 

\f(x)-f(x0)\<i 

bleibt,  wemi 

x  —  x0  |  <  d 

1st.1)  Wie  groB  man  d  bei  vorgegebenem  £  wahlen  darf,  das  hangt 
im  allgemeinen  vom  Punkte  x0  ab,  und  es  kann  vorkomruen,  daB  d 
fiir  cewisse  Lagen  von  xn  auBerordentlicli  klein  wird.  Sei  beispiels- 

O  o  U 

weise 

*  /*(*)  =  l’ 


Die  Funktion  ist  in  diesem  Intervalle  stetig.  Trotzdem  l>ann  man 
keinen  Iconstanten  Wert  von  d  angeben,  welcher  bei  vorgegebenem  £ 
fiir  jeden  Punkt  x0  des  Intervalls  passeu  wird.  Dasselbe  gilt  auch 
von  der  Funktion  f  (x)  =  x 2  im  Intervalle  —  oc  <  x  <  oo,  sowie  von 
der  endlich  bleibenden  Funktion  sinl/#,  0  <  x  <C  1 .  Dieses  Vor- 
kommnis  riihrt  abermals  davon  her,  daB,  obwohl  die  Funktion 
im  ganzen  Intervalle  stetig  ist,  das  Interval!  selbst  dock  kein  ab- 
geschlossenes  ist. 

Definition.  Sei  f{x)  in  einem  beliebigen  abgesclilossenen  oder 
nicht  abgeschlossenen  Intervalle  erklart.  La JSt  sich  dann  jeder  beliebig 
kleinen  vorgegebenen  positiven  GriiBe  £  eine  feste  (also  von  x  und 
x0  unabhiingige)  positive  GroBe  d  so  zuordnen,  daB 

bleibt,  wenn  nur 

|  x  —  x0  <  d 

ist,  so  keifit  f(x)  im  betreffenden  Intervalle  gleichmafiig  stetig }) 


f(x)-f(x o)  <  £ 


1)  Das  Intervall  x0  -  d  <  ai  <  ar0  +  d  darf  iiber  das  Intervall  (a,  b )  ir 

welchem  f(x)  detiniert  ist,  bmausgreifen.  Insbesondere  kann  .r0  ein  Endpunkl 

dlGSGfl  I  Tlf.Prv5l.lla  aain  —  a.  _ Tl_  i  i ..  n.  ■»  .  _  * 


nur  soviet  des  ersten 


dieses  Intervalls  sein.  Dann  kommt  selbstverstandlich 
Intervalls  in  Betrackt,  wie  im  Intervalle  (a,  b )  liegt. 

Vn  i  2iDei'  Begrif  de*  gleichmaCigen  Stetigkeit  ist’ von  WeierstraB  in  seinen 
rlcsungen  an  der  Berliner  Universitiit  — 


von  1860  an  nachdriicklick  betont 


Ei“  Beweis  des  uachstehenden  4.  Satzes  ist  zuerst 
onenthcht,  Journ.  f.  Math.,  Bd.  71  (1870,,  S.  361. 


von  Heine  ver- 
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Die  hunktion  f  (x)  =  x  ist  z.  B.  sowolil  im  abgeschlossenen 
ntervalle  a^x^b  als  auch  im  nicht  abgeschlossenen  Intervalle 
a<x<b,  nicht  aber  im  Intervalle  0  <  x  <  oo  gleichmaBig  stetig. 

4.  batz.  1st  t  (x)  im  abgeschlossenen  Intervalle 

a  <Lx  <b 

stetig ,  so  ist  /  (x)  daselbst  auch  gleichmdftig  stetig. 

Diesen  Satz  wollen  wir  beweisen,  um  clem  Leser  ein  erstes  Bei- 
spiel  einer  SchluBweise  zu  geben,  welche  fur  die  moderne  Ana¬ 
lysis  von  prinzipieller  Wichtigkeit  ist.  Am  Ende  des  Kapitels  wire! 
diese  SchluBweise,  welche  wir  als  die  Methode  cler  JEinschachtelung 
dei  Into  vatic  bezeichnen  wollen,  erne  Reihe  weiterer  Anwenduno’en 
fin  den. 

Hilfssatz.1)  Es  ist  tnoglich,  das  Interval ll  ( a ,  b)  in  2n  gleiche 
Tede  zu  zerlegen,  der  art,  daft  die  Schwankung  von  f(x)  in  jedem  ein- 
zelnen  dieser  als  abgeschlossen  zu  betrachtenden  Teilinter valle  den  Wert 
e/2  n icht •  iiberschreitet. 

Hierbei  becleutet  s  eine  beliebige  positive  GroBe,  welche  aber, 
einmal  gewahlt,  fiir  die  Eolge  dann  festgelialten  wird. 

Gesetzt,  das  ginge  nicht  an.  Man  teile  das  Interval!  in  zwei 
gleiche  Teile.  Dann  miiBte  es  mindestens  fiir  eines  dieser  Teilinter- 
valle  unmoglich  sein,  die  gewiinschte  Zerlegung  durchzufiihren,  d.  h. 
die  Zahl  n  so  zu  wahlen,  daB  die  Schwankung  von  fix)  in  jedem 
der  ~2n  Unteri ntervalle,  in  welche  das  betreffende  Teilintervall  zer- 
fallt,  unter  s/2  bleibt.2)  Dieses  Teilintervall  werde  mit  bezeichnet. 
Nun  stelle  man  bei  A ,  dieselbe  Uberlegung  an,  wie  soeben  beim  ur- 
sprunglichen  Intervalle.  Man  wird  also  zu  einer  Hlilfte  A2  von  Ax 
gefiihrt,  fiir  welche  die  gewiinschte  Zerlegung  wieder  nicht  angeht. 
Durch  Wiederliolung  dieses  V  erfahrens  erhalt  man  schlieBlich  eine  un- 
begrenzte  Eolge  ineinander  eingeschachtelter  Intervalle  An  A2, .  . . , 
Ak,  .  .  .,  deren  Liinge  mit  waclisendem  k  gegen  0  abnimmt  und  tiir 
deren  jedes  die  bewuBte  Zerlegung  nicht  ausfiihrbar  ist.  Es  gibt 
offenbar  einen  Punkt  a  des  Intervalls  (a,  b),  welcher  alien  Inteivallen 
A,  <remeinsam  ist.3)  Damit  wird  man  aber  zu  einem  Widerspiuch 

1)  Diesen  Satz  hiitte  man  schon  an  die  Spitze  stellen  und  daraus  dann  den 
•4.  Satz  als  Zusatz  ableiten  konnen. 

2)  Man  beachte  wohl,  wenn  n  =  N  die  gewiinschte  Zerlegung  liefert  dab 
dann  jeder  groBere  Wert  n^>  N  ebenfalls  zu  einer  deiartigen  Zer  egung  u  1 

3)  We^en  eines  strengen  Beweises  dieser  Behauptung  •  §  •  a  e#n 

wir  nicht  verlangt,  daB  das  Intervall  (a,  b )  abgeschlossen  sei,  so  batten  wir 
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gefuhrt,  denn  dem  Punkte  a  und  der  beliebigen  positiven  GroBe 
entsprickt.  dock  wegen  der  Stetigkeit  von  fix)  iiu  1  unkte  a  eine 
positive  GroBe  8lf  derart,  daB  , 

fix)  -7»l  <  fi 

bleibt,  sobald  nur  x  —  a  |  <  8t  ist.  Setzt  man  also  si  =  s/4,  so 
folgt  aus 

fix)  —f{*)  <  {,  x  —  a  <8,, 

und 

fix)—fi*)  <  \  ,  \x—a\<8l, 

daB 

'  fix') -fix)  I  <y 


ist;  wie  auch  immer  x,  x  im  Intervalle  (a —  dt,  a  -f-  dx)  angenommen 
werden  mogen.  *  Nun  gibt  es  aber  ein  Intervall  Ain,  welcbes  bei 
passender  Wahl  von  m  ganz  in  diesem  letzten  Intervalle  liegt,  und 
das  verstoBt  eben  gegen  das  Ergebnis,  daB  fiir  AIU  besagte  Zerlegung 
nicbt  durchfiihrbar  ist. 

Aus  dem  Hilfssatze  schlieBen  wir  nun,  daB  die  Schwankung  in 
einem  beliebigen  Intervalle  ~  -R  £  X  £  x0  +  j ln  von  der  Ldnge 
Ks=Q)  —  a)l~n  den  Wert  s  nicbt  iibertrifft.  Denn  dieses  Intervall 
kann  ja  hochstens  iiber  zwei  aneinander  sfcoBende  jener  fruheren  Teil- 
intervalle  hiniibergreifen.  In  dem  Falle  sei  x  =  c  der  gemeinsame 

Endpunkt  letzterer,  und  seien  x,  x  zwei  beliebige  Punkte  derselben. 
Dan  n  ist 


/  ix)  -fic)  <  9  , 

/■<>')  -f(c)  <*• 

M.thin  *ird,  wie  auch  immer  x,  x'  in  jenem  Intervalle  angenommen 
werden  moeen.  stets  ° 


\fix)-fix)\<s 


sein.  Es  genugt  somit,  d  =  \ln  zu  setzen. 

..  .  W‘r .  ^be“  “ochmal8  ausdriicklich  hervor,  daB  die  GroBe  , 

nicht  schlieBen  konnen,  daB  der  alien  Intervallen  A  , 

ntervalle  (a,  b)  gehort.  Er  hatte  eben  mil  •  *  I  “eiDSame  Punkt  a  zuir 

sammenfallen  konnen.  einem  Endpunkte  von  (a,  b)  zu- 

Us  good,  Funktionentheorie.  I.  2.  Aufl. 
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willkurlich  gewahlt  wird,  alsdann  aber  wahrend  der  ganzen  Unter- 
suchung  fest  bleibt.  * 

Durch  das  vorstehende  Raisonnement  ist  der  1.  Satz  auch  be- 
wiesen~  worden. 

Anwendung  des  4.  Satzes.  Beim  Fundamentalsatze  der  Integral- 
rechnung  spielt  die  gleichmaBige  Stetigkeit  eine  wesentliche  Rolle. 
Im  Intervalle  a  x  b  sei  f  ( x )  eine  stetige  Funktion.  Man  zerlege 
das  Intervall  in  n  gleicbe  oder  ungleicbe  Teile  durch  die  Punkte 
xo  =  a  <  %n  =  b  und  bilde  die  Summe 

(^  )  =  f  iXl  )^xi  4“  f  )A#2  “(“•••+/’  (Xn')AX}l, 

wo  Ax{  =  xt  —  xi_1  ist  und  x!  einen  beliebigen  Punkt  des  Intervals 
Xi  —  x  =  x  =iXi  bedeutet.  Dann  besagt  der  Satz  ja,  dab  Sn  gegen  einen 
Grenzwert  konvergiert,  wenn  n  unendlich  wird  und  zugleich  das 
groBte  Axt  gegen  0  abnimmt.  Wir  wollen  zunachsi  annehmen,  daB 
ein  Teilungsgesetz  vorliegt,  wonach  beim  Ubergange  von  n  zu  n  +  1 
ein  Teilintervall  in  zwei  Teile  zerlegt  wird,  ohne  daB  die  iibrigen 
Teilintervalle  geandert  werden.  Man  bezeichne  den  groBten  und  den 
kleinsten  Wert  von  f(oc )  im  Intervalle  xi  x  xi_1  mit  Mi  bzw.  m{ 
und  bilde  die  Summen 

Tn  =  j\Lx  A  ,i’j  -f  Ax2  +  •  •  •  +  AIn  A  xn , 
tn=  mlAxl  +  m2  Ax2  H - \- mnAxn. 

Dann  ist 

tn£Sn£Tn. 

Bei  wachsendem  n  nimmt  Tn  hochstens  ab,  ohne  jedoch  Jemals  unter 
t{  herabzusinken.  Daher  nahert  sich  Tn  einem  Grenzwerte,  /;  vgl.  §  7, 
Theorem  1,  Erweiterung.  In  ahnlicher  Weise  zeigt  man,  daB  auch  tn 
sic-h  einem  Grenzwerte  lx  nahert. 

Diese  beiden  Grenzwerte  sind  einander  gleich,  1  =  Ix.  Denn 
wegen  der  gleichmaBigen  Stetigkeit  der  bunktion  fix')  kann  man 
einem  beliebig  kleinen  positiven  s  ein  positives  d  zuordnen,  deiart,  daB 

f(x) -f(x)  <S 

bleibt,  wie  auch  immer  x ,  X  im  Intervalle  a  x  ^  b  angenommen 

werden  mogen,  vorausgesetzt  nur,  daB  x  x  <C  d  ist.  Hiernach 
ist  die  Schwankung  von  f(x)  in  jedem  Intervalle,  dessen  L.ingo  kleinei 
als  d  ist,  auch  kleiner  als  s.  Ist  also  die  1  eilung  eist  soweit  gt 
diehen,  daB  fur  alle  Werte  von  i  Ax{  <  d  ist,  so  ist 
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0£Tn-t„=  (Jtfi  -  mj Ax,  +  ---  +  (M„-  mn)Ax, 

<  c(Ax,  H - b  A*.)  =  f(6  A  a), 

und  infolgedessen  ist  auch  * 

0  <  I-  l\  <  s(b  -  a). 

Mitliin  muB  die  yon  e  unabhangige  GroBe  I — Ix  —  0  sein.  Da  nun 
endlich  Sn  stets  zwischen  Tn  und  tn  liegt,  so  niihert  sich  Sn  ebenfalls 
dem  Grenzwert  I. 

Den  Grenzwert  I  definiert  man  als  das  zwischen  den  Grenzen 
a  und  b  genommene  bestimmte  Integral  der  Funktion  f(x)  und  be- 
zeichnet  ihn  mit 

6 

(2)  '  *  /  f(x)dx. 

9  / 


Man  beweist  nach  den  iibl'ichen  Methoden  den  Mittelwertsatz1): 

b 

(A)  J  f(x)dx  =  f(g){b  -  a),  a<l<b. 

a 


Kehren  wir  jetzt  zu  einem  beliebigen  Teilungsgesetz  zurtick  und 
stellen  wir  der  zugehorigen  Summe  (1)  die  zweite  Summe  gegeniiber: 

»  ?'  f*  b 

(3)  J  f(x)dx  -,/  f(x)dx  +J't\x),lx  +  •  •  •  +  Cf  (x)  dx . 

xi  xn-l 

Diese  Zerlegung  ist  offenbar  erlaubt,  sofern  man  zur  Dehnition  der 
Integrate  rechter  Hand  dieselben  Teilungspunkte  verwendet,  wie  bei 
der  Definition  des  vorgelegten  Integrals.  Nach  dem  Mittelwertsatze 
hat  die  rechte  Seite  von  (3)  den  Wert 


/  (xt  -j-  /  (x2  )  A Xc,  -f-  •  •  •  -f-  f(xn  "  )Axn. 

laden,  naan  nun  von  (3)  die  Gleichung  (1)  abzieht,  ergibt  sich,  dill 

b 

„  f ax)dx  -  S*  “  1/(0  -  «*,')]  Ax,  +  ...  +  [ /•(*„")  -  f(x;j\  Ax. 


ist.  Daraus  folgt  wegen  der  gleichmaBigen  Stetigkeit  der  Funktion 
1)  Der  Satz  besagt,  dafi  der  Inhalt  der  von  der  Kurve  v  =  fix)  der  ^  a„v 

und  den  beiden  Ordinaten  in  den  Punkfpn  ^ _  a  /  ,  '  yX  ’  der  #-Achs€ 

rungen  moderner  Strenge  zu  den  fV  n  anilj  Gr  nactl  c*en  Auforde- 

xt,TsDir38ol,le  “ 
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f  0),  daB,  sobald  nur  Axt  <  d,  i  =  1,  2,  .  .  n,  bleibt, 

b 

|  j  f(x)dx  —  Sn  s(b  —  a) 

a  , 

ist,  und  hiermit  ist  allgemein  dargetan,  daB  auch  bei  jedem  beliebigen 
Teilungsgesetze  Sn  gegen  das  oben  definierte  Integral  (2)  konvergiert.1) 

Ist  b  <C  a  oder  b  =  a,  so  sollen  folgende  Erklarungen  gel  ten: 

*  a  a 

J  f{x)dx==-j‘f(x)dx,  ff(x)dx  =  0. 

a  b  a 

Man  beweist  nun  leicht,  daB 

b  c  c 

j  f{x)dx  4-  j  f{x)dx  =  j  f(x)dx, 

a  b  a  c 


wie  auch  immer  a,  b,  c  genommen  werden  mogen,  sofern  nur  jedes 
der  Integrate  eine  Bedeutung  hat. 

Bei  der  vervollstandigten  Definition  des  Integrals  bleibt  der 
Mittelwertsatz  (A)  immer  noch  bestehen.  Allgemeiner  ist 

b  b 

(B)  j  f{cc)(p{x)dx  =  /'(I)  /  (p{x)dx,  a<%<b, 

a  a 


wobei  f(x),  (p  (x)  beide  im  Intervalle  stetig  sind  und  auBerdem  ent- 
weder 


oder 

ist. 

Hieraus  folgt, 


cp(x)  0,  a  <^x  <Lb 
^  >  v 

daB  das  Integral 


l 


(4) 


X 

I  f  (x)dx,  a  <^  x  <^b, 

a 


1)  Die  hier  gegebene  Definition  eines  eigentlicben  bestimmten  Integrals 
kommt  schon  bei  Cauchy  vor,  Resume  des  legons  donnees  a  I’ecole  polytechnique 
sur  le  calcul  infinitesimal  (1823)  S.  85,  und  ist  von  Riemann  auf  Funktionen 
ausgedehnt,  welche  in  keinem  Intervalle  stetig  sind:  „Uber  die  Darstellbarkeit 
einer  Funktion  durcb  eine  trigonometrische  Reihe“,  Habilitationsschrilt,  18;j4, 
Werkc,  S.  225  (2.  Aufl.,  S.  239).  Darboux  hat  wohl  zuerst  die  Einzelheiten  des 
Riemannschen  Konvergenzbeweises  streng  durchgefiihrt;  cf.  Jordan,  Cours 
d’analyse,  Bd.  1,  2.  Aufl.,  1893,  S.  33. 
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eine  stetige  Funktion  F(x)  seiner  oberen  Grenze  definiert,  welche 
auch  eine  stetige  Ableitung  besitzt: 

F'(x\='f(x). 

Die  vorstehende  Definition  nebst  dem  Konvergenzbeweise  labt 
sicli  leicbt  auf  den  Fall  ausdebnen,  dab  f(x)  eine  endliche  Anzahl 
von  Unstetigkeitspunkten  im  Intervalle  (a,  b)  aufweist,  oder  an  einer 
endlicben  Anzabl  von  Stellen  desselben  nicbt  definiert  ist,  vorans- 
gesetzt  nur,  dab  f(x)  sonst  stetig  ist  und  im  Intervalle  endlicb  bleibt. 
An  Stelle  von  /'(|)  in  den  Mittelwertsatzen  tritt  dann  eine  zwiscben 
der  oberen  und  der  unteren  Greuze  der  Funktion  gelegene  Zabl  J\l. 
Das  Integral  (4)  bleibt  immer  nocb  eine  stetige  Funktion  seiner  oberen 
Grenze,  biibt  aber  seine  Ableitung  in  einem  Unstetigkeitspunkte  des 
Integranden  im  allgeineinen  ein. 

Eine  allgegi einer e  Definition  des  eigentlichen  bestimmten  Integrals 
kommt  ftir  unsere  Zwecke  nicbt  in  Betracbt. 

Aufgabe  1.  Sind  die  folgenden  Funktionen  gleichmabig  stetig? 


a) 

X  log  X , 

0  <  x  <1  1 ; 

b) 

log# 

X  ’ 

1  <  X] 

c) 

X  log  X , 

0  <  x . 

Aufgabe  2.  Man  beweise  folgenden  Satz:  Ist  f  {x)  in  einem 
endlicben  nicbt  -abgescblossenen  Intervalle  ( a ,  b)  gleicbmiibig  stetig, 
so  labt  sicb  das  Interval!  in  eine  endlicbe  Anzabl  gleicber  Teile  derart 
zerlegen,  dab  die  Scbwankung  der  Funktion  in  jedem  Teilintervalle 
die  vorgegebene  positive  Grobe  s  nicbt  iiberscbreitet.  f  (x)  bleibt 
dann  endlicb  im  Intervalle  (a,  b).  • 

A&fgabe  3.  Sei  f  (x)  im  Intervalle  a  <  x  <  b  gleicbmabio- 
stetig.  Man  zeige  unter  Beniitzung  der  Satze  von  §  7,  dab  f(x)  dann 
beim  Grenzubergange  lim  x  =  a+  einem  Grenzwerte  zustrebt, 

Aufgabe  4.  Ist  f(x)  in  einem  beliebigen  Intervalle  stetig,  so 
mmmt  f  (x)  jeden  zwiscben  der  oberen  und  der  unteren  Grenze  der 
funktion  gelegenen  Wert  mindestens  einmal  an. 

Aufgabe  5.  1st  f(pc)  in  einem  nicbt- abgescblossenen  Intervalle 
stetig  und  bat  f  (x)  eine  obere  Grenze,  kommt  f(x)  ferner  in  keinem 
der  beiden  Endpunkte  des  Intervalls  der  oberen  Grenze  beliebio-  Uabe 
so  bat  f(x)  ein  Maximum  innerbalb  des  Intervalls. 
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Aufgabe  6.  Sei  f(x)  im  Punkte  stetig  und  sei  f(x0)>c 
(bzw.  <  c),  dann  gibt  es  eine  Umgebung  von  x0:x0  —  h  <x<x0  +  h 
m  welcher  durchweg  f(x)>c  (bzw.  <  c)  ist. 


Sei  die  Funktion 


§  5.  Die  Ableitung. 


y  =  f(x) 


fiir  alle  Werte  von  x  in  einem  Intervalle  eindeutig  erklart  und  seien 

Ax  zwei  Punkte  des  Intervalls.  Man  bilde  den  Differenzen- 
quotienten 

_  f («o  +  A x)  —  f(x o) . 

Ax  Ax 


1st  ein  innerer  Punkt  des  Intervalls  und  konvergiert  Aij/Ax  beim 
Gfrenziibergange  lim  Ax  =  0  gegen  einen  Grenzwert,  so  definiert  man 
letzteren  als  die  Ableitung  der  Funktion  f  (x)  im  Punkte  x 0  und  be- 
zeichnet  ihn  mit  f'(x^)\ 


i  im^+Mz«=rw. 


Wird 


Ar  =  0 


f{x0  +  Ax)—f(x0) 

™o 


oo 


oo 


so  sagt  man,  f  (x)  hat  im  Punkte  x0  eine  unendliche  Ableitung  und 
nennt  zum  Gegensatz  die  eigentlicke  Ableitung  eine  endliche  Ablei¬ 
tung.  Wir  werden  jedoch  unter  den  Worten:  „f  (x)  hat  eine  Ablei- 
tung“  verstehen,  sofern  das  Gegenteil  nicht  ausdriicklich  bemerkt  ist, 
daB  eine  endliche  Ableitung,  d.  h.  ein  eigentlicher  Grenzwert  vorliegt. 

Beziiglich  dieser  Definition  ist  nun  zu  bemerken,  daB  Ax  sowohl 
alle  positiven  als  auch  alle  negativen  Werte  annehmen  soil,  die  in 

der  Nahe  der  Stelle  Ax  —  0  liegen;  den 
Wert  0  darf  Ax  niemals  annehmen.  So  ist 
beispielsweise  der  stetigen  Funktion 


a) 


f(x)  = 


X 


=  0, 

im  Punkte  x  =  0  keine 
sprechen,  obgleich  dort  der  Differenzenquotient 

Ay  1 


0; 
x  =  0 

Ableitung  zuzu- 
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bei  litn  A*  -  0*,  sowie  bei  lim  A*  =  0‘  einer  Greuze  zustrebt;  tan 
die  beta  Grenzwerte  stimmen  nicht  mitemander  uberem,  vgl  §  2, 
3  Beispiel.  Die  Kurve  y  =  f(x)  bat  eine  Ecke  im  I  unkte  x  0. 

Zuweilen  ist  es  niltzlich,  de»  Fall  zu  betrachten.  daJ5  d ef  D>ffe- 
renzenquotient  Ay/Ax  beim  einseitigen  Grenzubergange  lmi  Ax 
resp.  lira  A*  -  0“  einem  Grenzwerte  zustrebt.  Trifft  dies  zu,  enstieit, 

alS°  Ay  ,  .  Ay 


lim  A* 

AI  =  0+ 


oder 


lim  A  7 


\  r  =  0_ 


so  sagt  man,  f(x)  hat  eine  vor warts  bzw.  riickwdrts  genommene  Ab¬ 
leitung,  im  Punkte  x0. 

Ist  Xg  ein  innerer  Punkt  des  Intervalls,  so  wird  dei  Funktion, 
der  vorhin  gegebenen  Erklarung  gemaB,  nur  dann  schlechthin  eine 
Ableitung  im  Punkte  x0  zukommen,  wenn  sowohl  die  vorwarts  als 
die  ruck  warts  genommene  Ableitung  im  Punkte  Xg  existieren  und 
beide  auBerdem  den  namlichen  Wert  haben.  In  einem  Endpunkte 
eines  abgeschlossenen  Intervalls  hat  /  (x)  indessen  eine  Ableitung, 
weun  die  betreffende  einseitige  Ableitung  existiert. 

So  hat  denn  die  obige  Funktion  a)  in  dem  als  inneren  Punkt 
ihres  Intervalls  zu  betrachtenden  Punkte  x  =  0  eine  vorwarts  ge¬ 
nommene  Ableitung  mit  dem  Werte  0  und  eine  riick warts  genommene 
Ableitung  mit  dem  Werte  l.  Wird  die  Funktion  dagegen  nur  im 
Inter valle  x  >  0  betrachtet,  so  hat  sie  schlechthin  eine  Ableitung  in 
jedem  Punkte  des  Intervalls. 

Man  beachte  ferner  folgende  Beispiele. 

b)  Sei  (vgl.  das  2.  Beispiel,  §  2) 


f(x)  =  x  sin 


l 

x  ’ 


X  =H  0 

x  =  0 . 


Diese  Funktion  ist  fur  alle  Werte  des  Arguments  stetig.  Im  Punkte 
x  =  0  hat  sie  aber  keine  Ableitung,  denn  der  Differenzenquotient 

A  y  .  l 
-7—  =  sin  — - 

Ax  Ax 

schwankt  bestandig  zwischen  den  Grenzen  +1  und  —  1.  Geometrisch 
heiBt  das,  daB  die  Sekante  OP  keiner  Grenzlage  zustrebt,  wenn  P 
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an  0  keranruckt,  sondern  sich  im  Spielraume  eines  Winkels  von 
DO  Grad  iinmer  kin  und  her  bewegt. *) 


c)  Sei 


•  f  ix)  =  x2  sin  1  ,  x  =4=  0 

»  x 

=  0,  x  =  0. 

Hier  hat  der  Differenzenquotient  im  Punkte 
x  =  0  den  Wert 


Fig.  14. 


A2/  A  •  1 

-r—  =  Ax  sin  —  , 

Ax  Ax’ 


er  nakert  sick  also  emem  Grenzwerte,  und  zwar  der  0,  wie  auck 
inimer  Ax  gegen  0  konvergiert.  Baker  existiert  f'( 0)  und  es  ist 


Greometrisck  liegt  die  Kurve  y  =  f  (x)  zwiscken  den  beiden  konvexen 
Parabelbogen 

y  =  x2,  y  =  —  x1 


eingepferckt.  Die  Sekante  OP  muB  daker  im  Winkel  P2  OF1  bleiben, 
und  die  Sckenkel  dieses  Winkels  konvergieren  beide  gegen  die  £-Achse, 
wenn  P  an  0  keranruckt. 

Diese  Funktion  f  (x)  kat  also  fur  jeden  Wert  von  x  eine  Ablei- 
tung.  Letztere  ist  auck  im  allgemeinen  stetig,  jedock  nickt  ausnakms- 
los;  denn  es  ist 

fix')  =  2x  sin  1  —  cos  1  ,  x  4=  0, 

/  v  /  x  x 7  7 

=  0 }  x  =  0. 

Mitkin  wird  f\x)  im  Punkte  x  =  0  unstetig.  Das  keifit  e'ben  geo- 
mdtrisck,  daB  die  Kurve  in  der  Niike  der  Stelle  x  =  0  wellenformig 
ist,  wobei  die  Hoke  der  Wellen  zwar  stark  gegen  0  abnimmt,  die 
Steigung;  aber  nickt. 

cD  <D 


1)  Man  konnte  geneigt  sein,  die  Ableitung 

/'»  =  Sin  V  -  l  cos- 

zu  bilden  und  aus  dem  Umstande,  dab  diese  Formel  fur  x  =  0  inhaltslos  wird, 
auf  die  Nichtexistenz  einer  Ableitung  im  Punkte  x  =  0  zu  schlieBen.  Dab  diese 
Schlubwei.se  indessen  illusorisch  ist,  zeigt  bereits  das  nachste  Beispiel  c),  wo  sie 
docb  zu  einem  falschen  Resultat  fiihrt.  Der  Leser  wolle  mcht  unterlassen,  sic 
dariiber  Rechenscbaft  zu  geben,  wo  der  Fehler  gerade  steckt. 
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§  5.  Die  Ableitung. 


Die  soeben  besprochenen  Funktionen  horen  bbchstens  in  einem 
einzigen  Punkte  auf,  eine  Ableitung  zu  besitzen.  WeierstraB  bat 
ein  Beispiel  einer  stetigen  Funktion^  gegeben,  welche  iiberhaupt  tiir 
keinen  Wert  des  Arguments  eine,  Ableitung  zulaBt.1) 

Aus  der  Existenz  einer  Ableitung  in  einem  Punkte  kann  man 
auf  die  Stetigkeit  der  Funktion  in  diesem  Punkte  scblieBen.  Denn  aus 


folgt,  daB 


lim 

A  X  =  0 


a  y 

Ax 


=  A 


Ay 

Ax 


A  -f-  £, 


wo  lim  £  =  0 

A  X  =  0 


ist,  und  darum  konvergiert 

A  i)  =  f(x0  +  Ax)  —  f(x0)  =  (A  +  t)Ax 


zugleich  mit  A jc  gegen  die  Grenze  0.  Aus  der  Existenz  einer  un- 
endlichen  Ableitung  geht  aber  die  Stetigkeit  der  Funktion  nickt  her- 
vor,  wie  das  Beispiel  b),  §  3  fur  x0  =  0  zeigt. 

Aufgabe  1.  Haben  die  folgenden  Funktionen  im  Punkte  x  =  0 
eine  Ableitung?  1st  dieselbe  stetig,  im  Falle  sie  existiert?  Man 
zeicbne  jedesmal  zuerst.  die  Kurve. 


l 

8111 

/  * x)  =  i0g  xi  >  x  +  0 ;  f  (0)  =  0 . 

l 

x  sin 

=  logic2  *  x  +  ^5  /* (0)  =  o  . 

1 

r)  f{x)  =  e  "  sin  *  ,  x  4=  0;  f( 0)  =  0 . 

Aufgabe  2.  Man  kritisiere  folgende  A usdrucksweise :  „Die 
Funktion  f  (x)  bat  im  Intervalle  (a,  b)  eine  endlicbe  Ableitung."  Als 
Beispiel  nebme  man  die  Funktion 


l 

f(x)  =  x 2  sin  ^  *4=0, 


=  0, 


x  =  0 


xQ  =  0 


von  geometrischer  Seite  her  beleuchtet  wird.  straBschen  Funktioi 
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« 

W  ie  kann  hier  der  Sachverhalt  in  uuzweideutiger  Weise  erklart 
werden? 


Fig.  15. 


*  §  6.  Der  Rollesche  uqd  der  Mittelwertsatz. 

Ein  grundlegender  Safcz  der  Ditferentialrecknung  ist  der  soge- 
nannt z  Mittelwertsatz,  dessenBeweis  sicli  auf  den  Roll eschen  Satz  stiitzt. 

Der  Rollescke  Satz.1)  Sei  (fix')  im  abgeschlossenen  Intervalle 

a  SL  h  stetig  und  in  jedem  inneren 
Punkte  x  desselben:  a  <  x  <  &,  on  it  einer 
JP  endlichen  oder  uoiendlichen  Ableitung  ver- 
sehcn.  Sei  ferner 

9 o(a)  =  cp  (b)  =  0 . 

Daoin  gibt  cs  onindestens  emeu  inneren  Punkt  x  =  X,  in  ivelchem  die 
Ableitung  cp'(x)  verschivindet : 

cp'(X)  =  0,  a<cX<ib. 

Die  Kurve 

y  =  y(«) 

hat  qach  dem  2.  Satze  von  §  4  sowokl  ein  Maximum  als  ein  Minimum 
im  Intervalle.  Sieht  man  vom  trivialen  Falle  cp  (x)  =  0  ab,  wofiir  der 
Satz  offenbar  gilt,  und  nimmt  man  etwa  an,  daB  cp(x)  fiir  gewisse 
Werte  von  x  positiv  sei,  so  wird  das  Maximum  in  einem  inneren 
Punkte  X  des  Intervalls,  a  <  X<b,  (oder  in  mehreren  solchen 
Punkten)  erreickt.  Im  Punkte  X  muB  aber  (p  (x)  verschwiuden. 
Bildet  man  namlich  den  Differenzenquotienten,  so  kommt: 

<p(X  +  Ax)—  (p(X)  Arr>0, 


Aa;  (^>0,  Ax  <  0 . 

oo,  <p'(X)^0  resp.  =  +  ^ 


Demnack  muB  gleichzeitig 
cp\X)  <  0  resp.  - 
sein.  folglick  ist  cp  (X)  =  0. 

Der  Mittelwertsatz.2)  Sei  f{x)  im  abgeschlossenen  Intervalle 

1)  Nacb  einer  bricflichen  Mitteilung  von  Hrn.  Cajori  fmdet j  rich  derj late 
bei  Rolle,  Demonstration  d'tme  Methods  pour  resoiidic  Us  FjV  .  J  )(; 

degree,  Pari.,  1691.  Als  Vorteufer  des  Satzes  smd  d,e  Untersuchungen^m 
d’Alge bre,  l4is,  1690,  S.  126  et  seq.  zu  erwiihnen;  vgl.  Cantor,  Gesetnehte 

infinitesimal  (.623),  S.  23.  Die  im  Test e  >  «*«» •  * ZirentM 
nebst  dem  Beweise  riihrt  von  Bonnet  her;  vgl.  berrei, 

(1868),  S.  19. 


§  6.  Der  Rollesclie  und  der  Mittelwertsatz.  J  * 

a<x<b  stetig  und  in  jedem  inneren  Punkte  x  desselben:  a<x<b, 
,„U  einer  endlichen  Oder  unendlkhen  Ableitung  versehm.  Dann  gxU  es 
mindestens  einen  Punkt  X,  wofdr  . 

(A)  f(b)-f(a)  =  (b-a)f'(X),'  a<X<b, 

ist. 

Geometriscb  ausgedriickt  beiBt  das  liichts 
anderes,  als  daB  die  Kurve 

y  —  f  ( X )  Fig.  16. 

mindestens  in  einem  inneren  Punkte  des  Intervalls  (a,  b)  eine  Tan- 
gente  besitzt,  welcbe  dieselbe  Neigung  gegen  die  #-Acbse  hat,  wie 
die  durch  die  beiden  Endpunkte  der  Kurve  gebende  Sekante: 

=f'(X),  a  <X<b. 

Arithmetiscb  liiBt  sich  der  Beweis,  wie  folgt,  fiihren.  Sei 
cp(x)  —  (x  —  a)  [f  (b)  —  f  (a)]  —  (b  —  a)  [f  (x)  —  f  (a)] . 


Dann  geniigt  <p(x)  alien  Bedingungen  des  Rollescben  Satzes  und 
daher  verschwindet  die  Ableitung 

O 

=  I /(&)  —  f(p)]  —  ib  — a)  f'(x) 
in  einem  inneren  Punkte  X  des  Intervalls. 


(B) 


Der  Satz  kann  aucli  in  der  Form  gescbrieben  werden 
f(x0  +  h)  -  f(x0)  =  h  f\x o  +  Oh),  0  <  e  <  1 . 


Die  Verallgemeinerung  dieser  Formel,  deren  Begrundung  sich  eben- 
falls  auf  den  Rollescben  Satz  stiitzt,  fubrt  zum  Taylorscben  Satze 
mit  dem  Restglied1) 

4 

(C)  f  (xo  +  h)  =  f  Oo)  P  hf'  Oo)  +  2  i  f'O o)  -4 - 1-  ^]f(n)(xo)  + 


+ 


/tn  + 1  /(" +  Oo  +  dh),  0  <  #  <  1 


Delinition.  Eine  Funktion  beiBt  monoton,  wenn  sie,  wie  folo-t 
beschaffen  ist.  Seien  xu  x«  irgend  zwei  Punkte  des  Definitions- 
bereiebs  und  sei  <  :r2.  Dann  soil  obne  Ausnabme 

Tutr  ^  ha  range,  Theorie  des  functions  analytiques.  1797  p  49  s  52-  Stnl? 
Kap  3  dntegralrechnunfl,  Bd.  1,  S.  96;  Gonrsat,  Corns  d’aLlyse,  Bd 


(vy-(q>j 
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sein  oder  aber  es  soli  stets 


sein. 
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Aulgabe  1.  Zwei  Funktiondn,  die  sich  nur  um  eine  additive 
Konstante  voneinander  unterscheiden,  haben  iibereinstimmende  Ab- 
leitungen.  Man  beweise  den  umgekehrten  Satz: 


Sind  F(x),  &(x)  zwei  im  Intervalle  a  <  x  <:  b  stetige,  in  alien 

mneren  Punkten  dieses  Intervalls  mit  einer  Ableitung  versehene  Funk- 

tionen  und  ist  durckweo- 

© 


F'(x)  =  0\x), 

so  ist 

F(x)  =  0(x)  -f  C. 


Aufgabe  2.  Man  zeige,  dab 


i  _j_  h  <  loS  (X  +  <  h>  ll  > 


Aufgabe  3.  Sei  f  (x)  eine  Funktion  von  x,  welche  in  jedem 
Punkte  ihres  Definitionsbereichs  mit  einer  Ableitung  verseken  ist. 
Weohselt  letztere  ihr  Vorzeichen  im  Intervalle  nicht,  so  ist  f  (x) 
monoton. 

Aufgabe  4.  Ist  f(x)  im  Intervalle  a  <  x  <ib  stetig  und  hat 
f  {pc)  in  alien  inneren  Punkten  des  Intervalls  eine  Ableitung;  ist  ferner 

|  f'(x )  |  <  M,  a  <  x  <  b , 

so  kann  die  Schwankung  von  f{x)  im  ganzen  Intervalle  die  GroBe 
M{b  —  a )  niclit  iibertreffen. 

Aufgabe  5.  Ist  f  (x)  im  Intervalle  ( a ,  b)  durckweg  mit  einer 
positiven  (resp.  durckweg  mit  einer  negativen)  Ableitung  verseken, 
so  ist  die  zu  y  =  f  (x)  inverse  F unktion  x  =  (p(y)  eindeutig,  -und  diese 
laBt  ebenfalls  eine  Ableitung  zu: 


§  7.  Satze,  betreffend  die  Existenz  eines  Grenzwertes. 

Um  zu  konstatieren,  daB  eine  Variabele  einer  Grenze  zustrebt, 
bedient  man  sick  in  der  Kegel1)  eines  der  beiden  nachstehenden 

1)  Es  kommt  niimlicli  der  Beweis  der  gewohnlichen  Konvergenzkntenen 
meistenteils  in  der  letzten  Instanz  auf  einen  dieser  Satze  zuriic  . 


§  7.  Satze,  betreffend  die  Existenz  eines  Grenzwertes.  W 

numerierten  Satze  (Theorem  1,  2)  reap,  der  Methode  der  E.nschach- 
telung  der  Intervalle,  welche  auf  dem  Hauptsatze  beruht. 

Theorem  1.  Sei  sn  fur  jeden  positiven  ganzzahligen  Wert  von  n 

eindeutig  erkldrt  und  sei  * 

a)  Sjt  +  i  ^  sn  5 

b) 

wo  A  cine  feste  Grope  bedeutet.  JDann  konvergiert  sn  gegen  einen 
Grenzicert  U,  wenn  n  unbeschrdnJd  wdchst ,  und  zwar  ist 


sn<  U  <  A. 

Aus  der  geometriscben  Anschauung  erhellt  dieser  Satz  sofort. 

Arithmetisch  laBt  er  sich,  wie  folgt,  s, _ ^ JT _ A 

beweisen.  Sei  N  die  grbBte  ganze 

°  °  Fig.  17. 

Zahl,  die  von  einem  s„  iibertroffen 

wird.  DaB  es  wirklich  eine  solche  gibt,  schlieBt  man  daraus,  daB  die 
GroBe  A  von  sn  nie  iibertroffen  wird  und  es  also  nur  eine  endlicbe 
Anzahl  zwischen  A  und  s,  gelegener  ganzer  Zablen  gibt,  die  man  auf 
diese  Eigenscbaft  bin  zu  priifen  bat. 

Das  Intervall  (N,  N  -f  1)  werde  nun  in  10  gleiche  Teile  zerlegt 
und  man  bezeicbne  mit 


*+*,  0<Cl<10; 

die  groBte  den  Endpunkten  dieser  Unterintervalle  entsprechende  Zahl, 
die  von  einem  sn  nocb  iibertroffen  wird. 

Wiederholt  man  diesen  Schritt,  indern  man  das  Intervall 


wieder  lh  10  gleicbe  Teile  zerlegt  und  eine  ahnliche  Uberlegung  an- 
stellt,  und  setzt  man  dieses  Yerfabren  unbegrenzt  fort,  so  erhalt 
man  N  plus  einem  unendlichen  Dezimalbrucb: 


U  =  N  +  10  +  10*  - >  0  ^  Cn  <  10  . 

Dtese  Zahl  ist  eben  der  Grenzwert  von  sn.  Denn  einerseits  ist 

sn<  N  4- -l  4-  ...  4-  A- 1  i  ck  +  1 

+  io*-i  +  io* 

fur  alle  Werte  von  k  und  w,  wahrend  bei  gegebenem  k 
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^+10  + 


+ 


10*  <  s * 


ist,  sobald  n  iiber  einer  bestimmten  Zahl  m  liegt:  n>m.  Wie  man 
sieht,*  gibt  es  deshalb  stets  unei?dlicb  viele  ctJ  welche  nicht  ver- 
scbwinden.  —  Andererseits  ist 


N  + 


10 


+ 


+  T n*<V£N+<?6  + 


+ 


ck  +  1 
10* 


So  kommt  denn: 
also  ist 


V~K.\<  ,0* 


n  >  m, 


lim  s„  =  U. 

n 

n  =  oo 


DaB  sn  endlicb  den  Grenzwert  U  niemals  dberschreitet,  sowie 
daB  U  <  A  ist,  folgt  daraus,  daB  sn  bei  wacbsendem  n  niemals  ab- 
nimmt. 


Beispiel.  Sei 


l  — 


=  1  +  1  + 


n 


1  •  2 


+ 


1-2-3 


+ 


(n  -f  1  Terme). 


Bei  wacbsendem  n  nehmen  die  Terme  letzten  Ausdrucks  niemals  ab, 
wabrend  neue  positive  Terme  stets  binzutreten.  Folglicb  ist 

Sn  +  1  -->  Sn  • 

Anderseits  ist 

2  <  sn  <  1  +  1  +  2  +  2!  +  -2*  +  '  ‘  ‘  =  3- 

Daber  nabert  sicb  sn  einem  Grenzwert,  welcber  im  ubrigen  zwischen 
2  und  3  liegt.  ° 

Erweiterung  des  vorstehenden  Theorems.  Der  Satz  nebst  Beweise 
bleibt  offenbar  nocb  fur  jede  Funktion  f(x)  bestehen,  die  fur  irgend 
welcbe  sicb  ins  positive  Unendlicbe  ziebenden  Werte  von  z  defimert 
ist.  Die  Bedingungen  a),  b)  werden  daun  lauten: 

a)  f(x')^f{x),  g  <x<x-, 

b)  f{x)£A,  x>g, 

wo  A,  q  feste  GroBen  bedeuten. 

Anstatt  positiv  unendlich  zu  werden,  kann  *  negate  unendliek 


§  7.  Satze,  betretfend  die  Existenz  eines  Grenzwertes. 

werden  oder  auch  gegen  einen  endlicben  Grem.wert  konvergieren 
Dann  ergibt  sich  aus  den  Bedingungen . 


a) 

fix')  >  fix), 

v  <  x  <  g\ 

• 

b) 

fix)  <  A, 

x  <  9, 

bzw. 

a) 

fix  )  >  fix), 

a  <  x  <  x  <  a  +  /* ; 

b) 

fix)  <  A, 

a  <  x  <  a  +  h, 

oder 

a) 

fix)  >  fix), 

a  —  h  <x  <x  <  a; 

to 

f{x)<A, 

a  —  li  <  x  <  a, 

wo  A, 

a,  It  feste  GroBen  bedeuten, 

daB  f{x)  gegen  einen  Grenzwert  U 

konvergiert: 


lim  f  (x)  =  U,  lim  f(x)  =  lJ,  lim  /*(#)  =  U. 

x  =  —  oo  x  =  a+  x  =  ci- 

ln  alien  Fallen  ist  stets 

fix)  <  U  <.  A . 

Zum  Beweise  fiihrt  man  diese  letzten  drei  Falle  auf  den  ersten 
Fall  mittels  einer  der  Transform ationen  zuriick: 

l  1 

x  =  —  y,  x  —  a  =  —  ,  a  —  x  =  ■ 

y  ’  y 

Diese  Satze  bleiben  alle  bestehen,  wenn  fix),  statt  zuzunehmen,  be- 
standig  dbnimmt,  d.  h.  wenn  man  das  erste  Ungleichheitszeichen  in  den 
Bedingungen  a)  und  b)  umkehrt: 

a)  fix')  <i  f(x),  b)  f(x)f>  A. 

Nur  ist  jetzt  stets 

fix ):>  u>a. 

Wir  wollen  das  soeben  bewiesene  Theorem  anwenden,  um  den 
Satz  herzuleiten,  worauf  sich  die  Methode  der  Einschachtelung  der 
Intervalle  stiitzt.  Derselbe  lautet  folgendermaBen: 

Hauptsatz.  Sind  A1}  A2,  .  .  .  eine  unendliche  Folge  ineinander 
eingeschachtelter  Intervalle,  d.  h.  cine  Folge  von  Strecken,  ' derm  jede  in 
der  vorhergehenden  liegt;  nimmt  ferner  die  Lange  von  An  mit  ivach- 
sendem  n  gegen  0  ab,  so  gibt  es  einen  and  nur  einen  Funld  U,  welcher 
als  innerer  oder  Endpunkt  jedem  Intervalle  An  angehbrt. 
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Dann^IttJen^  ™  ^  h"6  "  ™  Sei' 


W  a  <  fi 

o  ^  i  m) 
c 

WO  »,  m  zvvei  beliebige  natflrUctfe  Zahlen  sind.  Die  linken  End- 
punkte  cctt  cc2,  ...  bilden  nun  eine  Reihe  yon  GroBen,  welche  die 
edingungen  a),  b)  des  vorbin  bewiesenen  Theorems  erfiillen: 


a)  ««  +  !>«„,  b)  an<pv 

Daher  konvergiert  ccn  gegen  einen  Grenzwert  U,  wenn  n  unendlich 
wird: 

lim  an=  U,  «n<U. 

71  =  00 

Aus  (1)  ergibt  sich  ferner,  indem  man  n  unendlich  werden  liiBt 

daB 

U<Pm,  m  =  1,  2,  . . « 

ist.  Darum  ist  fur  alle  Werte  von  n 


(2) 

d.  h.  U  liegt  in  jedem  Intervalle  An. 

Des  weiteren  schlieBt  man  aus  (2),  daB  auch  die  rechten  End- 
punkte  fit,  /i2;  ...  gegen  einen  Grenzwert  V  konvergieren: 

lim  /3„  =  U', 

71=  00 

und  daB  ferner  fiir  alle  Werte  von  n 


(3)  ctn<U'<l), 

Endlich  ist  U'  =  U.  Denn  aus  (2),  (3)  folgt,  daB 

o 

ist.  M.  a.  W.  ist  die  konstante  GroBe  U'  —  U  ihrem  absoluten  Be- 
trage  nach  kleiner  als  eine  veranderliche  positive  GroBe  —  a ^ 
welche  beliebig  nahe  an  den  Wert  0  herabgedriickt  werden  kann. 
Das  ist  aber  nur  dann  moglich,  wenn  U'  —  U  =  0  ist. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zum  letzten  Satze.  *) 

1)  Bolzano  (1814/17)  hat  den  Satz  ausgesprochen  und  einen  nur  zum  Teil 
durchgedachten  Beweis  dafiir  gegeben,  vgl.  das  oben  in  §  3  gegebene  Zitat. 
Der  seinem  Beweise  zu  grunde  liegende  Gedanke  ist  derselbe  wie  beim  nacb- 
stebenden  Beweise.  Cauchy  bedient  sich  des  featzes  ( Cours  d  analyse,  1821, 


§  7.  Sarze,  betreffend  die  Existenz  eines  Grenzwertes. 
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Theorem  2.  Sei  f(x)  fur  Werte  von  x  definiert,  uelche  beliebig 
note  an  den  Punkt  x  -  a  herandringen,  ohm  dm  m  errmchm'),  und  m 

• 

ivenn  x,  x"  unablidngig  •  voneinander  dem  Punkte  a  gleichzeitiy  zu- 
streben-).  Dann  konvergiert  f(x)  gegen  einen  Grenzwert  L,  ivenn  x 
sick  dem  Punkte  a  ndhert: 

lim  f(x)  =  U. 


Umgekehrt  ist  diese  Bedingung  auch  notwendig. 

Uni  die  Formulierung  des  Satzes  zu  vereinfachen,  haben  wir  uns 
auf  den  Fall  beschrankt,  daB  x  gegen  einen  Punkt  a  konvergiert,  und 
zwar  von  beiden  Seiten  her.  Doch.  gilt  der  Satz  auch  dann,  wenn  x 
nur  von  der  einen  Seite  an  den  Punkt  a  heranriickt,  sowie  wenn  x 
positi v  oder  nega^iv  unendlich  wird.  Wir  wollen  den  Beweis  fiir  den 
Fall  fiihren,  daB  x  pQsitiv  unendlich  wird.  Die  anderen  Falle  lassen 
sich  dann  mittels  der  Transform ationen 


.  1  1 

x  =  —  y,  a:  =  u  d - ,  x  =  a - 

y  ’  y 

auf  diesen  zuriickfiihren.  Oder  man  kann  auch  den  nachstehenden 
Beweis  jeweils  so  modifizieren,  daB  man  an  Stelle  der  liier  auftreten- 


S.  538),  sowie  auch  des  1.  Theorems  des  Textes  (ibid.,  S.  132),  ohne  sich  in- 
desseu,  wie  es  scheint,  um  einen  Beweis  zu  kiimmern,  die  Satze  erscbeinen  ihm 
eben  als  selbstverstandlicb  (ibid.  S.  125,  wo  der  Hauptsatz  ohne  Beweis  ange- 
geben  wird).  Erst  du  Bois-Reymond  hat  die  zentrale  Stellung  des  Satzes^in 
der  Analysis  und  dementsprechend  auch  die  Notwendigkeit  eines  strengen  Be- 
weises  dafur  deutlich  erkannt;  Die  allgemeine  Funktionentheorie  (1882)°S.  260, 
„Das  allgemeine  KoHvergenzprinzipu.  Sein  Beweis  ist  identisch  mit  dem  des 
Textes.  , 

1)  rties^e  letzte  Bedingung  ist  fiir  den  direkten  Satz,  also  fiir  die  hinrei- 
chende  Bedingung  iiberflussig.  LSBt  man  sie  fort,  so  kann  es  wokl  vorkommeu 
dali  f(x)  zwar  einem  Grenzwerte  zustrebt,  daB  aber  f(x)  auch  im  Punkte  x  =  a 
definiert  ist,  ohne  daB  f  {a)  mit  dem  Grenzwert  iibereinstimmte.  Dann  wiirde 
die  Umkehrung  des  Satzes  nicht  erlaubt  sein. 

2)  In  t-Form  ausgedriickt  heiBt  diese  Bedingung  wie  folgt:  Einer  beliebie- 

kleinen  positiven  GroBe  s  soil  es  stets  moglich  sein,  eine  zweite  positive  GroBe  d 
so  zuzuordnen,  daB 

I  f(x")  -  fix')  |  <  f 


bleibt,  wie  auch  immer  die  Werte  x\  x" 
schriinkungen 

0  <  |  x  —  a  |  <  <S  , 

gemaB,  gewiihlt  werden  mogen. 

C b g oo d,  Funktionentheorie.  I.  2.  Aufl. 


aus  dem  gegebenen  Yorrate,  den  Ein- 
0  <  x”—  a  |  <  <5 
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den  Ungleichung  x>g  eine  von  den  folgenden  setzt: 

x<~9,  0<x-a<8,  0  <a-x<8,  0<|  x-a  <8. 

L)er  Beweis  stutzt  sicb  iin‘  AnscbluB  an  den  soeben  bewiesenen 
Hauptsatz  auf  die  Metbode  der  Emscbacbtelung  der  Intervalle.  Nacb 
A  oraussetzung  biBt  sicb  der  beliebig  kleinen  positiven  GroBe  s  eine 
zweite  positive  GroBe  g  so  zuordnen,  daB 

(4)  f{x")  -  fix' )  I  <  e 

bleibt,  wie  aucb  immer  x  und  x"  den  Beziebungen  gemaB* 1): 

x  >  g ,  x">g 

angenommen  werden  mogen.  Die  Ungleicbung  (4)  ist  den  beiden 
anderen  Equivalent: 

fix')  —  £  <  fix )  <  fix")  +  £. 

Setzt  man  hier  insbesondere  x "  =  g  und  scbreibt  .man  x  statt  x ,  so 
kommt 

fig)  —  £<fi*)<fi9)  +  x>g. 


Das  beiBt  aber  nicbts  anderes,  als  daB  die  GroBe  fix)  fiir  alle 
Werte  von  x,  die  groBer  als  g  sind,  im  Intervalle  [fig)  —  £,  fig)  +  f] 
liegt. 

Man  nehme  nun  eine  Reibe  positiver  Werte  £J}  £2,  ...  so  an,  daB 


+  lim  £n  =  0 

71  —  OO 

ist,  und  bestimme  die  denselben  zugeborigen  GroBen  glt  g2,  •  •  •.  Wir 
wollen  gn  iibrigens  so  wablen,  was  offenbar  erlaubt  ist,  daB  gn  +  1  >  gn 
ist.  Setzt  man  zuerst  n  =  1,  so  wird 


(5) 


fig,)  -h<  fi*)  <fQh)  +  «i»  x  >  g1} 


- 1 - 


P</z>-t2  fw 


Fig.  IS. 


und  f\x)  liegt  also  im 
Intervalle 

\fiOi)  —  /’(&)  + 


welcbes  wir  hiermit  mit  A,  bezeicbnen  wollen;  vgl.  Fig.  18. 

Setzt  man  jetzt  n  =  2,  so  wird 

f  i9i)  —  h<  fix )  <  f  (&)  +  £2?  x  >  gs, 

1)  Ob  man  diese  letzten  Relationen  in  obiger  Form  oder  in  der  Form 

l  A  g  annimmt,  ist  scbliefilicb  gleicbgultig,  da  sich  die  erne  Bedmgung. 
vorf  der'  Bezefcbnungsweise  (Bedeutung  von  g)  abgeseben,  aus  der  anderen  ab- 

leiten  liibt. 
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§  7.  Satze,  betreffend  die  Kxistenz  eines  Grenzwertee. 

und  fix)  liegt  daher  zugleich  im  AL  und  im  Intervalle  |/(p2.J  - 
f(g9)  +  € ,].  Der  Mittelpimkt  f(g2)  dieses  zweiten  Inter  vails  liegt 
wegen  (5)  in  Au  (la  g,  >  <7,  ist.  .Dae  InterraU  kann  ganz  in  AL 
liegen,  es  kann  aber  auch  ilber  A,  liinausgreifen,  (loch  nur  naeli  emer 
Seite  hin,  denn  es  ist  ja  kiirzer  als  Av  In  jedem  FaUe  wollen  wir 
den  oemeinsamen  Teil  dieser  beiden  Intervalle,  welcher  in  beistehender 
Figur  starker  ausgezogen  ist,  mit  A2  bezeichnen. 

Allgemein  hat  man: 

f(gn)  -  «„  <  /'(*)  <  f{g J  +  snt  X  >  gn, 

so  daB  also  f(x)  zugleich  in  An_1  und  im  Intervalle  \f 
f(gn)  -f-  £n\,  dessen  Mittelpimkt  in  An_x  enthalten  ist,  liegt.  Das 
Interval!  An  wird  dann  als  der  gemeinsame  Teil  dieser  beiden  Inter¬ 
valle  definiert.  Die  Lange  von  Au  betriigt  hochstens  2fn. 

Jetzt  fasse  man  die  Intervalle  At)  A2 ,  •  •  •  ins  Auge.  Jedes  der- 
selben  liegt  im  vorhergehenden,  wiihrend  ilire  Liinge  mit  unbegrenzt 
wachsendem  n  gegen  0  abnimmt.  Naeli  dem  Hauptsatze  gibt  es  also 
einen  und  nur  einen  Punkt  U,  der  zugleich  jedem  dieser  Intervalle 
als  innerer  oder  Endpunkt  angehdrt.  Diese  GroBe  U  ist  eben  der  in 
Aussicht  genommene  Grenzwert  f{x).  Denn,  wie  klein  man  die 
positive  GroBe  ij  auch  annehmen  moge,  stets  kann  man  n  hinterher 
so  bestimmen,  daB  sn  <  rj/2  ist,  was  zur  Folge  hat,  daB  fur  alle  Werte 
x  !>  gn  sowohl  L  als  fix)  im  Intervalle  An  liegen  wird.  Dement- 
sprechend  ist 

I  U—f(x)  <  rh  x  >  gn, 

womit  der  erste  Teil  des  Satzes  bewiesen  ist. 

Der  letzte  Teil  folgt  unmittelbar  aus  der  Definition  eines  Grenz- 
wertes. 

Beispiel.  Konvergiert  das  Integral  * 

oo 

/  4 

J  (f  ix)  dx, 

c 

wo  <f  ( x)  eine  im  Intervalle  x  >  c  stetige  Funktion  von  x  ist,  so  kon¬ 
vergiert  auch  das  Integral 

oo 

/^4 

I  cp  (x)  dx. 


(]-  1}  ^.egen  eines  eleganten  sich  bloB  auf  Theorem  1 

b  *'azes  'g  •  rnan  Goursat,  (Jours  d' analyse ,  Bd.  1,  *• 


etiitzenden 
§  89,  90. 

3* 


Beweises 
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Dem  zweiten  Teile  des  vorstehenden  Satzes  zufolge  entspricht 
namlich  einem  beliebigen  positiven  s  eine  GroBe  g,  derart,  daB 

„// 

X  « 

I  (p(x)  dx<£ ;  q  <  x  <  x'. 

f  *  - 

x' 

Setzt  man  ferner 

X 

fix)  =lcp(x)dx, 

ty 

C 

so  ist 

x"  x" 

\f(x")  —  f(x')\=  J  cp(x)dx  <J\cp(x)  \dx,  g<x'<x", 

x'  x' 

also  sind  auch  die  Bedingungen  des  ersten  Teils  des  Satzes  erfiillt. 
Hiermit  ist  der  Beweis  geliefert. 

Das  Theorem  2  umfaBt  als  besonderen  Fall  die  notwendige  .und 
hinreichende  Bedingung  dafiir,  daB  eine  unendlicbe  lleihe 

^1  4"  u2  +  ■  •  • 

konvergiere.  Die  Bedingung  besteht  bekanntlich  darin,  daB 

lim  K  +  1  +  Un  +  %  +  •  •  •  +  Mn']  —  0 

n  —  oo,  n’=  oo 

sei,  wenn  n  uud  w'>  n  unabhangig  voneinander  ins  Unendliche  wachsen. 

Aufgabe  1.  Seien  •  •  •  eine  unendliche  Folge  ineinander 

eingeschachtelter  Ivreise  oder  Quadrate,  deren  Durchmesser  bzw.  Diago- 
nalen  mit  wachsendem  n  gegen  0  abnehmen.  Man  zeige,  daB  es 
einen,  aber  auch  nur  einen  Punkt  gibt,  welcher  jedem  3Q  als  innerer 
oder  Randpunkt  angehort.  Im  Falle  der  Quadrate  sollen  die  feeiten 
stets  parallel  zwei  gegebenen  Geraden  sein. 

Aufgabe  2.  Damit  f(x)  beim  Grenziibergange  lim  a:  =  ai  einem 
Grenzwerte  zustrebe,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daB 

lim  f(an) 

n  =  oo 

'stets  vorhanden  sei,  was  auch  immer  au  a2,  •••  («« +  a)  fur  eine 
Folge  von  Punkten  mit  lim  an  =  ci  sein  mogen. 

§  8.  Punktmengen. 

Unter  einer  Punktmenge  versteht  man  ein  System  von  Punkten, 
die  nach  einem  willkiirlichen  Gesetze  bestimmt  sind.  11  se  zen 
einige  Beispiele  her. 
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§  8.  Punktmengen. 


a) . Die  Punkte  *  =  l/»,  »o  »  eine  beliebige  naturliche  Zabl  ist; 

b)  die  positiven  echten  Briiche,  sowie  die  Gesamtbeit  der  ratio- 

nalen  Zablen;  , 

c)  die  Gesamtheit  der  reellen,  Zablen;  0  .  ,  * 

d)  die  Punkte  (x,  y),  wo  x  =  1  /»,  V  =  V»*  isfc>  (w  =  f;  '  ' 

e)  die  Punkte  des  Innern  des  Kreises  x~  +  r  =  deren  Koordl‘ 

naten  beide  rationale  Zablen  sind; 

f)  die  Gesamtbeit  der  Punkte  der  Ebene  bzw.  des  w-dimensio- 

nalen  Raumes. 

Gewohnlich  ist  die  Anzabl  der  Punkte  einer  Menge  unendlicb. 
Die  Menge  heiBt  dann  eine  unenclliche  Punktmenge.  Docb  werden 
endlicbe  Punktmengen  nicbt  von  der  Betracbtung  ausgescblossen. 

Definitionen.  Unter  der  Umgebung1),  Ndhe  oder  Nachbarschaft 
eines  Punktes  x  —  ci  einer  Geraden  versteht  man  das  Interval! 
a  —  hx  <  x  <  a  4-  li2,  wo  hx,  h2  zwei  positive  GroBen  sind.  Haufig 
entspricbt  es  den  Zwecken  des  vorliegenden  Problems,  hx  =  h2  =  /i  zu 
setzen,  also  das  Intervall  \x  —  a  <  h,  h  >  0,  als  die  Pmgebung  des 
Punktes  a  zu  w.iihlen. 

Unter  der  Umgebung  eines  Punktes  (a,  b )  einer  Ebene  versteht 
man  einen  Bereich2)  der  Ebene,  welcher  diesen  Punkt  im  Innern 
enthalt.  Oft  kann  man  das  lnnere  des  Quadrats  j  x  —  a  \  <L  h, 
y  —  6  |  <  h,  oder  des  Kreises  (x  —  a)-  +  (y  —  b)-  <  h 2,  //•  >  0,  als  die 
Umgebung  des  Punktes  («,  b )  gebrauchen.  Wesentlich  ist  aber  dabei, 
daB  die  Umgebung  wenigstens  noch  alle  diejenigen  Punkte  der  Ebene 
umfaBt,  welche  in  einem  zwar  beliebig  klein  zu  waklenden,  aber 
docb  bestiminten,  festen  Kreise  oder  Quadrate  um  den  betreffenden 
Punkt  liegen. 

Die  Y erallgemeinerung  der  Debnition  auf  bobere  Raume  liegt 
nun  auf  der  Hand. 


Zum  Verstandnis  der  Mengenlehre  ist  es  zweckmiiBig,  sicb  geo- 
metri sober  Yorstell ungen  und  der  geometrischen  Ausdrucksweise  zu 
bedienen,  docb  bandelt  es  sich  im  wesentlichen,  sofern  die  Mengen- 
lebre  auf  die  Funktionentheorie  angewandt  wird,  uur  um  aritbme- 
tische  Dinge;  Satze  und  Beweise  lassen  sicb  von  jedem  geometrischen 

1)  Diesel-  fur  die  ganze  moderne  Analysis  fundamentale  Begriff  riihrt  von 
VV  eierstraB  her  welcher  die  Bedeutung  der  Lehre  von  den  Punktmengen  fur 

a88mnUm  .erk“"*ha‘.i  ’*!•  Piiekerle,  Giorn.  mat  (1)  18 

ai'ithm,!tiech  VerBcharften  von  Bereich  vgl.  man 
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Gedanken  vollig  ablosen.  Spricht  man  z.  B.  von  einem  n-dimensio- 
nalett  Baume,  so  ist  das  ja  nur  ein  bequemer  und  pragnanter  Aus- 
druck  fur  die  Gesamtbeit  der  Zablenkomplexe  (xl}  ■■■  xn),  wo  xv  •  •  •  x 
unabbangig  voneinander  jeden  belietygen  reellen  Wert  annebmen.  Man 
bezeicbnet  den  einzelnen  Komplex  (xu  •  •  •  xn)  als  einen  Punkt,  xx,---xn 
als  dessen  Koordinaten. 

Unter  einer  Haufungsstelle  A  einer  Punktmenge  verstebt  man 
einen  Punkt  A,  in  dessen  Umgebung  es  mindestens  einen  von  A  ver- 
scbiedenen  Punkt  der  Menge  gibt,  wie  klein  man  die  Umgebung  von 
A  aucb  immer  annehmen  moge.  Der  Punkt  A  selbst  braucbt  nicht 
zur  Menge  zu  geboren.  —  Ein  Punkt  einer  Menge,  der  keine  Haufuugs- 
stelle  ist,  heiBt  isoliert eine  Punktmenge  beiBt  isoliert,  wenn  sie  aus 
lauter  isolierten  Punkten  bestelit. 

Eine  Punktmenge  P  liegt  im  Endlicben,  wenn  es  eine  feste  posi¬ 
tive  Zabl  G  gibt,  derart,  daB 

% 

|  |  <  G ,  i  =  1 ,  •  •  •  n , 

ist7  wo  (x1,  ■  ■  •  einen  beliebigen  Punkt  der  Menge  bedeutet.  Sie 
beiBt  abgescldossen,  wenn  sie  im  Endlicben  liegt  und  alle  Haufuugs- 
stellen  zur  Meno-e  g-eboren:  dabei  werde  der  Fall  einer  endlicben 

O  O  7 

Punktmenge,  die  also  keine  Haufungsstellen  besitzt,  mit  einbegriffen. 
Endlicli  nennt  man  sie  }jerfeld,  wenn  sie  abgesclilossen  ist  und  wenn 
auBerdem  jeder  ihrer  Punkte  eine  Haufungsstelle  der  Menge  ist.  Eine 
perfekte  Menge  kann  also  keinen  isolierten  Punkt  besitzen. 

1.  Satz1).  Ist  P  eine  unendliche  im  Endlichen  gelegene  Punkt¬ 
menge ,  so  hat  P  mindestens  eine  Haufungsstelle,  welche  indessen  nicht 
zur  Menge  zu  gehdren  braucht. 

Wir  beweisen  den  Satz  zunacbst  fiir  einen  emdimensionalen 
Raum.  Nacb  Voraussetzung  liegen  alle  Punkte  von  P  in  einem  end¬ 
licben  Intervalle 

—  (  t  <C  x  <  G , 

und  ibre  Anzabl  ist  unendlich.  Mau  zerlege  das  Intervall  in  zwei 
gleicbe  Teile.  Dann  rnussen  mindestens  in  einem  dieser  Teilmtervalle 
unendlicb  viele  Punkte  von  P  liegen.  Ein  solcbes  Teilintervall  be- 
zeicbnen  wir  mit  Av  Jetzt  stellen  wir  bei  At  dieselbe  Uberlegun0 
wie  soeben  beim  urspriinglichen  IntervaUe  wieder  an  und  erbalten  so 
ein  Intervall  A,  von  der  balben  Lange  des  Intervals  Av  Durcli 
Wiederholung  dieses  Scbrittes  gelangt  man  also  zu  einer  unbegrenzten 

1)  WeierstraB,  vgl.  Pincherle,  a.  a.  0.,  S.  237. 


§  8.  Punktmengen. 
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Folcre  ineinander  eingeschachtelter  Intervals  At,  A,,  ■  ■  ;  deien  Lange 
bei  "wachsendem  n  gegen  0  abnimmt  und  welch, ,m  tibngen  je  un- 
endlich  vide  Punkte  von  V  enthalten.  Nach  deni  Hauptsatze  ion 
8  7  o-ibt  es  daher  eineu  Punkt  U,  .welcher  jedem  dieser  Interval*  A 
als  innerer  oder'Endpunkt  angekort.  In  jeder  Umgebung  des  1  unktes  U 
liegt  ferner  ein  Intervall  A,  und  durum  auch  mindeatens  ein  von  V 
verschiedener  Punkt  von  P.  Hiennit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Lieo-t  P  dagegen  in  einem  zweidimensionalen  Raume,  und  also 

insbesondere  im  Quadrate 


—  G  <T  x  <C  G 


G  <  G 


so  wird  man  das  Quadrat  zunachst  mittels  der  Geraden  X  =  0,  y  —  0 
in  vier  gleiche  Quadrate  zerlegen.  Dann  mtissen  mindestens  in  einem 
dieser  als  abgeschlossen  zu  betrachtenden  feilquadrate  unendlich 
yiele  Punkte  von  P  liegeu.  Ein  solches  Teilquadrat  bezeichne  man 
mit  und  verfahre  dann  mit  9Q  genau  ebenso,  wie  vorhin  mit  dem 
urspriinglichen  Quadrat.  Durch  W  iederholung  des  Schrittes  wird  man 
zu  einer  unendlichen  Folge  ineinander  eingeschachtelter  Quadrate 
?f1 ,  'Jl2,  •  •  •  5tn  gefiibrt,  deren  Diagonalen  mit  wachsendem  n  gegen  0 
abnehmen  und  in  welcben  je  unendlich  viele  Punkte  von  P  liegen. 
Diese  Quadrate  haben  alle  einen  Punkt  U  gemeinsam  (vgl.  §  7,  Auf- 
gabe  1),  womit  sicli  dann  U  als  eine  Haufungsstelle  der  Menge 
erweist. 

Der  Beweis  im  allgemeinen  Falle  bietet  jetzt  keine  Schwierigkeit. 

Dem  Begriff  der  oheren  ( unteren )  Grenze  sind  wir  ja  bereits  einmal 
begegnet.  Wir  wollen  denselben  noch  einmal  allgemein,  wie  fol^t, 

0  7  0" 

formulieren.  Entspricbt  einer  Punktmenge  P  eine  Zahl  G  von  der 
doppelten  Eigenschaft: 

a)  fur  jeden  Punkt  x  der  Menge  ist 

*  G; 

b)  fiir  mindestens  einen  Punkt  x  der  Meno-e  ist 

O 


x  >  G  —  e , 

wo  £  eine  beliebig  kleine  positive  Grofie  bedeutet,  so  heiBt  G  die 
obere  Grenze  von  P.  Dabei  brauckt  G  nicht  zur  Menge  zu  gehoren. 
In  diesem  Falle  liegt  ein  (von  G  verschiedener)  Punkt°  der  Menge  in 
jeder  Nachbarscbalt  von  G,  und  G  wird  sorait  zu  einer  Haufunas- 
stelle  tier  Menge.  Beispiel:  *  -  -  ljn,  n  -  1,  2,  . .  ..  Hat, lie 
i  euge  dagegen  m  (7  ein  Maximum,  so  braucht  weiter  keiner  von 
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lhren  Punkten  in  der  Nahe  von  G  zu  liegen.  Beispiel:  x=l/n 

n~  1>  ....  In  ahnlicher  VVeise  wird  auch  die  untere  Grenze 

erklart. 

Eine  Funktion  hat  eine  obere,  (untere)  Grenze,  wenn  die  Menge 
lhrer  Werte,  jeden  nur  einmal  gezahlt,  eine  obere  (untere)  Grenze 
aufweist. 

2.  Satz.  1st  P  eine  beliebige  auf  einer  Geraden  gelegene  Punkt- 
menge,  die  sich  mindestens  nacin  einer  Seite  bin  nicht  ins  Unendliche 

erstreckt,  so  hat  P  eine  obere  resp.  eine  untere  Grenze  U1). 

/  , 

Fiir  eine  endliche  Menge  ist  der  Satz  evident,  1st  dagegen  P 
eine  unendliche  Menge,  der  es  an  einem  letzten  Punkte  nach  der 
betreffenden  Richtung  hin  mangelt,  so  haben  wir  die  Existenz  einer 
oberen  (unteren)  Grenze  U  nachzuweisen.  Man  nehme  an,  P  erstrecke 
sich  nicht  ins  positive  Unendliche.  Dann  wird 

x  <  A 

sein,  wo  A  eine  feste  GroBe  und  x  die  Koordinate  eines  beliebigen 

Punktes  von  P  ist,  Der  Beweis  wird  nun  genau  go  gefuhrt,  wie  der 

Beweis  von  Theorem  1,  §  7,  indem  man  die  ganze  Zabl  N  so  be- 

stimmt,  daB  Punkte  von  P  nocli  im  Intervalle  N  <  x  ^  N  +  1,  daB 

aber  keine  im  Intervalle  x  >  N  +  1  liegen.  Ersteres  Intervall  wird 
dann  in  10  gleiche  Teile  zerlegt,  usw. 

Zusatz.  1st  f(x)  eine  beliebige  Funktion  von  x,  ivelchc  algebraisch 
genommen  unter  (iibcr)  einer  festen  Zald  bleibt ,  so  hat  fix')  eine  obere 
( untere )  Grenze. 

Die  Funktions werte  fiihren  zu  einer  im  Eudlichen  gelegenen 
Punktmenge,  und  diese  Menge  subsummiert  sich  direkt  unter  die- 
jenigen  Mengen,  wovon  im  vorstehenden  Satze  die  Rede  ist. 

Wir  fiigen  noch  eine  andere  Formulierung  des  zweiten  Satzes 
hinzu,  welche  von  De dekind  herriihrt  und  von  ihm  zur  Definition 
der  i rrationalen  Zahlen  benutzt  wurde. ") 

Dedekindscher  Schnittsat^.  Zerf alien  alle  die  reellen  Zahlen , 
hochstens  von  einer  einzigen  derselben  abgesehen,  nach  einem  bestimmten 
Gesetz  in  zivei  Klassen,  derart,  dafi  jede  Zahl  a  der  ersten  Klasse 
kleiner  ist  als  irgend  eine  Zahl  f>  der  zweiten  Klasse ,  so  gibt  es  eme , 


1)  Bolzano,  vgl.  das  Zitat  in  §  3. 

■>)  Dedekind,  Stetigkeit  und  irrationale  Zahlen ,  1872 
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§  9.  Beweis  der  Stetigkeitssatze. 

und  nur  eine  Zahl  U,  die  so  bcschaffen  ist ,  daft 

a  <  U£  (3 

% 

ist ,  wofee?;  a,  (3  beliebige  Zahlen  (hr  ersten  resp.  zweiten  Klassc'sind. 

Tritt  an  Stelle  dcr  samtlichen  reellen  Zalilm  bio [3  eine  Teilmenge 
davon,  wobci  indessen  jecle  Klusse  mindestens  eine  Zahl  wmf assert  soil , 
so  gibt  es  zwei  im  allgemeinen  verschiedene  Zahlen  L\ ,  l)2,  clerart,  da (3 

a  £  Ux  <  U2  £  [3. 

Es  wird  stets  dann  Ux  =  U2  sein,  wenn  es  zu  jedem  vorgegebenen 
s  ein  a  und  ein  (3  gibt,  derart,  da/3 

(3  —  a  <  e 

ist. 


•  §  9.  Beweis  der  Stetigkeitssatze. 

Betceis  des  1.  Satzes,  §  4.  Ein  Beweis  dieses  Satzes  hat  sick  be- 
reits  bei  der  Begriiudung  des  4.  Satzes,  §  4  mit  ergeben.  Auf  direktem 
Wege  kann  man  den  Satz,  wie  folgt,  beweisen. 

Man  nehme  an,  der  Satz  sei  falsch,  und  zerlege  das  Intervall  in 
zwei  gleicke  Teile.  Dann  miiBte  der  Satz  auch  fur  eins  dieser  Teilinter- 
valle,  welches  wir  Ax  benennen  wollen,  lalsch  sein.  Jetzt  wende  man 
dasselbe  Yerfahren  auf  das  Interval]  Ax  an.  Man  erkalt  so  ein  in  Ax  c re- 
legenes  Intervall  A2,  wofiir  der  Satz  wieder  nicht  gelten  kann.  Dm°ch 
Wiederholung  dieses  Schrittes  gelangt  man  schlieBlich  zu  einer  unbe- 
grenzten  Folge  ineinander  eingeschachtelter  Intervalle  A}  ,A2,--A 
deren  Lange  mit  wachsendem  n  gegen  0  abnimmt  und  in  deren  jedem 
f(x)  nicht  endlich  bleibt.  Nach  dem  Hauptsatze  von  §  7  bestimmen 
dieselben  einen  einzigen  Punkt  U=cc,  welcher  jedem  A  als  inne*er 
Oder  Emjpunkt  angehort.  Der  Punkt  «  liegt  notwendig  auch  im  o-eae- 
benen  Intervalle  a<x<b,  da  dasselbe  abgeschlossen  ist. 

Andererseits  schhefit  man  aus  der  Stetigkeit  von  f{x)  im  Punkte  a 
dan  > 

/*(«)-/(«)  \<e, 

wenn  | 'x  -  « |  <  d  ist,  daB  also 


l/W|<  f(*)  +e 

Wahlt  T  InterTaU  <—*.«  +  «)  beschrankt  wird 

“  *  gr°B  genug>  damit  <»•  Lange  von  An  kleiner  als 
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d  ausfallt,  so  wire!  An  im  Intervalle  (a  —  d,  a  +  d)  zu  liegen  kommen, 
was  zu  einem  Wiederspruch  fiihrt. 

haveis  des  2.  Saties.  Der  Beweis  dieses  Satzes  erfolgt  wieder 
durcli  die  Methode  der  Einschachtelving  der  Intervalle.  Es  geniigt, 
ihn  etwa  fur  den  Fall  eines  Maximums  zu  fiihren.  Nacli  dem  1.  Satze 
ist  f(x)  im  Intervalle  endlich  und  nacb  dem  Zusatz  §  8  hat  fix) 
ferner  eine  obere  Grenze  G.  Es  liandelt  sich  also  darum  zu  zeigen, 
da6  fix)  den  Wert  G  in  einem  Punkte  des  Intervalls  wirklich  er- 
reicht.  Zu  dem  Behufe  zerlege  man  das  Inter  vail  in  zwei  gleiche 
Teile.  in  jedem  derselben,  als  ein  abgeschlossenes  Intervall  aufgefaBt, 
wird  f(x)  aucb  eine  obere  Grenze  haben,  und  man  uberzeugt  sicb 
leicht,  dab  keine  der  beiden  groBer  als  G  ist,  wabrend  andererseits 
beide  nicht  kleiner  als  G  sein  konnen.  Sei  Al  also  eines  der  Teilinter- 
valle,  in  welcbem  f\x)  die  obere  Grenze  G  bat.  Dann  verfabrt  man 
mit  At  genau  ebenso,  Avie  vorhin  mit  dem  ursprunglicben  Intervalle, 
und  erhalt  so  ein  in  Al  gelegenes  Intervall  A2  von  der  halben  Lange, 
in  welcbem  f(x)  wieder  die  obere  Grenze  G  bat.  Durcli  Wiederbolung 
dieses  Prozesses  ergibt  sicb  eine  unbegrenzte  Folge  ineinander  einge- 
scbacbtelter  Intervalle  A1 ,  A.2,  •••  An,  deren  Lange  bei  unbegrenzt 
wacbsendem  n  gegen  0  abnimmt  und  in  deren  jedem  /  (a:)  die  obere 
Grenze  G  hat.  Diese  Intervalle  bestimmen  in  eindeutiger  Weise  einen 
Punkt  a.  Nun  wird  man  einerseits,  der  Stetigkeit  von  /  (x)  wegen, 
einem  beliebigen  positiven  s  ein  positives  d  so  zuordnen  kbnnen,  dab 

f(a)  —  f(x )  <  £  bleibt,  wenn  nur  x  —  a  \  <  d 

ist.  Andererseits  gibt  es  in  jedem  An  ein  x,  wofiir  die  niebt- negative 
GroBe 

G  —  f{x)  <  £ 

ist.'  Nimmt  man  also  n  nur  so  groB,  daB  An  innerbalb  jenes  Intel - 
vails  x  —  a  <  d  zu  liegen  kommt,  so  baben  beide  Ungleicbungen 
fur  den  namlichen  Wert  von  x  statt,  woraus  denn  tolgt,  daB 

0  £G-fiu)<2E 

ist.  Mitbin  muB  f(a)  =  G  sein,  und  der  Satz  ist  also  bewiesen. 

Beweis  des  3.  Satzes.  Aucb  bier  fiihrt  dieselbe  Methode  zum 

Ziele.  Man  setze 

F(x)  =  fix)  -  N. 

Dann  ist,  falls  f  (a)  <LfQ>) 

Fia)<  0,  Fib)>  0. 
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§  iu.  Mehrdeutige  Funktionen. 

Sei  x,  der  Mittelpunkt  des  Intervalls:  xt  =  (a  +  b)/2.  Dann  sind 
zvvei  Falle  moglich, 

a)  F(xl)  =  0;  13)  F(x1)4=^- 

t 

Im  Falle  a)  erkennt  man  den  Satz  als  richtig  an.  Im  Falle  b)  muB 
F(x)  mindestens  in  einem  der  Teilintervalle,  Alf  einen  \  orzeichen- 
wechsel  erfahren.  Auf  A^  wende  man  nun  dasselbe  \  erlalnen  an, 
wie  soeben  beim  urspriinglicken  Interval!.  Im  schlimmsten  lalle 
stellt  sicli  eine  unendliche  Folge  ineinander  eingeschachtelter  Inter- 
valle  Alf  A2,  .  .  .  ein,  in  deren  jedem  F(x)  einen  Vorzeichenwechsel 
erf  all  rt.  Diese  Intervalle  bestimmen  dann  einen  Punkt  a,  in  dessen 
Umgebung  F  (x)  stets  sowohl  positive  als  negative  Werte  aunimmt. 
Hieraus  folgt  denn  auf  Grand  von  §4,  Aufg.  6,  dab  F(a)  =  0  sein  muB. 

Aufgabe  1.  Sind  xl}  x2,  .  .  .  eine  unendliche  Menge  im  ab- 
gfeschlossenen  Intervalle  a  <C  x  <C  b  gelegener  Punkte,  so  gibt  es 
mindestens  einen  Punkt  a  des  Intervalls,  gegen  welchen  eine  passend 
gewahlte  Reihe  dieser  Punkte  x„  ,  xn  ...  .  konvergiert: 

lim  x„  =  a. 

Aufgabe  2.  Hat  die  Funktion  f  (x)  in  einem  endlichen  Inter¬ 
valle  die  obere  Greuze  G,  die  sie  nicht  erreicht,  so  kaun  man  stets 
eine  Reihe  dem  Intervalle  angehoriger  Punkte  x1}  x2,  .  .  .  mit  dem 
Grenzpunkte  a:  lima;n=a,  bestimmen,  derart  daB 

lim  f(xn)  =  G 

71=  00 

ist. 

W  ird  der  Punkt  a  dem  Intervalle  stets  angehoren?  Ist  der  Satz 
richtig,  falls  die  obere  Grenze  erreicht  wird? 

Aufgabe  3.  In  eiuem  abgesehlossenen  Intervalle  sei  eine 
Funktion'  gegebeu,  welche  ausschlieBlich  positive  Werte  annimmt 
Dann  gibt  es  einen  Punkt  des  Intervalls,  derart,  daB  in  jeder  Um¬ 
gebung  desselben  die  Funktion  ilirer  unteren  Grenze  beliebio-  nahe 
kommt. 

Gilt  der  Satz  auch  fur  em  nicht- abgeschlossenes  Intervall? 


§ 


10. 


•fedem  Punkte 


Mehrdeutige  Funktionen. 

,  *  eines  Intervalls  a<x<b  oder  aUoemeiner 

We'rte  f  t86'1  mehrere,  auch  unendlich  viele 

t-  V, zugeordnet.  werden.  In  einem  Punkte,  in  welcbem 
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*  unendlich  viele  Werte  vorliegen,  sollen  diese  jedoch  stets  abzahlbar 
sein.1)  In  alien  anderen  Punkten  ist  die  Anzahl  der  Werte  eine  be- 
liebige  positive  ganzzablige  Fuyktion  von  x2)  Die  Gesamtheit  der 
Werterpaare  (x,  yn),  n  =  1,  2,  .  .  .bildet  dann  das  Substrat  fur  die 

melirdeutige  F  unktion,  welcbe  nun  auf  Grund  des  letzteren  ahnlich 

wie  die  eindeutige  Funktion  definiert  wird;  man  vgl.  §  1. 

Zur  Behandlung  einer  mehrdeutigen  Funktion  empfiehlt  es  sick 
meist;  eine  Darstellung  derselben  mittels  eindeutiger  Funktionen  an- 
zustreben.  f  ur  die  in  der  Praxis  vorkommenden  mehrdeutigen  Funk- 
tionen  gelingt  eine  solehe  Darstellung  in  der  Regel  vermoge  des 
folgenden  Satzes. 

1.  Satz.  Jeder  Stelle  x0  des  Defnitionsbereiches  T  einer  mehrdeu- 
iigen  Funktion  sollen  sick 

a)  eine  best im  mte  Umgebung 3)  x  —  x0  <6  und 

b)  eine  Bcihe  je  in  derselben  ausndhmslos  defimerter  eindeutiger 

Funktionen 


Vi  =  /iO)>  2/s  =  U(x)t  •  •  I x  -  I  <  d> 

so  zuordnen  lassen,  daft  zwischen  diesen  Funktionswerten  und  den 
Werteh  der  vorgclegten  mehrdeutigen  Funktion  in  der  genannten  Um¬ 
gebung  eine  ein-eindeutige  Beziehung  staff  hat. 

Dann  wird  eine  dhnliche  Zusammenfassung  der  Werte  der  mehr¬ 
deutigen  Funktion  ciuch  im  Groften  mbglich  sein,  d.  h.  es  wird  eine 
Beilie  je  im  ganzen  Defnitionsbereiche  T  eindeutig  defmierter  Funk¬ 
tionen  gcben,  derm  Werte  geradezu  den  Wertvorrat  der  mehrdeutigen 

Funktion  einmal,  aber  auch  nur  einmal,  liefern. 

Wir  durfen  T  als  endlich  voraussetzen,  da  dies  stets  durck  eine 
ein-eindeutige  stetige  Transformation  zu  erreichen  ist.  So  kann  man 
sinh  beispielsweise  im  Falle  eines  unendlichen  Intervals  T  einer  Zentral- 
projektion  bedienen,  indem  man  den  Mittelpunkt  eines  dig,  Zahlen- 
gerade  beriihrenden  Kreises  als  Projektionszentrum  nimmt  und  dann 
durch  Halbstrahlen  die  Punkte  der  Geraden  auf  die  Punkte  des  Halb- 
kreises  bezieht.  Auch  soli  T  zunaehst  abgeschlossen  sein. 

Gilt  der  Satz  nun  fiirs  gauze  Intervall  nicht,  so  muB  er  mmdestens 
fur  eine  Halfte,  An  desselben  falscli  sein.  Urn  dies  einzuse  len, 
sei  x0  der  Mittelpunkt  von  T,  und  seien  fernei 


1)  Diese  Beschrankung  liegt  nicht  in  der  Natur  der  Saehe,  sie 
ielmehr  dem  Wunsche,  unniitze  Verallgemeinerungen  Ju  ver“  % 

2)  Diese  Anzahl  braucht  nicht  in  alien  Punkten  giofier  als  1  zu 

3)  Man  vgl.  die  erste  Anmerkung  auf  S.  15. 


entspricht 

* 

sein. 
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§  10.  Mekrdeutige  Funktioneu. 

I\(x),  F%(X),  •  •  • ,  OO;  02  0)  •  •  •» 

die  beiden  dem  linken  bzw.  dem  rechten  abgeschlossenen  Teilinter- 
valle  entsprechenden  Reihen  eindeutijer  Funktionen,  welche  es.geben 
mufit'e,  wenn  der  Satz  fur  jede  der  beiden  Halften  richtig  ware.  Die 
Werte  F  (x0)  stimmen,  von  der  Reihenfolge  derselben  abgesehen,  mit 
den  Werten  <Pm(xo)  uberein.  DemgemaB  kann  man  jedem  n  einen 
Wert  mn  von  m  mindestens  auf  eine  Weise  so  zuordnen,  daB 

Fn(x 0)  =  <P!)tn  (*b),  »>  1,  2, .  .  . 

ist.  Detiniert  man  nun  eine  Funktion  Gn(x),  wie  tolgt: 

Gn(x)  —  J' n (F) ,  x  j q, 

=  (P,un(x),  *>*0, 

so  gilt  der  Satz  doch  ini  ganzen  Intervalle,  und  das  verstoBt  gegen 
die  Voraussetzung. 

Mit  dem  Intervalle  Ax  verfahrt  man  nun  wieder  ebenso,  wie 
vorhin  mit  T ,  und  erhalt  so  durcli  Wiederbolung  des  Prozesses  eine 
unbegrenzte  Folge  ineinander  eingescbachtelter  Intervalle,  deren  Lange 
gegen  Null  abnimmt  und  welche  somit  einen  Punkt  a  von  T  be- 
stimmen.  In  jeder  Umgebung  von  a  miiBte  dann  ein  Intervall  A 
liegen,  wofiir  der  Satz  niclit  gilt,  und  dies  trifft  eben  niclit  zu. 

1st  das  Definitionsintervall  T  niclit  abgeschlossen,  so  nehme  man 
eine  unbegrenzte  Folge  ineinander  eingescbachtelter  abgeschlossener 
Intervalle  an,  welche  alle  im  gegebenen  Intervalle  liegen  und  das- 
selbe  auszufiillen  streben.  Fur  ein  jedes  derselben  gilt  der  Satz,  und 
zwar  kann  man,  urn  von  einem  dieser  Intervalle  auf  das  niichst  fol- 
gende  iiberzugehen,  die  im  ersten  getroffene  Verteilung  der  Funktions- 
werte  boibehalten.  Hieraus  erkennt  man,  daB  der  Satz  aucli  furs 
ganze  Intervall  T  gilt. 

2.  Satz,  Zu  den  Voraussetzungen  des  1.  Satzes  fiige  man  nock 
die  beiden  weiteren  hinzu: 

c)  m  jedem.  Punkte  von  T  sollen  die  Werte  der  mehrdeutigen  Funh- 
tion  sdmtlich  voneinander  verschieden  sein; 

d)  die  Funktionen  fk(x)  sollen  so  gewalilt  werden  konnen ,  daB  sie 
stetig  smd. 

Dann  lassen  sicli  die  eindeutigen  Funktionen,  auf  die  sick  nach 
am  .  Satie  die  Werte  der  mehrdeutigen  Funktion  verteilen,  so  be- 
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siimmen  (und  mar,  von  der  Beihenfolge  abgesehen,  nur  auf  eine  einzige 
Weise),  daft  aueh  sie  im  ganzen  Intervalle  stetig  sind. 

Dasselbe  A  ertabren  liefert^  aucb  hier  den  Beweis,  nur  ist  m 
unter«  den  gegenwartigen  Voraussefzungen  eindeutig  bestimmt. 

3.  Satz.  Wird  die  Bedingung  c)  des  2.  Satzes  gesirichen ,  so 
bleibt  der  Satz  bei  Fortlassung  der  Klammer  immcr  nocli  bestehen. 


§  11.  Ein  allgemeines  Theorem. 

Wenn  in  einer  Untersuchung  erst  einmal  festgestellt  ist,  daB  ein 
gewisser  Tatbestand  fur  die  Umgebung  eines  jeden  Punktes  eines  ab- 
gescblossenen  Intervalls  resp.  Bereiches  statt  bat,  und  wenn  der  wei- 
tere  Yerlauf  des  Beweises  bloB  in  der  Anwendung  der  Metbode  der 
Einscbacbtelung  der  Intervalle  bestebt,  so  kann  man  [diesen  letzten 
Teil  der  ScbluBweise,  wie  folgt,  formulieren. 

Tbeor  era.1)  Jedem  Punlde  eines  abgescidossenen  Intervalls  resp. 
Bereiches  S  sei  eine  beslimmte  Umgebung  x  zugeiciesen.  I)ann  lii fit 
sick  stets  eine  endliche  Anzahl  dieser  Umgebungen  rx,  r2, .  . .  xn  ausivahlen , 
derart,  dafi  jeder  Bunkt  von  S  mindestens  in  einer  derselbcn  liegt. 

Wir  fubren  den  Beweis  bloB  fur  ein  Intervall.  Der  Fall  eines 
mebrdhnensionalen  Bereiches  wird  abnlich  bebandelt. 

Sei  x  =  x  ein  beliebiger  Punkt  des  Intervalls  a  <  x  <b,  welcber 
von  x  =  a  aus  durcb  eine  endlicbe  Anzabl  n  von  Bereicben  r  er- 
reicbbar  ist,  derart,  daB  jeder  Punkt  des  Intervalls  a<.x<ix'  min- 
destens  m  einem  dieser  Bereicbe  liegt 5  dabei  andert  sicli  n  mi  all- 
gemeinen  mit  x  und  braucbt  fur  die  Gesamtbeit  der  in  Betracbt 
kommenden  Punkte  x  denkbarerweise  nicht  endlicb  zu  bleiben.  Sei 
ferner  X  die  obere  Greuze  aller  derartigen  Punkte  x.  Dann  muB  X  =  b 
sein.  Denn  sonst  wiirde  durcb  die  zu  X  geborige  Umgebung  r x  die  Menge 
von  Punkten  x'  doch  iiber  X  binaus  fortgesetzt  werden,  was  zu  einem 
Widersprucb  fiibrt.  Infolgedessen  kann  man  sclion  mit  einer  end- 
licben  Anzabl  von  Bereicben  r  in  jede  Umgebung  des  Punktes  b 
bineindringen,  und  also  insbesondere  den  Bereicb  rb  dieses  Punktes 
betreten,  womit  denn  der  Beweis  des  Satzes  geliefert  ist. 


1,  Borel,  Ann.  Be.  norm.,  3.  Keihe,  Bd.  12  (1895), 
ferner  Veblen,  „The  Heine-Borel  Theorem1*,  Bull.  Amer. 
Bd.  10  (1904),  S.  436. 
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Zweites  Kapitel. 

fiber  reelle  Fimktionen  melirerer  reellen  Yeranderlichen. 


§  1.  Begriff  des  Grenzwertes. 

Die  Erweiterung  des  Diricbletselien  t  unktionsbegritfs  auf  eine 
reelle  Funktion  mebrerer  reeller  unabhiingiger  Yeranderlichen  bietet, 
wie  bereits  erwahnt,  keine  Schwierigkeit.  Dagegen  treten  bei  der 
Yerallgemeinerung  des  Grenzbegriffs  und  damit  auch  des  Begriffs  der 
Stetigkeit  Ersclieinungen  von  einer  wesentlich  neuen  Art  zntage.  Das 
liegt  eben  daran,  dab  der  Bereicli  der  unabhangigen  Yariabelen,  bis- 
her  ein  eindimensionaler,  zu  bescbrankt  war,  um  fur  den  allgemeinen 
Fall  mabgebend  zu  seiu.  Setzen  wir  blob  zwci  unabhangige  Yariabele 
yoraus,  so  begegnen  wir  bereits  den  Haupterscbeinungen  in  der 
Tbeorie  der  Fimktionen  von  n  unabhangigen  Yariabelen,  und  auch 
die  Ausdebnung  der  Siitze  sowie  der  Beweise  auf  den  allgemeinen 
Fall  springt  dabei  meistenteils  sofort  in  die  Augen.  Darum  werden 
wir  uns  in  der  Regel  auf  Fimktionen  zweier  Yariabelen  bescbriinken. 

Der  ziveidimensionale  Grenziibergang.1)  Sei  (a,  l)  ein  innerer 
Punkt  eines  zweidimensionalen  Bereicbes  S  der  (x,  :?/):Ebene  und  sei 
f(x,y)  in  jedem  Punkte  von  S,  bbchstens  mit  Ausnahme  des  Punktes 
[a,  b)  selbst,  eindeutig  erklart.  Wie  soli  man 

,  lim  f{cc,g) 

X  =  a,  y  =  b 

definieren?  Veranscbaulicbt  man  die  Funktion  f(x,  y)  mittels  eines 
geometriscben  Ortes,  indem  man 


*  =  f(x>  y ) 

setzt  und  die  Punkte  (x,  y,  z)  im  Raume  auftragt,  so  liegt  es  nabe 

1)  In  diesem  und  den  beideu  nacbfolgenden  lvapiteln  werden  din  r. 
Ilereich  und  Kurve  der  Au^Uuuur  entuommcn,  in  §  ■>  “ve”  n  “ie  etf  ^ 
nau^uu^,  Eine  arithmetiscbe  Bespreeb^g  lU^bnTettc’h  £ 


43 


I,  2.  iiber  reelle  Funktionen  mehrerer  reellen  Veriinderlichen. 

™  sagen’  da6  sich  f(x>  y )  bei™  Heranrucken  des  Punktes  (x,  y )  an  den 
Punkt  (a,  b)  dem  Grenzwerte  c  nahert,  falls  derPunkt  (a,  y ,  g)  dabei  deni 
1  unkte  (a,  b ,  c)  zustrebt.  An  dem  Inbalt  dieses  Gedankens  wollen  wir 
denn  auch  festhalten,  wir  suchen  %ber  doch  eine  rein  arithmetische 
Definition  des  Grenzwertes.  Es  stellt  sicli  nun  heraus,  dafi  sicb  die 
folgende  Form  fiir  die  Praxis  eio-net. 

o 

Definition.  Sei  f(x,  y)  in  jedem  Punkte  eines  den  Punkt  (a,  b) 
aE  innern  Punkt  enthaltenden  Bereichs,  hochstens  mit  Ausnabme 
dieses  Punktes  selbst,  eindeutig  erklart.  Dann  nahert  sicb  f(x,  y) 
beim  ^  Grenziibergange  lim^  =  a;  lim  y  =  b  einem  Grenzwerte  c,  falls 
sicb  einer  beliebig  kleinen  positiven  GroBe  s  eine  zweite  positive 
GroBe  d  zuordnen  laBt,  derart  daB 

(!)  \c  —  fix,  ij)  |  <  £ 

bleibt,  wie  auch  immer  die  Yariabelen  x,  y  den  Bedingungen  gemaB: 

(2  \y-b\<6, 

\  0<C\x  —  a\-\~\y  —  b\ 

angenommen  werden  mogen.  Man  schreibt  dann 


lim  f(x}y)  —  c. 

x  =  a,  y  =  b 


Der  'Leser  wolle  nicbt  unterlassen,  sicb  die  Raumfigur  vor- 
zustellen,  welche  im  gegenwartigen  Falle  der  Fig.  3  von  Kap.  1, 
§  2  entspricht. 

Unter 


lim  f{x,  y)  =  o o 

x  =  a,  y=b 


verstebt  man,  daB 


lim  ,  .  =  0 

X=a}y=bf{x,y) 


Diese  Definitionen  debut  man  aul  den  Fall  aus,  daB  (a,  b )  ein 
Randpunkt  des  Bereichs  ist,  sowie  daB  der  Bereich  sicb  ins  Unend- 
licbe  erstreckt.  Im  letzten  Falle  tritt  an  Stelle  von  (2)  die  Re¬ 
lation 


(2')  x  i  +  !  y  >  G . 

Ja,  die  Punkte,  in  welchen  f(x,  y)  definiert  ist,  brauchen  nicbt  ein- 
mal  einen  Bereicb  auszumachen,  sie  konnen  eine  beliebige  Punkt- 
menge  mit  der  HaufungssteRe  (a,  b)  bzw.  eine  sicb  ins  Unendliche 
erstreckende  Punktmenge  bilden.  Wesentlich  ist  dabei  aber,  daB  die 
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Beziehung  (1)  fur  alle  Punkte  (x,y)  gelten  soil,  fur  welch e  f(x,  y) 
definiert  ist,  und  welche  zugleich  den  Belationen  (2)  b'zw.  (2  )  ge- 

niigen.  • 

Im  Gegensatz  zu  deni  spiiter  ;zu  besprechenden  doppelten  Grenz- 

iibergang  wollen  wir  den  soeben  defmierten  als  einen  zweuhmensionalen 

Grenziibergang  bezeichn en. 

Theorem.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafur, 
daft  f{x,  y )  einern  Grenzwert  mstrebe,  u  cnn  der  Punkt  (x,  y)  den  zwei- 
dimensionalen  Grenziibergang  lim  x  =  a,  lim  y  =  b  ausfiihrt,  bestcht 
darin,  daft 

lim  [/  ( x ,  y)  —  f{x ",  y")\  =  0 


sei,  wenn  {x,  y')  und  (x",  y")  unabhangig  voneinander  glcichzcitig  gegen 
den  Bunld  ( a ,  b)  komergieren,  ohne  ihn  jcmals  zu  erreichen.1) 

Den  Beweis  fiihrt  man  in  ahnlicher  Weise,  wie  im  Falle  einer 
Fnnktion  einer  unabhangigen  Variabelen  (Kap.  1,  §  7,  Theorem  2), 
nur  treten  jetzt  an  Stelle  der  Intervalle  a  —  d„<  x  <  a  -f-  die  Qua¬ 
drate  a  —  dn<  x  <  a  +  dn,  b  —  dn<y  <b  +  dn. 

Es  ist  klar,  daB,  wenn  sich  f\x,  y)  beim  zweidimensionalen  Grenz¬ 
iibergang  lima;  =  a,  lim y —  b  einem  Grenzwerte  U  niihert,  f(x,y) 
auch  dem  Wert  U  zustreben  wird,  wenn  der  Punkt  (x,  y)  langs 
einer  beliebigen  Kurve  an  den  Punkt  (a,  b)  heranruckt.  Wir  wollen 
jetzt  den  umgekehrten  Satz  beweisen. 

Satz.  Ist  f(x,y)  in  der  Umgebung  des  Punktes  ( a,b ),  hbchstens 
nut  A usnahme  dieses  Punktes  selbst,  eindeutig  erkldrt  und  niihert  sich 
f(x,  y)  einer  Grenze,  wenn  der  Punkt  (ar,  y)  langs  einer  beliebigen  ein- 
faclien  Kurve  an  den  Punkt  (a,  b)  heranruckt,  so  niihert  sich  f\x,  y)  auch 
einem  Grenzwert ,  wenn  der  Punkt  (x,  y)  den  zweidimensionalen  Grenz¬ 
iibergang  lima:  =  a,  lim  y  =  b  ausfiihrt. 

Gesetzt,  der  Satz  ware  falsch.  Dann  gabe  es  eine  feste  positive 
GroBe  h  derart,  daB  in  jeder  Umgebung  des  Punktes  (a,  b),  also  ins- 
besondere  in  einem  urn  diesen  Punkt  beschriebenen  Kreise  mit  dem 

beliebig  kleinen  Radius  R  ein  Punktepaar  (X,  Y),  (X',  Y')  existierte 
wofiir  '  ’  ’ 

\ax,  Y)  —  f{X't  T)\^h 


ware.  Alan  nehme  nun  r l 
ein  derartiges  Punktepaar 
diesem  Kreise  auf.  Dann 


willkurlich  an,  setze  R  =  r±  und  zeichne 
(X  r)  -  (*„«,,),  (X',  Y‘)  =  in 

walile  man  r2  so  klein,  daB  der  um  («  b) 


l )  Man  vgl.  die  zweite  Amnerkung  auf  S  33 
Osgood,  Funktiouontheorie.  L  2.  AuH. 
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beschriebene  Ivreis  mit  dem  Radius  JR  =  r2  weder  deu  Punkt  (xl ,  y^j 
nocb  den  Punkt  (xx ,  y±')  umfaBt,  und  zeichne  wieder  ein  entsprechendes 
Punktepaar  (pc*,  y.2),  (x2,y.2)  in  ibm  auf.  Fiilirt  man  so  fort,  so  er- 
btilt  man  hierdurch  eine  unendliche  Folge  von  Punktepaaren  (xn,  yn), 

>  Un  )>  wacbsendem  n  gegen  den  Punkt  (o.,  b)  konvergieren 

und  fur  welche  im  tibrigeu  stets 

7>n>  Vn)  ~  f V  ') 

ist.  Yerbindet  man  diese  Punkte  der  Reihe  nach  durch  eine  einfache 
Kurve  C : 

etwa  durch  einen  geeigneten  Polygonzug,  so  wird  f(x,  y)  keinem 
Grenzwert  zustreben,  wenn  (pc,  y)  langs  C  gegen  (a,  b)  konvergiert. 
Denn  f(x,  y)  wird  jetzt  eine  Funktion  der  einen  Yariabelen  t  und  als 
solche  betrachtet  geniigt  sie  nicht  dem  zweiten  Teil  von  Theorem  2, 
Kap.  1,  §  7. 

Man  konnte  geneigt  sein  zu  glauben,  daB  es  zur  Existenz  eines 
Grenzwerts  geniigte,  wenn  f(x,  y)  beim  Berannahen  des  Punktes 
(x,  y)  an  den  Punkt  (a,  b)  langs  einer  beliebigen  Geraden  stets  einer 
Grenze  zustrebt.  Das  ist  aber  doch  nicht  richtig,  wie  das  Beispiel 

/><  y)  =  x>+y’ 

zeigt.  Fiihrt  man  hier  Polarkoordinaten  ein:  x  =  r  cos  0,  y  =  r  sin  6, 
so  geht  f(x,  y)  in  die  Funktion  fiber: 

f(x,  y)  =  sin  20. 

Doch  selbst  dann,  wenn  f(x,  y)  stets  ein  und  demselben  Grenz- 
werte  zustrebt,  gleichviel  auf  welcher  Geraden  (x,  y)  sich  dem  Punkte 
(a,  b)  nahert,  braucht  f(x,  y)  beim  zweidimensionalen  Grenziibergange 
lim  x  =  a,  lim  y  =  b  noch  gegen  keinen  Grenzwert  zu  konvergieren, 
wie  das  folgende  Beispiel  zeigt.  In  der  Ebene  z  =  1  denke  man 
sich  die  Kardioide 

r  =  2a(l  +  cos  6) 

gezeichnet  und  man  lege  einen  Kegel,  dessen  Spitze  sich  im  Koordi- 
natenanfangspunkt  befinden  soil,  durch  diese  Kurve.  Dann  soli  die 
Funktion  f(x,  y)  in  alien  Punkten  der  (x,  y) -Ebene  nut  Ausnahme 
der  negativen  #-Achse  und  des  Anlangs  duich  die  positive  Ordinate 
dieser  Flache  definiert  werdeu.  Ferner  soli  f  (x,  y)  m  den  soeben 
aussrenommenen  Punkten  den  Wert  0  haben.  Die  also  defimerte 


§  2.  Stetigkeit;  regulare  Kurven  und  der  Bereicb  S.  01 

Funktion  fix,  y)  konvergiert  gegen  0,  wenn  der  Punkt  (x, y)  langs 
einer  beliebigen  durch  den  Punkt  (0,  0)  gehenden  Geraden  der  ( ar,  y)- 
Ebene  diesem  Punkte  zustrebt.  Trot4zdem  hat  f(x,y)  keinen  Grenz- 
wert  im  Punkte  (0,  0).  In  der  T»t  hat  fix,  y)  in  jedem  Punkte  der 
Projektion  der  bewuBten  Kardioide  auf  die  (x,  y)- Ebene,  woiur  r  >  0 
ist,  den  Wert  1.  Riickt  (x,  y)  also  langs  dieser  Kurve  an  den  Punkt 
(0,  0)  heran,  so  nahert  sich  fix,  y)  dem  Werte  1. 


§  2.  Stetigkeit;  regulare  Kurven  und  der  Bereich  S. 

Regulare  Kurven.  Ein  Kurvenstiick  soli  regular  heiBen,  wenn  die 
Kurve  sich  nicht  schneidet,  in  jedem  inneren  und  Endpunkte  eine 
stetig  sich  drehende  Tangente  besitzt,  und  keine  Spitze  hat.  Hier- 
nach  laBt  sich  ein  regulares  Kurvenstiick  durch  die  Formeln  dar- 
stellen  * 

x  =  (pit),  V  =  9>'(02  +  ^'(02  +  0  , 


wobei  (p(t),  xp(t)  in  einem  Intervalle  t0^t<it j  stetige,  mit  stetigen 
Ableitungen  erster  Ordnung  ausgestattete  Funktionen  sind  und 
xp' it)  in  keinem  Punkte  des  Intervalls  gleichzeitig  verschwinden.  AuBer- 
dem  lassen  die  beiden  Gleichungen 


(pit)  =  cpit'),  xpit)  -  xpit'),  t0^f£  tt, 


nur  die  eine  Losung  t  =  t  zu.  Umgekehrt  wird  durch  zwei  solche 
Funktionen  (p{t),  xpit)  ein  regulares  Kurvenstiick  dehniert. 

Eine  Kurve  heiBt  regular,  wenn  sie  sich  aus  einer  endlichen  Anzahl 
neinander  ^ereihtei ,  regularer  Kurvenstiicke  zusammensetzt.  Sie  laBt 
sich  dann  in  der  obigen  Gestalt  parametrisch  darstellen,  wobei  (p 
und  xp  in  einem  Intervalle  a  £t  <^b  stetig  sind  und,  von  einer  end- 
lichen  Anzahl  von  Punkten  abgeselien,  stetige  Ableitungen  besitzen. 
In  den  A^usnahmepunkten  hat  jede  dieser  Funktionen  sowohl  eine 
vorwarts  als  eine  ruckwarts  genommene  Ableitung,  an  welche  sich 
die  betreffende  Ableitung  beim  einseitigen  Grenziibergang  stetig  an- 
schheBt.  Endlich  verschwinden  die  beiden  Ableitungen  <p\  xp'  (ink!  der 
vor-  und  ruckwarts  genommenen  Ableitungen)  niemals  gleichzeitig. 

Auch  diese  Bedingungen  reichen  umgekehrt  zur  Definition  einer  re<nt 
laren  Kurve  hin. 


Eine  Kurve  heiBt  einfach ,  wenn  fur 
des  Intervalls  ia,  b)  die  beiden  Gleichun 
nur  die  eine  Wurzel  t  =  t'  zulassen. 

(p  ia)  =  tp  ( b )  und  ip  (a)  =  ip  (b)  ist. 


jeden  Wert  von  t'  innerhalb 
gen  cp(t)  =  <p(t'),  ip(t)  =  ip(t') 
Sie  heiBt  geschlossen,  wenn 
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Dey  Bereich  S.  Em  Bereich  beiBt  abgeschlossen,  wenn  er  im 
End  lichen  liegt  und  jeder  seiner  Randpunkte  zu  ihm  gerechnet  wird.1) 
Ant  die  denkbar  allgemeinsteu,  Begrenzungen  eines  Bereichs  wollen 
anu  Voi  der  Hand  nicht  eingehen,  sondern  unter  einem  regularen 
Bereich  oder  schleclitweg  einem  Bereich  S  bloB  ein  abgescblossenes 
Stuck  der  Ebene  verstehen,  welches  von  einer  oder  mebreren  regularen 
Kuiven  begrenzt  ist;  docb  soli  die  Anzahl  der  Kurven,  sowie  ihrer 
mebrfachen  und  Scbnittpunkte  endlich  sein.  Im  Falle  der  Bereich  yon 
nndneien  Seiten  her  an  einen  Randpunkt  stofit,  soil  dieser  aucb  mehr- 
facb  gezablt  werden;  vgl.  unten  Definition  eines  Randwertes.2) 

Stetigkeit.  bei  /  ( x ,  y)  in  jedem  Punkte  eines  zweidimensionalen 
beieicbs  eindeutig  erklart.  Dann  beiBt  y)  in  einem  Punkte 

[a,  h)  desselben  stetig,  wenn 

lim  f  (oc,  y)  =  f  (a,  b) 

x  =  a,  y  =  b 

C 

ist.  Die  Funktion  beiBt  vm  Bereiche  stetig ,  wenn  sie  in  einem  jeden 
seiner  Punkte  stetig  ist.  Werden  die  Randpunkte  mit  zum  Bereiche 
gerechnet,  so  handelt  es  sich  selbstverstandlicb  bei  der  Definition  der 
Stetigkeit  in  einem  Randpunkte  um  einen  Grenziibergang;  wobei  der 
Punkt  ( x ,  y)  bloB  auf  die  Punkte  des  vorgelegten  Bereichs  beschriinkt 
wird;  vgl.  aucb  unten,  Definition  eines  Randwertes. 

Wir  bemerken  nock,  daB  es  zur  Stetigkeit  einer  Funktion  zweier 
Yariabelen  ( x ,  y)  nicht  geniigt,  daB  die  Funktion  bei  konstantem  y 
eine  stetige  Funktion  f  (x ,  y0)  von  x,  sowie  bei  konstantem  x  eine 
stetige  Funktion  f  (x0,  y)  von  y  sei,  wie  das  im  vorkergehenden  Para- 
graphen  angefiibrte  Beispiel 

0<x\+y, 

zeigt,  indem  man  zum  gegenwiirtigen  Zwec-ke  nock  /  (0,  0)  =  0  setzt. 
Selbst  dann,  wenn  die  Funktion  im  allgemeinen  stetig  und  aucb  auf 
jeder  durch  einen  bestimmten  Punkt  (a,  b)  gebenden  Geraden  stetig 
ist,  braucbt  sie  im  Punkte  {a,  b)  nicht  stetig  zu  sein,  wie  sich  aus 
dem  letzten  Beispiel  jenes  Paragraphen  ergibt. 

Definition  eines  Bandwerts.  Sei  (a,  b)  ein  Randpunkt,  gleicbviel  ob 
die  Funktion  dort  definiert  ist  oder  nicht.  Man  sagt,  f(x,  y)  schliefit 
sich  dem  Bandwerte  A  stetig  an,  oder  nimmt  den  Bandwert  A  in  jenem 


1)  Man  vergleiche  die  allgemeine  Definition  einer  abg 
menge,  Kap.  1,  §  8,  welche  den  vorliegenden  Fall  uinfaCt. 

2)  W egeu  der  Definition  eines  Kontinuums  vergleiche 


eschlossenen  Punkt- 
man  Kap.  5,  §  2. 


§  2.  Stetigkeit;  regulare  Kurveu  und  der  Bereich  S. 


Punkte  an,  wenn 
Bereichs 


bei  Beschrankung  vou  (x,  y)  auf  iunere  Bunkte 
lim  f{%,%y)  =  A 

.  x  =  a,  y  =  t>  » 
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des  ‘  • 


Dieser  Begriff  des  Randwerts  ist  mit  einer  uaeb  der  Dirichlet- 
scben  Anffassung  einer  Funktion  moglichen  Erklarung  von  f  ( x ,  y)  m 
eineni  Randpunkte  nicht  zu  veiwechseln. 

Es  kann  vorkommen,  daB  ein  Bereich  S  von  mekreren  Seiten 
her  an  einen  Randpunkt  heranreicht.  Man  denke  etwa  an  so  vie!  des 
AuBeren  der  Kurve  r  =  a  cos  30,  wie  im  Kreise  r  =  2a  liegt.  In 
einem  solchen  Falle  wird  man  einen  kleinen  Kreis  um  den  betreffen- 
den  Randpunkt  legen  und  dann  die  verscliiedenen  Stucke  fur  sich  be- 
trachten,  welche  durch  den  Kreis  aus  dem  Bereich  geschnitten  werden. 
Jedem  Stuck  wird  im  aUgemeinen  ein  verschiedener  Randwert  ent- 
sprechen. 

Unter  einer  stetigen  Folge  von  Randicerten  versteht  man  solche. 
welche  eine  stetige  Funktion  des  Parameters  t  bilden,  durch  welchen 
sich  die  Randkurve  parametrisch  ausdriicken  laBt. 

Es  ist  sofort  evident,  daB  eine  im  Innern  eines  Bereichs  S  stetige 
Funktion  f(x,  y ),  welche  sich  einer  stetigen  Folge  von  Randwerten 
stetig  anschlieBt  und  auBerdem  in  den  Randpunkten  so  definiert  ist, 
daB  sie  dort  mit  diesen  Randwerten  ubereinstimmt,  auch  im  ab- 
geschlossenen  Bereich  stetig  ausfallt.  Man  kann  indessen  weiter  gehen 
und  den  Satz  aussprechen: 

Satz.1)  Nimmt  die  Funktion  f(oc,  y)  in  jedem  Randpunkte  eines 
Rereichs  S,  der  obigen  Definition  gemdft,  einen  Randwert  an,  so  bit  den 
diese  Randwerte  eine  stetige  Folge. 

Ist  f{x,  y)  aufierdem  im  Innern  von  S  stetig  und  wird  f(x,  y)  am 
Rande  gleicli  den  Randwerten  gesetzt,  so  ist  f\x,  y)  im  abgeschlosseifrn 
Bereiche*S  stetig. 


In  dei  Tat  sei  R  :  (a,  b )  ein  Randpunkt  und  U  der  entsprecliende 
Randwert.  Dann  wird  einem  beliebig  vorgegebenen  positiven  s  ein 
positives  d  zuzuordnen  sein,  dergestalt  daB 


1 1  u.  f(x’  y)~u  < £ 

bleibt,  wenn  nur 

x  —  a  |  <  d,  |  y  —  b  \  <  6,  0  <  !  x  —  a  \  +  |  y  —  b 

sind,  und  (x,  y)  zugleich  ein  Punkt  der  betreffenden  Umgebung  ist 
1)  Painleve,  Toulouse  Annates,  2,  (1888),  p.  B.  20. 
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1,  2.  Uber  reelle  Funktionen  mehrerer  reellen  Veranderlicben. 
ist  nun  P' :  (a',  ?/)  ein  zweiter  Punkt  des  Randes,  wofiir 

\a'~  a\<d,  \b'-b\<  6, 

und  Wt  man  den  Punkt  (x,  y),  stets  in  der  bewuBten  Umgebung  des 
Punktes  P  bleibend,  an  P'  beranriicken,  so  niibert  sicb  /  (x,  y )  dabei 
dem  Randwerte  U'.  Andererseits  scblieBt  man  aus  der  ersten  obiger 
Ungleicbungen,  daB 

|  U'-U 

ist,  und  biermit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Nimmt  f  (x ,  y )  in  jedeni  Randpunkte  von  S  einen  Randwert  an, 
so  sagt  man  auch,  f{cc,y)  sei  stetig  am  Bande. 

Der  n-dimensionale  Baum.  Die  auf  Funktionen  emer  Variabelen 
beziiglicben  Stetigkeitsdefinitionen  und  -satze  lassen  sicb  auf  Funktionen 
mehrerer  Variabelen  iibertragen,  indem  man  bloB  das  Wort  Intervall 
durck  JBereich  ersetzt.  Aucb  werden  die  Beweise  in'ahnlicher  Weise 
gefiibrt,  indem  man  die  Ebene  oder  den  Raum  in  ein  Quadrat- 
resp.  Wiirfelnetz  zerlegt. 

Auf  einen  Punkt  miissen  wir  dabei  docb  noch  etwas  naber  ein- 
geben.  Ist  niimlich  die  Anzahl  der  unabkiingigen  Veranderlicben  bloB 
auf  zwei  .  oder  drei  besebrankt,  so  leistet  unsere  geometrisebe  An- 
schauung  die  Mittel  zu  einer  einfacben  Vorstellung  des  Spielraumes 
fiir  die  betretfenden  Wertsjsteme.  Diese  Mittel  versagen  indessen, 
falls  jene  Anzahl  groBer  als  drei  ist,  und  man  wird  dann  auf  rein 
arithmetiseke  Bedingungen  angewiesen.  So  konnte  beispielsweise  in 
einem  bestimmten  Problem  besagter  Spielraum  solche  Wertsjsteme 
(x,  y,  z,  t )  umfassen,  wofiir 

x2  "F  V'2  "P  ^2  ^  ^ 

ist.  Nun  bilden  die  Punkte  (#,  y)  der  Ebene,  wofiir  t 

x%  +  y2  <  1 

ist,  das  Innere  eines  Kreises:  x2-\-y2  =  1,  und  ebenso  machen  die 
Punkte  des  Raumes,  wofiir 

x2  +  y2  +  £2  <  1 

ist,  das  Innere  einer  Kugel:  x2  +  y1  +  £2  =  1  aus.  Im  AnscbluB  an 
diese  geometriseben  Vorstellungen  ist  es  bequem,  sicb  aucb  im  voi 
liegenden  Falle  das  Wertsystem  (x,y,z,t)  als  einen  Punkt  eines 
vierdimensionalen  Raumes  zu  denken  und  die  Gesamtbeit  dei  1  unkte 


§  3.  Der  Mittelwertsatz. 
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Or,  y,  *,  0;  wofUr 


x 


2+?/2+02+  £2<  1 


ist,  als  das  Iunere  der  vierdimensionalen 
aufzufassen,  wobei  sieh  dann  die  Begiiiie 


Kugel  x2  +  y2  +  z~  +  f  —  1 
:  Bereich,  Randpunkt,  Um- 


gebung,  scbon  Ton  selbst  iibertragen. 

Und  so  werden  wir  uns  denn  allgemein  der  Metapber  ernes 
w-dimensionalen  Raumes  und  eines  in  demselben  gelegenen  Bereiches 
bedienen,  in  welch  letzterem  unsere  Funktion  definiert  wird.  Das 
feste  Fundament,  worauf  sicli  alles  in  der  letzten  Tnstanz  griindet, 
bilden  allerdings  arithmetische  Festlegungen,  immerhin  bewahrt  sich 
jene  Metapber,  denn  durch  sie  wird  docb  nocb  etwas  von  dem  P  or¬ 
ted  der  geometrischen  Anscbauung  gerettet,  und  wenn  das  auch  nui 
schlieBlich  in  einer  gewissen  Analogie  besteht. 


Aufgabe.  Ist  f(x,  y)  im  Innern  eines  Bereichs  S  gleichmafiig 
stetig,  so  ist  f  (x,  y )  aucb  am  Rande  von  S  stetig. 


§  3.  Der  Mittelwertsatz. 

Die  Funktion  f(x,  y)  sei  in  einem  Bereich  S  eindeutig  erklart 
und  babe  in  jedem  inneren  Punkte  von  S  partielle  Ableitungen1) 

of  r  /  N  df  r  /  x 

dx~f*(x’y^'  dy  ~~  y)  ’ 

Seien  (xQ,  y0 ),  (x0  -f  h,  y0  +  k)  zwei  innere  Punkte  von  S,  docb  sollen 
h,  k  so  gewiiblt  werden,  daB  das  Recbteck,  dessen  Ecken  sicb  in  den 
vier  Punkten  ( x0  +  h,  y0  +  k)  betinden,  ganz  innerbalb  S  liegt.  Man 
bilde  nun  den  Ausdruck 


f(jQ  +  h,  yQ  +  k)  f  (^0,  y0 )  —  f  (x0  -f  h,  yQ  -(-  k)  —  f  (#0,  y0  +  k)» 

+  f  Oo>  Vo  +  k)—  f{cc o,  yQ) , 

und  wende  den  Mittelwertsatz  von  Kap.  1 ,  §  6  sukzessive  auf  die 
beiden  Differenzen  rechter  Hand  an.  So  kommt: 

(1)  f  (^o  +  h,  Vo  +  k)  -  f(x0,  y0)  1 0  <  6  <  1 , 

=  hfx(xo  +  Oh,  y0  +  h)  +  kfy(xQ,  y0  +  0'k)  ,  1 0  <  O'  <  1 . 

Hiermit  baben  wir  eine  Form  des  Mittelwertsatzes  fur  eine  Funktion 


1)  Es  sei  nock  einmal  an  die  Verabredung  erinnert,  unter  einer 
•chlechtweg  einen  eigentlichen  Grenzwert  zu  verstehen;  vgl.  Kap.  1,  §  5. 
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T’  2'  ^ber  reelle  Funktionen  mehrerer  reellen  Veriinderlichen. 


zwe'er  Variabelen  erhalten,  and  zwar  ohne  die  Stetigkeit  der  partieUen 
Ableitungen  vorauszusetzen. x) 

Aus  der  bloBen  Existenz  .einer  Ableitung  einer  Funktion  fix') 
emer  .emzigen  Variabelen  in  einen^Punkte  ging  bereits  die  Stetigkeit 
von  /  (x)  daselbst  Fervor,  vgl.  Kap.  1,  §5,  Ende.  Der  entsprechende 
batz  fur  Funktionen  mehrerer  Variabeln  ist  dagegen  nicht  richtig 
wie  das  Beispiel  zeigt: 


f(*>  =  »<  :*  +  »!;  f( o,  0)-0. 

Setzt  man  aber  auBerdem  noch  voraus,  daB  die  partieUen  Ableitungen 
in  der  Umgebung  des  betreffenden  Punktes  endlich  bleiben,  d.  h.  daB 
es  eine  positive  Konstante  G  gibt,  derart  daB  fiir  jeden  Punkt  (xr  y ) 
dieser  Nachbarschaft 


I fx(x>  y)  1  <  G,  |  fy(%,  y)\<  G 

J  t, 

ist,  so  wird  der  h  unktion  damit  die  Stetigkeit  auferzwungen,  wie 
man  aus  dem  Mittehvertsatz  (1)  sofort  erkennt.  Wenn  insbesondere 
fx(x>  y)>  fy(x>  y)  innerhalb  eines  Bereiches  S  stetig  sind,  so  sind  sie 
damit  auch  in  jedem  innerhalb  S  befindlichen  abgeschlossenen  Be- 
reiche  S'  endlich,  woraus  man  also  auf  die  Stetigkeit  von  fix ,  y) 
innerhalb  S  schlieBen  kann. 

Durch  den  Mittelwertsatz  beweist  man  bekanntlich  unter  der 
Voraussetzung  der  Stetigkeit  aUer  in  Betracht  kommenden  partieUen 
Ableitungen  die  Formel 

( 9 ) 

^  '  dr  d x  dr  '  dy  dr  ’ 

wo 

*  =  f(x,  y), 

X  =  (p  (r,  s),  y  =  Xp  (r,  s) 
ist.  Hiingen  insbesondere  ep,  nur  von  r  ab,  so  ist 

v  dz :  dz  dx  dz  dy 

dr  dx  dr  '  dy  dr 

Im  Falle,  daB  die  partieUen  Ableitungen  fx(x,  y),  fy{x,y )  innerhalb  S 
stetig  sind,  kann  man  dem  Mittelwertsatze  eine  symmetriscke,  dem 
Grediichtnisse  leicht  einzupragende  Form  geben,  indem  man  unter 

1)  Cauchy,  Resume  des  lemons  donnees  a  Vecole  poly  technique  sur  le  calcul 
infinitesimal  (1823),  S.  33. 


§  o.  Der  Mittelwertsatz. 
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Beibehaltung  der  friiheren  Voraussetzungen  bezuglich  der  Punkte 
(*0,  y0),  (*o  +  A,  ft  +  *)  den  Ausdruck 

/‘(#o  +  t/o  +  tty  ~  f  (xo>  Vo) 

• 

bildet  und  denselben  dann  als  eine  Funktion  der  einen  "Vaiiabelen  t 
betrachtet.  Bezeichnet  man  ibn  mit  <£(t),  so  ist  nach  dem  Mittel- 
wertsatze  von  Kap.  1,  §  0 

0(1)  -  0(0)  =  &\e),  0<0<l, 

und  man  gelangt  somit  zur  symmetriscben  Formel: 

(4)  /  (x0  +  h,  y0  +  k)  —  f  (x oj  Vo) 

=  hfx(Xo  4”  Oh,  Vo  +  Ok)  4-  kfy(x{ o  +  Oh,  y0  -1-  Ok),  0  <C  0  <C  1. 

Zur  Begriindung  dieser  Forme]  geniigt,  wie  man  sieht,  die  Stetig- 
keit  der  beiden  Ableitungen  von  f(x,y)  in  einem  Streifen,  welcher 
die  die  beiden  Punkte  ( x0 ,  y0),  (x0+h,  y0-\-k}  verbindende  Strecke 
im  Innern  enthalt. 

\ 

Satz.  Ist  die  Funktion 

z  =f(x,  y) 


aa- 


in  jedem  innern  Punkte  eines  Bereichs  S  eindeutig  erkldrt  und  _ 

selhst  mit  beiden  partiellen  Ableitungen  ersier  Ordnung  versehen;  ver- 
schwinden  ferner  diese  Ableitungen  in 
jedem  innern  Punkte  von  S: 


fi-o, 

ox 


dz 

dy 


0, 


so  ist  f  (x,  y)  im  Innern  des  ganzen 
Bereichs  S  eine  Konstante. 

beien  (a,  b),  (X,  ir)  irgend 
zwei  innere  Punkte  von  S.  Man 
verbinde  diese  Punkte  durcli  ein  re- 
gu litres  Kurvenstiick  C : 

x==<p(t),  V  =  M>(t),  t0£t^t1} 

und  verfolge  den  Wert  von  f(x,  y)  langs  C.  Hierbei  ist 

«,(()] 

nine  stetige  Funktion  von  t,  deren  Ableitung  identisch  verschwindet: 

(tz  dz  ..  7)  z 

dt  ~  dx  V  (*)  +  ^(0  =  0 . 
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Darum  hat  fix,  y)  in  alien  Pnnkten  von  C  denselben  Wert;  insbe- 
sondere  ist  also 

f(a,  b)  =  f(X,  Y ). 

Nun  war  aber  (X,  Ir)  eiu  beliebiger  innerer  Punkt  von  S,  und  hier- 
mit  ist  der  Satz  bewiesen.1) 

Aufgabe  1:  Man  integriere  die  partielle  Differentialgleichuncr 

^  A  O  O 

du 


ox 


=  f(%,  y), 


wo  fix,  y )  in  einem  Bereich  S  stetig  ist,  vermoge  Quadraturen.  Da- 
bei  beschranke  man  sick  auf  den  Fall,  daB  die  Randkurve  einfach  ist 
und  nur  in  einer  endlichen  Anzalil  von  Punkten  und  Strecken  eine  mit 
der  rr-Achse  parallele  Tangente  besitzt. 

Aufgabe  2.  Sei  fix)  eine  im  Intervalle  a  <i  x  <^b  stetige  Funk- 
tion,  welche  im  Innern  des  Intervalls,  a  <  x  <  b,  nu'r  positive  Werte 
annimmt.  Der  Bereich  S  bestehe  aus  den  Punkten  fx,  y),  wofiir 

a  x<ib,  0  <Ly  fix) 


ist.  Eine  Funktion  F  (x,  y)  moge  im  Innern  von  S  eindeutig  erklart 
und  mit  stetigen  Ableitungen  erster  Ordnung  ausgestattet  sein,  welche 
auBerdem  in  S  endlich  sind.  Dann  nimmt  F(x,  y)  in  jedem  Rand- 
punkte  von  S  einen  Randwert  an. 

Aufgabe  3.  Sei  f(x,  y)  im  Innern  eines  Bereichs  S  mit  stetigen 
Ableitungen  erster  Ordnung  ausgestattet,  welche  dort  auch  endlich 
bleiben.  Man  zeige,  daB  fix,  y)  dann  am  Rande  stetig  ist. 


Wir  schlieBen  diesen  Paragraphs  mit  einem  allgemeinen  Satze 
betretfend  die  Ableitung  einer  Funktion  am  Rande  ihres  Definitions- 

bereichs.  l 

Satz.  Sei  Fix,  y)  im  Innern  und  am  Rande  eines  Bereiches  S 
stetig  und  im  Innern  von  S  mit  stetigen  Ableitungen  erster  Ordnung 
versehen,  ivelche  aufcrdem  am  Rande  stetig  bleiben  mogen.  Sei  L: 


X  =  (f  (s),  ?/  =  !/>  (s) 

ein  beliebiges  in  S  gelegenes  reguldres  Kurvenstiick,  wobei  s  die  Bogen- 

1)  Der  im  Serretscken  Lehrbuche  fiber  .entif ’ 

gegebene,  auf  eine  einmalige  Anwendung  des  i  e  wer^sa^z  ^  Me  ^  ^ 
oder  (2)  sich  stiitzende  Beweis  dieses  Satzeo  reic 
durch  beigesetzte  Figur  angedeutet  ist. 


§  4.  Implizite  Funktionen.  oy 

lange  desselben  bedeutet.  Dam  gilt  allgemein  die  Formel: 

'  -4- Fty  (s),  il>  (5)]  =  F<c  (p '(«)  +  Fy  t\s) . 

1st  x0=rp(s0),  y0=<Kso)  ein  innerer  Punkt  von  Sf  80  snh*um- 
miert  sick  der  Satz  direkt  unter  Formel  (3).  Aucli  fur  den  Fall 

eines  Randpunktes,  der  nur  keine  Ecke  ist,  bleibt  der  Beweis  im 
wesentlichen  ungeandert.  1st  namlick  die  Tangente  der  Randkurve 
in  (x0,  y0)  mit  keiner  der  Koordinatenachsen  parallel,  so  kann  man 
sich  der  Zerlegung  (1)  oder  der  entsprechenden  bedienen,  welcke 
durcli  Vertauscliung  von  x  mit  y  und  zugleich  von  h  mit  /.'  entsteht: 

A F  =  AxFx(x0  +  6  Ax,  y0  -f  Ay)  +  AyFy(x0,  y0  +  0  Ay) 


resp. 

AF  =  A xFx(x0  +  0,  Ax,  y0)  +  AyFy(x0  +  Ax,  y0  +  0/ Ay) , 

woraus  sich  danu  der  Satz  sofort  ergibt.  Letzterer  Ausnahmefall  wird 
nun  durch  eine  Yerdrehung  der  Achsen  durch  einen  spitzen  Winkel 
beseitigt. 

Es  bleibt  nur  nock  der  Fall  eiuer  Ecke  iibrig.  Da  es  nun 
keine  zweite  Ecke  in  der  Nalie  der  ersten  geben  kann,  also  aucli 
keinen  zweiten  Runkt,  wofiir  der  Satz  noch  nicht  feststeht,  so  kann 
man  den  Mittelwertsatz  fur  eine  Yariabele  direkt  auf  die  Diflerenz  AF 
an  wend  en: 


AF  —  I  | ( p(s0  +  As),  xp(s0  +  As)]  —  ^[gpfsg),  ik(s0) 
=  A s { Fx  (p  +  Fy 


also  ist  aucli  hier 


.  A  F 

hm  As'=F*y'FFyV, 


und  der  Beweis  ist  somit  vollstandig  erbracht. 

Der  Satz  gilt  offenbar  aucli  fur  eine  regular  e  Kurve  L,  so  fern 
man  in  einer  Ecke  derselben  die  vorwdrts  resp.  ruchcdrts  genommenen 

Ableitungen  an  Stelle  der  in  der  Aussage  des  Satzes  auftretenden  Ab- 
leitungcn  versteht. 


§  4.  Implizite  Funktionen. 

Gleich  zu  Aiifang  der  Differentialrechnnng  wird  die  Aufoabe  be- 

haadelt,  erne  Funkt.on  y  nach  *  zu  differentiieren,  welcke  implizite 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form 


60  1,  2.  fiber  reelle  Funktionen  mehrerer  reellen  Veranderlichen. 

(!)  F(x,  y)  =  0 

gegeben  ist.  Man  soli  z.  B.  die  Tangentenrichtung  der  Kurve 

a:3  +  ys  -f  2x  +  3y  =  0 

ermiifeln.  Die  Losung  besteht  darin,  dab  man  beiderseits  nach  x 
differentiiert  und  aos  der  dadurcb  erhaltenen  Gleicbuno-: 

8^*  + 8^  +  8  +  821-0, 

dyjdx  bestimmt.  Sehen  wir  niiber  zu,  was  da  eigentlich  gemacbt 
wurde,  so  zeigt  sicb,  dab  die  Existenz  einer  Ableitung  gar  nicht  be- 
wiesen,  vielmebr  von  vornberein  stillscbweigend  vorausgesetzt  wurde; 
unter  dieser  Annabme  ist  die  Ableitung  blob  ausgewertet  worden. 

O  o 

Ein  bekanntes  Verfabren,  die  Funktion 


y  =  xn 

zu  differentiieren,  wo  n  =  p/q  ein  positiver  Brucb  ist,  leidet  aucb  an 
demselben  Mangel.  Man  formt  namlicb  die  Gleicbung,  wie  folgt,  um: 


y'1  =  xp 


und  differentiiert  dann  beiderseits  nacb  x. 

In  diesen  beiden  Fallen  stebt  docb  wenigstens  die  Existenz  der 
Funktion  test.  Man  wendet  aber  dasselbe  Differentiationsverfabren  oft 
an,  wo  selbst  die  Moglicbkeit,  die  Gleichung  (1)  nacb  y  aufzuldsen, 
nicbt  einmal  dargetan  ist;  z.  B. 

yec  —  x  cos  y  =  0. 


Wir  seben  also,  dab  es  sicb  bei  den  impliziten  Funktionen  vor 
allem  um  zwei  prinzipielle  Fragen  bandelt:  a)  V\  ird  durch  die  vor- 
gelegte  Gleicbung  iiberbaupt  eine  Funktion  definiert?  b)(  Hat  die 
Funktion,  sofern  sie  vorhanden  ist,  eine  Ableitung?  Kann  man  auf 
diese  beiden  Fragen  erst  eine  bejabende  Antwort  geben,  so  reichen 
dann  allerdings  die  bekannten  Metboden  der  Differentialrechnung  zur 
Auswertung  der  Ableitung  in  der  Praxis  hin. 

Eine  binreicbende  Bedingung  fur  die  Existenz  der  Funktion, 
sowie  der  Ableitung  ist  zuerst  von  Caucby1)  fur  den  speziellen  Fall 
gegeben  worden,  dab  sicb  F(x,  y)  in  eine  Taylorsche  Reike  entwickeln 


1)  Turiner  Abhandlung  vom  Jahre  1831  =  Exercises  d' analyse  Bd  2  (1841) 
;  ’  bierviber  finden  sicb  in  der  EnzyTclopadte , 
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Literaturangaben 


§  4.  Implizite  Funktionen.  Di 

lafit  Dini1)  hat  dann  spater  den  Cauchyscken  Satz  auf  allgemeine 
Funktionen  ausgedehnt  und  zugleich  den  auf  Potenzreihen  basierenden 
Cauchyschen  Beweis  durch  einen  einfacheren  ersetzt. 

Exi  stenztheorem.  Sei  • 

F(u,  x,  y,  ■  ■  ■) 


eine  in  der  Uwigebung  (A.)  der  Stelle  (w07  x0,  y0,  •)• 

u  —  u0\<  A,  \x  —  x0\<A,  y  —  y 0|<-4,  •••; 

eindeutige  stetige  Funktwn  dcr  n  1  Argumente  u,  x ,  y ,  •>  welche  in 

diesem  Punkte  verschwindet: 


/■  (w0?  Xq}  y0,  •  •  •) 

and  in  jedem  Punkte  von  (A)  stetige  partielle  Ableitungen  erster  Ord- 
nung  besitzt2);  sei  ferner 


dF 

dn  j(i/0,  a*0.  #/0,  .  .  -) 


Fu(u  Of 


%o>  Vo,  •  •  •)  +  °- 


Dann  gibt  es  eine  in  einem  Bereiche 


x  —  x0  <  h ,  y  —  y0  J  <  h ,  •  •  • ;  h>  0 , 
eindeutige  stetige  Function 

u  =  g  (pc,  y,  ■  ■  ■), 

ivelehe  im  Punkte  (x0,  y0,  •  •  •)  den  Wert  u0  annimmt:  uQ  =  (p  (x0,  yQ,  ■  ■  •) 
und,  in  F (u,  x,y,  •  •  •)  eingetragen,  diese  Funktwn  identisch  zum  Ver- 
schwinden  bringt: 

F(ep(x,  y,  •  •  •),  x,  y,  •  •  •)  ==  0. 

Durch  die  Funktion  u  =  cp  (x,  y,  •  •  •)  weir  den  au/ierdem  alle  die- 
jenigen  in  einer  bestimmten  Nachbarschaft  der  Stelle  (u0,  x0,  y0,  •  •  .) 
gelegenen  Punkte  (u,  x,  y,  •  •  •  )  erschopft, ,  in  welclien  F  (u ,  x,  y,  •  •  •)  vcr- 
schwindet. 


1)  Dim,  Analisi  mfinitesimale  1,  S.  162  (lith.)  Pisa  1877/78; 
nocchi,  Calcolo  diffcrenziale ,  Turin  1884,  Nr.  no  — 123  (deutsche 
von  Bohl m an n  und  Sckepp,  Leipzig  1899). 


Peano-Ge- 

Pbersetzung 


M1  1  Able'tungen  braucht  man  nicht  so  viel  zu  verlangen.  So 
„em.gt  beispielswe.se  sum  Beweise  des  ersten  Tells  des  Satzes  bloC  die  Kxisteuz 

]e, be  w  ’l!ltiU“K k “  ”ebSt  d“  Aul,illlme’  daft  dieselbe  stets  positiv  (ne-ativi 
bleilie  W.r  token  die  Pormnlierung  des  Textcs  deshalb  gewilh  t  well  s.e  si  d, 

dem  Gedachtmsse  leichter  einpriigt  und  tiir  die  Praxis  aucb  ausre’ilt 


6*^  2-  ^er  reebe  Funktionen  mehrerer  reellen  Veranderlichen. 

Die  Funktion  u  =  <p  {x,  y,  •  •  •)  besitzt  stetige  partielle  Ableitungen 
erster  Ordnung ,  welche  nach  dem  geicohnlichen  Verfahren  der  Differen- 
tialrechnung  erlialten  werden: 

c  u 

Tx^-Fu’  usw- 


Wir  fiihren  den  Beweis  bloB  fur  den  Fall  n=  1;  die  Verallge- 
meinerung  des  Beweises  bietet  dann  keine  Schwierigkeit.  Der  Be- 
reicb  (A.)  bestebt  bier  aus  dem  Innern  eines  Quadrats,  dessen  Ecken 


in  den  vier  Punkten 

( uo  ±  -A*  ^'o  i  A) 

liegen.1)  Da  Fu  (u,  x)'m(A)  stetig 
ist  und  im  Punkte  (w0,  x 0)  niebt 
versebwindet,  so  kann  man  einen 
abgeseblossenen  in  (A)  gelegenen 
Bereicb  (A/): 

I  u  ~  Ho !  <  A',  x  —  x0  |  <  A', 

0  <  A' <  A, 


so  bestimmen,  daB  Fu(u,  x)  nirgends  in  (A')  verschwindet.  Der  Be¬ 
weis  gliedert  sicb  nun,  wie  folgt.  Wir  nebmen  an,  daB 


Fu(u0,  x0)  >  0 

sei,  —  der  entgegengesetzte  Fall  wird  ja  durcb  die  Transformation 
F(u,  x)  —  —  F  (u,  x)  auf  diesen  zuruckgefiihrt,  —  und  zeigen 

a)  daB 

F(u0  +  A',  x0)  >  0,  F(u0  -  A',  xo)<0 
ist; 

b)  daB  es  ein  Intervall 

x0  —  h<x<x 0  +  h ,  h  >  0 , 

gibt,  in  welcbem  durcb weg 

F(u0  +  A',  x)  >  0,  F Oo  -  A',  x)  <  0 

bleibt.  —  Alsdann  riebten  wir  unser  Augenmerk  auf  das  Recbteck, 


1)  Entge^en  dem  gewohnlichen  Brauehe  in  der  analytischen  Geometrie 
tragen  wir  hier  die  erste  Variabele  des  GroBenpaares  (u,  x)  als  Ordinate,  d 
zweite  als  Abszisse  auf. 


§  4.  Implizite  Funktionen.  03 

dessen  Ecken  in  den  vier  Punkten  (w0  +  A',  xQ  +  h)  liegen,  und  be- 
weisen, 

c)  daB  es  auf  jeder  Geraden  sc  =  x\  welclie  dieses  Rechteck 
(lurch  setzt: 

x0  —  h  <C  x  <C  x0  Ah, 

einen,  aber  auch  nur  einen  im  Rechteck  gelegenen  Punkt  (u ,  x )  gibt, 
in  welchem  F(u,  x)  verschwindet: 

F(uk  x)  =  0. 

Damit  ist  zunachst  die  Existenz  einer  eindeutigen  Funktion 


u  =  (p  (x),  Xq  —  /(  <  x  <  Xq  A  h, 
dargetan,  welche  die  Gleichung 

•  F  ( u ,  x)  =  0 


lost  und  zugleich  alle  in  der  Umgebung  der  Stelle  ( u0 ,  x0 )  gelegenen 
Punkte  {u,  x)  erschopft,  welche  die  Funktion  F(u,  x)  zum  Verschwin- 
den  bringen. 

ad  a)  Verfolgen  wir  die  Funktion  F (u,  x)  langs  der  Geraden 
x  =  xQ,  so  haben  wir  es  mit  einer  Funktion  einer  einzigen  Variabelen  u, 


1  (?G  'G))  > 

zu  tun,  welche  im  Intervalle  u0  —  A' u  <  w0  A  A'  stetig  ist  und 
eme  positive  Ableitung  daselbst  besitzt.  DemgemaB  wachst  F(u,  x0) 
bestiindig  mit  u,  vgl.  Kap.  1,  §  6,  Aufgabe  3,  und  da  die  Funktion 
iiberdies  im  Punkte  u0  verschwindet,  so  ist  die  Richtigkeit  der  Be- 
hauptung  hiermit  erwiesen. 

ad  U)  Verfolgen  wir  jetzt  die  Funktion  F(u,  x)  langs  der  Ge¬ 
raden  u  =  w0  +  A',  so  haben  wir  es  mit  einer  stetigen  Funktion  einer 
Variabelen  x, 

F(u0  +  A',  x), 

zu  tun  die  „n  Punkte  x0  positiv  ist.  Aus  der  Definition  der  Steticr- 
keit  gelit  dann  hervor,  daB  es  ein  Intervall  x0-h1<X<x  A  h 

’/i  1  f  F(r° + -1; *> iioch  ^ 

p.  1,  §  4,  Aufg.  6.  Ebenso  gibt  es  ein  Intervall  -  F  <x<x  Ah 
2>0  welchem  F{%  -  A’,  ,)  negativ  bleibt.  °  Man  b  aucht  ,  it’ 
‘  nUr  ^  <ll<!  tWe  positiven  GrbBeu  hu  /,2  zuttmem 


b4  1,  2.  Uber  reelle  Funktionen  mehrerer  reellen  Yerilnderlichen. 

ad  c)  Verfolgen  wir  endlich  die  Fupktion  F(u,  x)  langs  der 
eraden  x  x ,  wo  xQ  h  <;  x  <C  h  list,  so  haben  wir  es  mit 
emer  im  Intervalle  w0  -  A' <  ur<  u0  -f  A' 1  stetigen  Funktion  von  u, 

F(%h  O, 

zu  tun,  welche  in  dem  einen  Endpunkte  des  Intervalls  positiv,  im 
anderen  negativ  ist: 

F  (Mo  +  A  >  %')  >  0,  '  F(u0  —  A',  x)  <  0. 

Nach  dem  3.  Satze  von  Kap.  1,  §  4  muB  F(it,xrs)  dann  den  Zwischen- 
weit  0  mindestens  emmal  annebnien.  Wiirde  F(u,  x'')  aber  in  zwei 
\  erscbiedenen  Punkten  ul<Cu2  dieses  Intervalls  verscbwinden,  so 
miiBte  nacb  dem  Rolleschen  Satze  Fu{u,  x)  fiir  einen  mittleren  Wert 
wi  U  <i  u2  verscbwinden,  was  zu  einem  Widersprucb  fiihrt. 

Die  eindeutige  Funktion  u  =  tp  (x),  deren  Existenz  nunmehr  fest- 
stebt  und  welcbe  die  Gleichung  F(u,  x)  =  0  lost,  ist  ferner  im  Inter¬ 
valle  x0  —  h  <  x  <  x0  -f  h  stetig.  Das  wollen  wir  zunachst  bloB  fiir 
den  einen  Punkt  x0  zeigen.  Der  Beweis  gelingt  uns  in  auBerordent- 
lich  einfacber  Weise,  indem  wir  uns  uberlegen,  daB  die  ganze  bis- 
berige  SchluB weise  fiir  jeden  kleineren  Bereicb  ( A "): 

u  —  n0  j  ^  A",  |  #  —  xq  I  <  A",  0  <  A"  <  A',  . 

in  Kraft  bleibt.  Hiernacli  konnen  wir  der  beliebig  kleinen  positiven 
GroBe  s  =  A"  ein  Recbteck,  dessen  Ecken  in  den  vier  Punkten 
(u0  +  A",  xQ  +  h"),  0  </a"<7j,  liegen,  in  der  Weise  zuordnen,  daB 
die  Funktion  F(u ,  x)  in  einem  innerbalb  des  Recbtecks  gelegenen 
Punkte  (u',  x')  der  Geraden  xl=  x',  x0  —  h"  <  x'  <  x0  -j-  Ji”,  ver- 
scbwindet.  Da  nun  die  Formel  u  =  cp(x)  alle  Punkte  von  (A)  er- 
schopft,  in  welcben  F(u ,  x )  verscbwindet,  so  muB  eben  u  =cp(x) 
sein,  und  (p  (x)  erweist  sicb  somit  im  Punkte  x0  als  stetig. 

Jetzt  sei  x  ein  beliebiger  Punkt  des  Intervalls  x0  h  <C  x  <C  x0  -f-  h, 
und  sei  u  —  cp(x').  Dann  gib t  es  eine  Umgebung  des  Punktes  (u ,  x  ), 
in  welcher  alle  die  Bedingungen  des  Theorems  erfiillt  sind,  wenn  man 
bloB  (it,  Xs)  an  Stelle  von  (it0,  x0)  treten  laBt.  Daber  gel  ten  aucb 
alle  die  bisherigen  Scbliisse,  insbesondere  also  der,  wonacb  sicb  die 
Stetigkeit  von  <p  (x)  im  Punkte  x  ergibt.  Hiermit  ist  die  Stetigkeit 
von  <p(x)  im  Intervalle  xQ  —  h  <  x  <  x0  -p  h  allgemein  bewiesen. 

Es  bleibt  nur  nocb  iibrig,  die  Existenz  der  Ableitung  tp'(x)  nach- 
zuweisen.  Nacb  dem  Mittelwertsatze  ist 
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§  4.  Iruplizite  Funktionen. 


F(u  +  A  u,x  +  Arc)  = 

AuFu(u  +  6Au,x  -f  6  Arc)  +  A  xFx(u  +  0Au,x  +  0  Arc;  —  0, 

wo  V  .  ,  -v 

u  =  (p  (rc) ,  Am  go  (rc  +  Arc;  —  gp  ( x). 

Da*  nun  der  Punkt  (u  +  OAu,x  +  OAx)  im  Bereich  (A')  liegt,  so 
verschwindet  Fu(u  +  0Au,x  +  OAx)  nicht  und  man  hat  also 

Am  <p(rc  +  Arc)  —  qp (rc)  _  +  0  Am, rc  +  Q Arc) 

Arc  Arc  -)-  0  Am,  rc  -j-  OAx) 


LaBt  man  Arc  jetzt  gegen  0  konvergieren,  so  naliert  sich  A u  wegen 
der  Stetigkeit  von  (p  (rc)  auch  dem  \\  erte  0,  und  darum  ist 


lim 

A  a'  =  0 


A  it 

A  ,c 


cp\x)  =  - 


-Fx(m, 
Fu(u,x)  ’ 


Es  sei  nocdi  bemerkt,  daB,  wenn 

0 

^iAwo>  ^0)  Vo>  • )  —  0 

ist,  kein  SchluB  betreffend  die  Existenz  einer  Losung  der  Gleichung 

F(u,  rc,  y,  •••)  =  () 

gezogen  werden  kann,  wie  die  folgenden  Beispiele  zeigen.  Sei  n  =  1, 
u0  =  rr0  =  0. 

«)  Die  Gleichung 

F  (u,  rc)  =  w2  -f-  rc2  =  0 
lafit  weiter  keine  Losung  zu. 

O 

/i)  Die  Gleichung 

F(u,  rc)  =  u*  —  rc2  =  0 

laBt  mehr  als  eine  Losung  zu:  die  beiden  Losungen  u  =  x  und  u  =  —  x 
smd  stetig  und  haben  auch  stetige  Ableitungen.  Doch  sei  auch  auf 
die  Falle  hingewiesen: 


F(u,  rc)  =  w2  -  rc ,  F(u,x)  =  «3  — 


rc. 


7)  Die  Gleichung 

F  («,  rc)  =  («  —  a;)2 

laBt  eine  und  nur  eine  Losung  zu,  und  zwar  ist  dieselbe  stetig  und 
nut  einer  stetigen  Ableitung  versehen. 

Aufgabe  1.  Man  fiihre  den  Beweis  des  Existen/.theorems  an  der 
d.n"l,  ge°metnscher  Vorstellungen  fiir  den  Fall  n-  2,  Fiu,  x,  y) 

Osgood,  Puuktioncutheorie.  1.  2.  Aufl. 
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I*  2-  ^ber  reelle  Funktionen  mehrerer  reellen  Veranderlichen. 

Aafgabe  2.  Man  fiihre  den  Beweis  des  Existenztheorems  rein 
analytisch  fur  den  ailgemeinen  Fall  durch. 

Aufgabe  3.  Man  zeige,  dafi7  wenn  zu  den  Voraussetzungen  des 
Existenztheoremes  noch  die  Existenz  und  Stetigkeit  der  partiellen 
Ableitungen  zweiter  Ordnung  von  F(u,x )  hinzukommt,  die  Funktion 
<p{x)  aucli  eine  stetige  zweite  Ableitung  <p”(x)  zulaBt.  Man  verall- 
gemeinere  diesen  Satz. 


§  5.  Fortsetzung:  Funktionensysteme. 

Aus  dem  Existenztheorem  des  vorhergebenden  Paragraphen  leitet 
man  eine  hinreichende  Bedingung  fiir  die  Auflosung  eines  Systems 
von  Funktionen  naclr  bestimmten  Argumenten  ab.  Sie  lautet  folgen- 
dermafien.1) 

Satz:  Jede  der  Funktionen 


F{ •  •  •  up\  xv  •  ■  •  xn ),  i  1>  *  ■  'Pi 

sei  nebst  alien  ihren  partiellen  Ableitungen  ersier  Ordnung  in  der  Uvn- 
gebung  der  Stelle  (bv  ■  ■  ■  bp ;  av  •  •  -,  an)  stetig  und  verschwinde  dart: 


Fi(K  =  i  =  1»  ’  "  P  > 

wdhrend  die  Jacobische  Determinante 

J-Z+W  dF- 

du,  ,  cu 

i  p 

dort  nicht  verschwindet.  Dann  gilt  es  p  in  der  Umgebung  der  Stelle 
(a  ...  a  )  eindeutige  stetige  mil  stetigen  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  ausgestatlete  Funktionen 

ui  =  •  •  •  xn)>  i=  •  •  -P’ 

welche  in  diesem  Punkte  resp.  die  Werte  bl7...bp  annehmen: 

b i  =  (fi(a1 , .  .  .  an),  i  =  1, .  .  -  P, 

und,  in  jede  der  Funktionen  F,(uu  xn )  eingetragen,  die 

p  Gleichungen 

Ft(u„. . .  «p;  Xu  •  ■  •  x.)  -  °,  -  1»  •  •  -P> 

,)  Wir  aprechen  den  Satz  gleich  allgemein  auz;  der  Le^r  wolle  sicb  zu- 
.Ukchstp-S,  «-l,  2,  3;  p-8,  »-l,  2,  3  gesetzt  denken. 


§  5.  Fortsetzung:  Funktionensysteme. 


gleichzeitig  losen;  dabei  soil  (x1} . .  .  xn)  ein  beliebiger  Punkt  der  he - 
treffenden  U mgebung  des  Punlctes  (alt .  •  .  on)  sexn. 

Burch  die  p  Funktioncn  u{  =  ■  ■  ■  xn)  werden  aufierdem  alle 

diejenigen  in  der  Ndhe  der  Stelle  (blf  .  .  .  hp 5  ax,  .  .  .  (in)  befindlichen 
Wertsysteme  (ul}...up-,  xlf . . .  xn)  erschopft,  in  welchen  die  p  Funk- 
tionen  Ffa, . .  .  up]  xii . . .  xn)  gleichzeitig  verschwinden. 

Die  Funktionen  (pfa _ xn)  besitzen  stetige  Ableitungen  erster 

Ordnung,  welche  nach  den  bekannten  Regeln  der  Bifferentialrechnung 
berechnet  werden. 

Wir  fiihren  den  Beweis  fur  den  Fall  p  =  2,  n  =  1 .  Hierzu 
schreiben  wir  die  beiden  Gleickungen,  die  in  der  Niihe  der  Stelle 
(u0,  v0,  x0)  nach  u,  v  anfzuldsen  sind,  in  der  Form  an: 

(1)  F(ii,  v,  x)  =  0,  0  (u,  v,  x)  =  0. 

Dann  ist 


J  = 


dF 

dF 

cu 

dv 

d<i> 

d$ 

d  it  , 

.  dv 

im  Punkte  ( u0 ,  v0,  x0)  von  0  verschieden.  Wir  wollen  uns  auf  eine 
Umgebung  dieses  Punktes  besckranken,  in  welcher  J  nirgends  ver- 
schwindet.  Geometriscii  bandelt  es  sich  dann  um  den  Beweis,  dab 
der  geometrische  Ort  der  Gleichungen  (1)  aus  einer  durch  den  Punkt 
{%,  v0,  x0)  gebenden  Raumkurve 


u  =  f(x),  v  =  cp(x), 


besteht,  die  in  der  Nake  dieses  Punktes  eine  stetige  Tangente  kat. 

Im  Punkte  (u0)  v0,  x0)  konnen  Fu,  Fv  sicker  nicht  beide  ver- 
sckwinden;  sei  etwa 

•  ^  «(wo>  vo,  ^0 )  4s  G. 


Dann  kann  man  nack  dem  Existenztkeorem  von  §  4  die  Gleickung 

F  (  u }  v  x')  =  0 

in  bezug  auf  u  auf  losen: 

u  =  a(v,x),  «„=  a  (»„*„), 

indem  man  die  Umgebung  der  Stelle  (w0,  „0>  *„)  notigenfalls  noch 

D  fie  Tf  rf  ’  “  K(U’ *’ X)  d0rt  '*gends  verschwindet. 
D  e  fie  am  hmt  der  m  der  Nahe  von  (»0,n0,*0)  gelegenen  Punkte 

FlUe,  ;  “ 'XX  ^  TerSCWindet’  b"det  demnach  eine 


I,  2.  C'ber  reelle  Funktioneu  mehrerer  reellen  Veranderlichen. 

I'ragt  man  diesen  Wert  von  u  in  die  Funktion  $(u,v,x)  ein, 
so  entsteht  eine  Funktion  der  beiden  Argumente  v,  x : 

c 

0(u,  v,  x)  =  ?P(t>,  x ), 

welch e  in  der  Umgebung  der  Stelle  (i>0,  x0)  alle  Stetigkeitsbedingungen 
des  Satzes  von  §  4  erfiillt  und  iiberdies  dort  verschwindet.  Sehen 
wir  zu,  ob  auch 

*Pv(y0,  x{)  )  4=  0 


ist,  damit  wir  die  Gleichuno- 

'  o 


W(v,  x)  =  0 


nach  v  auflosen  konnen.  Tn  der  Tat  ist 


woraus  dann  folgt,  dab 


<p-  =  (p  Cb-  j_  0 

1  "  dv  ^ 

o  + 

“  cv 


.1 


—  7<.  4=  0 


c 


ist,  und  die  Gleichung  (2)  definiert  somit  eine  Funktion 

v  =  cp  (x) ,  v0  =  cp(x0). 

Tragt  man  diesen  Wert  von  v  in. die  Funktion  a(v,x)  ein: 

(0(tp(x),x)  =  f(x), 

so  erhalt  man  nunmehr  ein  Funktionenpaar: 

j  u  =  f{cc) 

\  V  =  Cf  (x), 

welches  die  vorgelegten  Gleichungen  (1 1  in  der  Nahe  dei  Stelle 

(uo>  vo>  Xo)  aufiost.  .  . 

Erhalt  man  aber  auch  auf  diese  Weise  alle  diejemgen  in  der 

Nahe  der  Stelle  (u0,  v(),  x0)  gelegenen  Punkte  (u,  v,x),  welche  die 
Gleichungen  (1)  gleichzeitig  befriedigen?  Dab  dem  in  der  Tat  so  ist, 
ergibt  sich  daraus,  dab  wir  jedesmal,  wo  wir  eine  Gleichung  gelost 
haben,  dem  Hauptsatze  zufolge  eben  samtliche  Losungen  derselben 
gewonnen  haben,  die  es  in  der  betreffenden  Umgebung  gibt. 

Fur  den  Fall  p  =  2,  n  >  1  erfahrt  der  vorstehende  Beweis  keine 
Anderuncr.  Durch  den  Schlub  von  p  auf  p  +  1  kann  man  lhn  ferner- 
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hin  fur  ein  beliebiges  p  beweisen,  indem  man  wiederum  davon  aus- 

geht,  dab  die  p  partiellen  Ableitungen  •  •  •  J^p  nicht  alle  ver' 

schwiuden  konnen,  -  sei  dFJdt^  +  V,  -  und  dann  die  Gleichung 

# 

FJuu  .  . .  it-,  xu...  xn)  =  0 


nacb  auflost.  Tragt  man  hierauf  den  also  bestimmten  Wert  von  ut 
in  die  ubrigen  p-  1  Funktionen  F2,  .  .  .  Fp  ein,  so  hat  man  es  jetzt 
nur  mit  einem  System  von  p  —  1  Funktionen  zu  tun,  und  zwar  mit 
einem  solchen,  wie  eine  kurze  Zwischenrechnung  zeigt,  fui  welches 
der  Satz  bereits  gilt.  Von  hier  ab  schlieBt  man  wieder  genau  so, 
wie  in  deni  bereits  durchgefiihrten  Falle. 

Zum  SchluB  sei  noch  bemerkt,  daB  man  aus  dem  Verschwinden 
der  Jacobischen  Determinante  keinen  SchluB  zielien  kann,  was  man 
wieder,  wie  vorhin,  durch  Beispiele  feststellt. 


§  6.  Umkehrung  eines  Funktionensystems. 

Aus  den  Satzen  der  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  folgert 
man  eine  hinreichende  Bedingung  dafiir,  daB  sicli  ein  System  von 
Funktionen: 

-«p)»  i=l,...p, 

nacli  den  GroBen  uy,  .  .  .  up  auflosen  lasse. 

Satz.  Sei  . .  .  up),  i  =  1,2,... p,  eine  in  der  Umgebung 

der  Stelle  (b17  . .  .  bp)  eindeutige  stetige  mit  stetigen  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  versehene  Function  der  Argumente  ux ,  .  .  up  und  sei  die 
Jacobische  Determ inante 

f _  y  I  ^  e  &P 

—  —  ] — Q —  J  - 

C  W  j  0  tip 

im  Punkte  (bt ,  .  .  .  bp)  von  0  verschieden .  Dann  Id  fit  sick  das  Gleichungs- 
system 


in  der  Ndhe  der  Stelle  .  . .  bp]  au  .  .  .  ap),  wo  «,=  ...b)  ist. 

in  emdeutiger  Weise  nach  u17  .  .  .  up  auflosen: 


Ui  =  ■  ■  ■  xp),  f  =  1, 


P 


Dabei  sind  die  Funktionen  <pt(x „  .  .  .  xp)  stetig  und  haben  stetige  par 
t idle  Ableitungen  erster  Ordnung  in  der  Ndhe  des  Punktes  (a  ,  .  a  ) 
Ini  ubrigen  ist  die  Jacobische  Determinante  j  dieser  Funktionen  in 


I,  2.  Uber  reelle  Funktionen  mehrerer  reellen  Veranderlicken. 
I  nnkte  (a1;  .  .  .  ap)  von  0  vcrschieden  und  mar  ist 


In  der  Tat  brauckt  man  hur 

r 

Fi(Ul>  •  •  •  V>  xu...  xp)  =  <h(uv  ■  ■  •  Up)  -  Zt 

zu  setzen  und  den  Satz  von  §  5  hierauf  anzuwenden.  Durch  direkte 
Auswertung  zeigt  man  dann,  dab  die  Jacobiscbe  Determinante 


j  v  I  d-Vi  d<Pj o 

J  w  —  dxl  ’  '  '  *  dxp 

den  reziproken  Wert  von  J  hat. 

Aus  dem  bloBen  Verschwinden  von  J  im  Punkte  (b1,  .  . .  bj  kann 

man  keinen  SckluB  ziehen;  so  lassen  beispielsweise  die  Gleichungen 

x  =  m3,  y  =  vs 

dock  ausnahmslos  eine  eindeutige  Umkekrung  zu,  trotzdem  J  in  alien 
Punkten  der  Geraden  u  =  0,  sowie  v  =  0  yerschwindet.1) 


§  7.  Abbildung  zweier  Flachen  aufeinander  im  Kleinen.2) 


Im  Innern  eines  Bereickes  S  der  {x,  y)- Ebene  seien  die  Funktionen 
<p  (x,  y),  ip  (z,  y)  eiudeutig  erklart  und  mit  stetigen  Ableitungen  erster 
Ordnuno;  versekeu:  ferner  verschwinde  die  Jacobiscbe  Determinante 

O  7 

in  keinem  Punkte  von  S: 


Setzt  man  dann 

(1) 


<p» 

% 


+  o. 


I  u  =  <p(x,y) 

I  v  =  ip{cc,  y), 


so  wird  jedem  innerem  Punkte  von  S  ein  Punkt  der  ( u ,  w)-:Abene  zu 


1)  Wegen  des  Falles,  wo  J  identisch  verschwindet,  vergleiche  man  Jordan, 

Cours  d’ analyse,  Bd.  1,  2.  Aufl.,  189B,  S.  86. 

2)  In  diesem  Paragrapken  wird  ein  durchaus  element arer  Gegenstand  aus- 

fiilirlich  behandelt,  weleher  in  elementaren  geometnschen  Yorlesungen  haufig 
keinen  Platz  findet,  spater  aber,  als  zu  den  Elementen  gekorend,  nur  flucbtig 
erortert  wird.  Und  dock  sind  sckarfe  Begriffe  hier  von  noten  denn^sowoM  fur 
die  Geometrie  als  fur  die  Analysis  ist  dieser  Gegenstand  von  gro  e  ° 

Dem  Leser  wird  empfoklen,  beim  ersten  Studium  diese  Seiten  nut 
zuarbeiteu,  um  spater  einmal,  nackdem  er  das  Kapitel  uber  Ri«nannsche  Flaxen 

gelesen  kat,  kierauf  zurtickzukommen  und  an  der  Hand  der  h 

fiigung  stekenden  zaklreicken  Beispiele  den  Paragrapken  wieder  durch zunekmen. 
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§  7.  Abbilduug  zweier  Flachen  aufeinander  im  Kleinen. 

ueorduet  Die  Gesamtbeit  dieser  leteteren  Punkte  bilclet  eine  Menge  i. 
1  die  Abbildung  des  Innern  des  Bereiches  8  auf  die  («,  O-Ebene, 
welche  wir  aber  vor  der  Hand  nicht  einmal  ale  emen  zw«dimen- 
sionalen  Bereich  aufzufassen  bereehtigt  Bind.  \  on  prmzipiellei  f  ic  i  ig 
keit  ist  daher  der  folgende 

1  Satz.  1st  (x0,  y0)  ein  inner er  Punlt  von  S  and  (a0,  v0)  dessen 
Bildpunkt  in  der  («,  v)-Ebenc,  so  giU  es-  eine  in  S  gdegme  l  mgebmg  s 
von  (*„,*„)  und  eine  Umgebung  o  von  («„,%> ,  derm  Punkte  durch  die 
Transformation  (1)  eimnder  umkcltrbar  eindeutig  nnd  stetig  zugeordnc 

icerden. 

Briickt  man  die  Transformation  (1)  in  der  aufgelosten  Torm 


|  x  —  (w ,  v  ) 
{  y=  W  0,  v) 


mis,  so  haben  die  eindeutigen  Fault  ionen  fP.  7F  ebenfalls  stetige  Ab- 
leitnngen  erster  Srdnung,  and  dire  Jacobische  Determinants  versclnvindet 
nicht. 

Nur  die  geometrische  Einkleidung  dieses  Satzes  ist  lieu.  Dem 
Inkalt  nacli  deckt  er  sich  vollstandig  mit  dem  Satze  des  vorlier- 
gehenden  Paragraphen,  wenn  man  darin  n  —  p  —  2  setzt. 

Wir  wollen  die  Beschaftenheit  der  Abbildung  einer  kleinen  Um¬ 
gebung  s  des  Punktes  (xQ,  y0 )  naher  untersuchen.  Sind  Ax,  Ay  be- 
liebige  Zuwachse,  die  nur  dem  absoluten  Betrage  nach  eine  passend 
gewalilte  GroBe  h  nielit  iibersteigen,  so  kaun  man  nach  dem  Mittel- 
wertsatze  schreiben : 


Au  =  cpx(x0  +  0  Ax,  y0  -f-  6 Ay)  Ax  +  <py(£0  +  6 Ax,  y0  -f  6 Ay)  Ay 

=  <px(xo>  Vo) A x  +  <py(x oj  y<>)  &y  +  S +  Z'&y, 

wo  g,  g'  wegen  der  Stetigkeit  der  Ableitungen  (pjx,  y),  cpy(x,y)  zu- 
gleich  mit  Ax,  Ay  gegen  0  konvergieren,  und  man  erhiilt  daher  d*ie 
Formel 


(n  | 

wobei 

A  =  9>,Oo>  Vo)> 


Au  =  A  Ax  +  BAy  -f  (£A;z  +  l'  Ay), 

Av  =  CAx  +  D Ay  +  (£Ax  -f  \ Ay), 

B  =  Vy (*o  AJo)>  (%0 >  Vo) >  I*  =  Py (x0 ,yQ), 


ist  und  g,  g',  g,  g'  a  lie  dem  absoluten  Betrage  nach  unter  einer  be 
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.  liebig  klein  zu  wahlenden  positiven  Konstante  f)  bleiben.  Hierbei 

.  }  zuerst  auoen0nimen,  worauf  dann  h  dieser  Wabl  <remab  be- 

stimrat  wird.  * 

Aus  der  Form  der  Gleicbungen  (F)  erhellt,  dab  sich  die  durch 
die  Gleichungen  (1)  definierte  Abbildung  in  der  Umgebung  des  Punktes 
Wo  Vo)  von  der  durch  die  lineare  Transformation 


(2) 


(  du  =  A  Ax  +  BAy 
\  dv  =  C Ax  +  D  Ay 

detimei ten  Abbildung  in  mancher  Beziehung  wenig  unterscheidet. 
Man  kann  die  letztere  als  eine  erste  Annaherung  ansehen  und  als 
soltlie  "\v  ollen  wir  sie  denn  auch  ausbeuten.  Wir  sprechen  zuvorderst 
den  leicht  zu  beweisenden  Satz  aus: 

2.  Satz.  1st  C  eine  beliebige  vom  Punkte  (xQ,  y0)  ausgehende  regu- 
Idre  Kurve  und  bezeichnet  man  mit  r,  F  die  der  Transformation  (1 ) 
bziv.  der  Hit fstrans formation  (2)  entsprechende  Bildkurve ,  so  haben  F 
und  r'  im  Punkte  (u0,  v0)  dieselbe  Tangentenrichtung. 

Aus  diesem  Satze 
ergibt  sich  dann  so- 
fort  der 

3.  Satz.  Sind  C\, 
C2  zwei  von  Punkte 
(x0,  y0)  ausgehende 
Kurven,  F1 ,  /l,  ihre 
Bildkurven  in  bezug 


Fig.  21. 


und  rf,  Ff  dire  Bildkurven  in  bezug 
mit  /3  resp.  (V  den  Winkel,  wetchen  Fx 


auf  die  Transformation  (1), 
auf  (2);  bezeichnet  man  feme r 
mit  r2  resp.  Ff  mit  Ff  im  Punkte  (w0,  v0)  bildet ,  so  ist 

=  11- 

Die  lineare  Hilfstransformation  (2).  Die  lineare  Transformation  (2) 
setzt  sich  bekanntlich  aus  folgenden  Transformationen  zusammen: 

a)  eine  Verdrehung  der  ( x ,  i/)-Ebene  um  den  Koordinatenanfang 
durch  einen  bestimmten  Winkel  <pp. 


|  xx  =  x  cos  <jp,  —  y  sin  (pp 
\  yx  =  X  sin  (pt  -f  y  cos  <px ; 

l»i  zwei  affine  Transformationen: 

|  X.)  =  nx^  j  X  o  =  ^2 

i  Vi  =  !h  Vi  “  5 
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c)  eine  Verdrehung  der  (%,  ;/s)-Ebene  um  den  Koordinatenanfang  . 
durch  einen  Winkel  cp2: 


[  U  =  x%  cos  (p2  —  y2  sin  cp* 

{  v  =  #2  s^n  +  If 2  cos  V*  • 

Man  kann  sie  auch  dadurch  erzeugen,  daB  man  die  (oc,  */)-Ebene 
zunachst  einer  parallelen  Projektion  auf  eine  zweite  diese  kings  einer 
durch  den  Anfang  gehenden  Geraden  schneidende  Ebene  unterzieht, 
um  da  ran  f  die  zweite  Ebene  einer  Ahnlichkeitstransformation  mit  dem 
Anfang  als  Mittelpunkt  zu  unterwerfen.  Nimint  man  endlich  in 
dieser  letzten  Ebene  die  u,  v-Achsen  in  geeigneter  Weise  an,  so  ist 


die  Transformation  (2)  fertig. 

Habitus  der  Abbildung  kleiner  Figuren.  Eine  kleine  Figur  Jt1  des 
Bereichs  S,  deren  Rand  durch  den  Punkt  (#0,  y0)  geht,  wird  einer- 
seits  durch  die  Transformation  (1)  auf  eine  kleine  Figur  5?  anderer- 
seits  durch  die  Hilfstransformation  (2)  auf  eine  kleine  Figur  des 
Bereichs  2J  abgebildet.  Beide  Figuren  haben  den  Randpunkt  (u0,  v0 ) 
gemeinsam  und  dort  stimmen  auch  die  Tangentenrichtungen  ihrer 

o  O  o 


y 


Randkurven  miteinander  iiberein.  VVir  wollen  zeigen,  daB  der  Habitus 
der  Figur  fur  denjenigen  der  Figur  maBgebend  ist,  sofern  der 
Umfang  von  F  geniigend  beschrankt  wird.  Sei  beispielsweisc  F  ein 
kleines  Dreick,  dessen  eine  Ecke  sich  im  Punkte  {xQ,  y0)  befindet. 
Dann  wird  auch  ein  kleines  Dreieck  sein,  dessen  eine  Ecke  im 
Punkte  (w0,  v0)  liegt, 
wahrend  aus  einem 
k rum  ml  ini  gen  Drei- 

ecke  besteht,  dessen 
Seiten  von  regularen 
Kurvenstiicken  gebil- 
det  werden.  Im  Punkte 
0o>  vo)  beruhren  die 
beiden  Seiten  von  %'  die  entsprechenden  Seiten  von  Um  die  Ahn- 
lichkeit  des  Habitus  von  £jf  und  zu  konstatieren,  muB  man  noch 
EeigeD,  daB  die  beiden  andereu  Ecken  yon  g  je  um  verhiiltnismaBi.r 
wemg  von  den  entsprechenden  Ecken  von  §’  abstehen.  Wir  wollen 
namlich  die  Form  des  Dreiecks  F,  sowie  die  eine  Ecke  desselben 
fiesthalten  und  nur  den  Maximalabstand  Pl\  der  gegenttberliegenden 
beite  vom  Punkte  P  zweckentsprechend  einschranken.  Dadurch  konuen 
w,r  dann  erre.chen,  daB  das  Verhaltnis  des  Abstandes  ft  ft'  znr  Seite 
1  ’  einer  aIs  eme  wiUkurhche  positive  GroBe  f  bleibt,  sobald  nur 


Fig.  22. 
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I  Px  unter  emer  zweiten  (von  s  abhiingigen)  positiven  GroBe  d  bleibt. 
In  der  lat  haben  die  Projektionen  der  geraden  Strecke  QXQX  auf  die 
Koordinatenacbsen  bzw.  die  Werte 


Am  —  du  =  £Ax  4  A y , 

Av  —  dv  =  \Ax  4  £'A  y, 

wo  sich  Ax,  Ay  auf  den  Punkt  Px  beziehen.  Darum  ist 


wo 

P  =  (A 
(3) 


A  n  —  du  £  cos  cp  sin  qp 
ydu*  -f  dv-  yH 

C  ■)  cos 2cp  -f"  2  (A  P  CIX)  sin  cp  cos  cp  4-  (P2  4  P2)  sin2  cp , 
Ax)  .  Ay 


COS  cp  = 


Y  Ax--\-  Ay'2’ 


sin  cp 


y  Aai24  Ay * 


gesetzt  ist;  —  mit  einem  ahnlichen  Ausdruck  fur  (A  v  —  dv)/]/du2  p  dv2. 
Die  quadratische  Form  H  ist  dabei  definit?  denn  es  ist 

(4P  +  CD)2  -  (A2  +  C2)(P2  4  P2)  =  -  J2, 

und  darum  ist  fur  alle  Werte  yon  cp 

*  m£H£M, 

wenn  m,  M  zwei  von  cp  unabhangige  positive  GroBen  sind.  Bestimmt 
man  also  d  derart,  daB  £,  £,  f  alle  dem  absoluten  Betrage  nach 
kleiner  als  ex  bleiben,  wofern  nur  |A#|  <d,  |  Ay  |  <  d  sind,  so  wird 


Au  —  d  u 

<  2  4 

Av  —  dv 

ydu~ 4*  dv- 

=  \'m  ’ 

ydu~-{-  dv~  • 

sein.  Dies  gibt 

a  ft'  <  4  V<h,s  +  (Tvi  = 1  ■  Q  ft'>  £i  =  4*  r 

y  m 

Daraus  geht  die  Ahnlichkeit  des  Habitus  von  g  und  g'  hervor. 
Denn  die  vorhergehende  Absckiitzung  von  Ql  Qx  biingt  ja  mcht  von 
der  Richtung  der  Strecke  PPX  ab  und  gilt  also  gleichzeitig  fur  alle 
von  P  ausgehenden  Strecken,  deren  Projektionen  auf  die  Koordinaten¬ 
acbsen  nur  die  GroBe  d  dem  absoluten  Betrage  nach  mcht  iiber- 
steio-en.  Darum  weichen  auch  aUe  anderen  g  und  %'  angehorigen, 
ein  "und  demselben  Punkte  von  F  entsprechenden  Bildpunktpaare  urn 
verhaltnismaBig  wenig  voneinander  ab  und  zwar  bleibt  das  A  erhaltms 
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ihres  Abstandes  voneinander  zur  Entfernung  eines  ihrer  Punkte  von  Q 
kleiner  als  a. 

Wir  konnen  jetzt  den  Punkt  P  innerhalb  einer  bestimmten  Um- 
gebung  von  (x0f  y0)  variieren  lassen.  Dabei  wird  m  ebenfalls  ver- 
anderlick.  Bei  geeigneter  Einsckrankung  jener  Nachbarsckaft  bleibt 
indessen  m  stets  groBer  als  eine  passend  gewiiklte  positive  Kon- 
stante  >w0 ,  wahrsnd  andererseits  die  Abbiidung  ihren  umkehrbar  ein- 
deutigen  Charakter  nicbt  einbiiBt.  Die  vorhergehende  Erorterung  er- 
streckt  sich  somit  gleichmaBig1)  auf  eine  ganze  Umgebung  von  ( x0 ,  y0) 
und  (w0,  v0). 

Das  Bogenelement.  Wir  denken  uns  eine  beliebige  regulare 
Kurve  C  durch  den  Punkt  P  :  (x0J  y0 )  gelegt  und  bezeichnen  die  Lange 
eines  von  P  ausgekenden  kleinen  Bogens  PPX  derselben  mit  As,  die 
Lange  des  entspreckenden  Bogens  der  Bildkurve  mit  AS.  Dann  bleibt 
der  Grenzwert 

AS  dS 


wie  auch  irnmer  C  genommen  werden  rnoge,  stets  zwiscken  konstanten 
positiven  Grenzen,  und  zwar  ist 

£Vm. 

Bezieken  sick  niimlick  dx,  dy  auf  C  und  ebenso  du,  dv  auf  die 
Bildkurve,  wobei  also  jetzt  x,  y,  u,  v  alle  als  Funktionen  der  unab- 
hangigeu  Variabelen  t,  niimlick  des  Parameters  der  Kurve  C,  aufzu- 
fassen  sind,  so  wird 


du  =  A  dx  - f-  B  dy , 
Hieraus  folgt,  daB 

also 


dv  =  Cdx  +  D  dy 

du-+  dv~  —  H  (dx“  -f-  dy~) , 
dS  =  VHds 


ist,  wobei  wir  in  dem  Ausdruck  fur  H 

dx 


cos  cp  =  — ,  sin  qn 

ydx-- {-  dy- 


_ _ 

.  „  ydx-- f  dy- 

gesetzt  kaben.  Hiermit  ist  die  Bekauptung  bewiesen. 

Imionale  Verwcmdtschaften .*)  Von  besonderem  Interest  ist  der 

nic  dies«  ***  Bemerkung  gehOren  die  Ideen  dee 

«»«^,IStei7o"rangaben  beli,Kie“  8iCb  bei  BolzmiUler,  Innate  Vmcandt- 


<6  I,  2.  Uber  reelle  Funktionen  mehrerer  reelleu  Veranderlichen. 

•  Fall,  daB  der  Winkel  a,  welchen  die  Kurven  Clf  C,  im  Punkte  (xot  yQ) 
miteinander  bilden,  bei  der  Transformation  (1)  erbalten  bleibt;  daB 
also  stets,  entweder 

*  ♦ 

a)  a  =  /3  odei;  b)  a  =  — 

ausfallt,  wie  man  C1 ,  C2  auch  immer  annehmen  moge.  1st  in  jedem 
Punkte  von  S  die  Bedingung  a)  bzw.  b)  erfullt,  so  lieiBt  die  Ab- 
bildung  eine  isogonale  Verwandtschaft  und  zwar  im  Falle  a)  ohne,  im 
Falle  b)  mit  Umlegung  der  Winkel. 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  fur  eine  isogonale 
Verwandtschaft  bestekt  offenbar  darin,  daB  im  Falle 


a  )  &  =  9  y , 

wahrend  im  Falle 

b)  &  =  —  0  -f  y 

sei,  wo  9  den  Winkel,  welchen  eine  von  ( x0 ,  y0 )  ausgehende  Kurve  C 
im  Punkte  (x0,  yQ)  mit  der  positiven  rr-Achse  einschlieBt,  &  den  ent- 
sprechenden  Winkel  in  der  Bildebene  und  y  eine  Konstante  bedeutet. 
Als  notwendige  Bedingung  erhalt  man  also  im  Falle  a) 

tan  0  =  tau  (6  +  y) , 

mithin  vermoge  (2) 

C  -f-  D  tan  0  sin  y  +  cos  y  tan  6 
A-\-  B  tan  6  cos  y  —  sin  y  tan  0 


Zur  Bestimmung  von  y  seize  man  in  (2)  At?/  =  0,  A#>0;  so  kommt 


(4) 

Dies  gibt: 


cos  y  = 


A  ■  C 

- ,  sm  y  =  - - _  • 

c2  yA*+c* 

C  -f-  D  tan  B  __  C-P  A  tan  6  . 

A-j-  B  tan d  ~~  A  —  C tan 9 


Diese  Formeln  konnen  niemals  durch  das  identische  Verschwinden  eines 
Nenners  illusorisch  werden,  da  ein  gleichzeitiges  Verschwinden  von 
A  und  C  oder  A  und  B  das  Verschwinden  der  Jacobischen  Deter- 
minante  nach  sich  ziehen  wurde.  Was  dagegen  lhre  Abhangigkeit 
von  0  anbetrifft,  so  bandelt  es  sich  ja  nur  um  notwendige  Bedin- 
(mngen.  and  dazu  genugt  es,  H  so  anzunehmen,  daB  kein  Nenner 
verschwindet.  Hebt  man  nun  in  der  letzen  Gleicbung  die  Briiche  tori 
und  vergleicht  man  dann  die  Koeffizienten  der  verschiedenen  Potenzen 
von  tan  9,  so  kommt: 

AD  —  BC  =  A*+  C\  ABA  CD  =  0 • 
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Diese  Gleichungen  lassen  nur  die  eine  Losung  zu: 

(5)  A  =  D ,  b  =  —  C. 

Umgekehrt  zeigt  man,  daB,  wenn  den  Relationen  (5)  genugt  wird, 
cosfe>  =  cos  (d  +  y),  sin  0  =  sin  (0  +  y), 
wobei  y  durch  (4)  bestimmt  wird.  UemgemaB  ist  bis  auf  ganzzahlige 
Yielfaclie  von  2-x 

&  =  6  -4-  y . 


Die  Relationen  (5)  haben  sich  biermit  als  hinreichend  fur  erne  iso- 
gonale  Verwandtschaft  erwiesen. 

Der  Fall  b)  wird  in  ahnlicher  Weise  behandelt.  Den  Rela¬ 
tionen  (5)  entsprechen  hier  die  folgenden: 

(6)  A  =  -  1) ,  B  =  C . 


Das  Ergebnis  fassen  wir  in  den  Satz  zusammen: 

Satz.  Elite  notwendige  und  hinreichende  Bedingimg  dafilr,  doji 
die  Gleichungen  (1)  eine  isogonale  Verwandtschaft  definieren ,  bestcht 
darin,  daft  entweder 

cu  c  v  d  u  d  v 

dx  dy*  dy  dx 

oder 


b) 


C  u 
dx 


d_v_ 

dy’ 


du _ dv 

dy  dx 


sei.  Im  Falle  a)  bleibt  auch  der  Sinn  der  Winlel  erhalten;  im 
Fade  b)  trifft  dies  aber  niclit  zu. 

Beispiele.  a)  Durch  die  Gleichungen 

u  =  x 2  —  ?/2 
v  =  2xy 


W.r.l  der  erste  Quadrant  der  (x,  j,)-Ebeue  auf  die  positive  (u,  v)- 

abebeue  abgebildet  und  zwar  ist  die  Verwandtschaft  eine  isocronale 
ohne  Umlegung  der  Winkel.  ° 


I,  2.  fiber  reelle  Funktionen  mehrerer  reellen  Veranderlichen. 
b)  Durch  die  Spiegelung  in  der  jr-Achse: 

u  =  x , 

sowie  durch  die  Inversion 


wo  r2  —  x“ y2,  r  -  —  u2  -f-  v 2  ist,  wird  eine  isogonale  Verwandtschaft 
mit  Umlegung  der  Winkel  definiert. 

Konforme  Abbildungen.  Im  Falle  einer  isogonalen  Verwandtschaft 
erleiden  kleine  biguren  des  Bereichs  S  bei  der  Abbildung  durch  die 
Hilfstransformation  (2)  gar  keine  V  erzerrung,  hochstens  eine  Spiege¬ 
lung.  Denn  im  Falle  a)  kann  man  ja  die  Transformation  (2)  direkt 
auf  die  Form  bringen: 

du  =  Y  A2  -f-  C2  (Ax  cos  y  —  A y  sin  y) 

*  _  c 

dv  =  ]/  A2  +  C 2  (Ax  sin  y  -f-  Ay  cos  y) , 

und  diese  Transformation  besteht  eben  aus  einer  Drehung  der  (x,  y)~ 
Ebene  um  den  Punkt  (x0,  y0)  durch  den  Winkel  y  nebst  einer 
Ahnlichkeitstransformation  mit  den  Ahnlichkeitsverhaltnisse  ]/  A2  -f-  C2, 
wahrend  im  Falle  b)  noch  eine  Spiegelung  hinzutritt.  In  beiden 
Fallen  hangt  das  Bogenelement  dS  nicht  mehr  vom  Verhaltnisse 

Ay  I  Ax,  sondern  lediglich  von  der  Entfernung  PPt  =  Y  Ax2  +  Ay2 
ab ,  und  zwar  ist 

dS2  =  (A2  +  C2)(Ax2  +  Ay2)  =  |  J\(Ax2  +  Ay2)  . 

Umgekehrt  hatte  man  von  der  Forderung  ausgehen  konnen,  daB 
die  Abbildungen  kleiner  Figuren  des  Bereichs  S  moglichst  wenig 
verzerrt  werden  und  zwar  eine  genaue  Ahnlichkeit  um  so  mehi  an- 
streben,  je  kleiner  ihre  linearen  Dimensionen  werden.  Dana  miiBte 
beispielsweise  ein  kleiner  um  den  Punkt  (x0,  y0)  beschriebenei  Kreis 
in  ein  den  Punkt  (u0,  v0)  umfassendes  Oval  iibergehen,  derart  daB 
das  Verhaltnis  des  Maximal-  zum  Minimalabstande  eines  Randpunktes 
vom  Punkte  (u0,  v0)  dem  Werte  1  zustrebt,  wenn  der  Radius  des 
Kreises  unendlich  abnimmt.  Nun  ist  abet 

A u2  -f-  Av2  —  (H  +  $)(A^2+  At/2), 
wo 

lim  £  =  0 

sx  =  0,  4y  =  0 

ist  und  H  nur  vom  Winkel  <p  (3),  nicht  aber  rom  Radius  des  Kreises 


v  =  -y, 

1 

r  ’ 


§  7.  Abbildung  zweier  Flaclien  aufeinander  im  Kleineu.  7. 

|  Ax'- 4  At/  abhangt.  Darum  muB  H  fur  alle  Werte  von  qp  den- 
selben  Wert  baben.  Setzt  man  also  insbesondere  <p  -  0,  */2,  #/4, 
so  schlieBt  man,  daB 

A2+C-2:=  D2 
AB  +  CD  =  0 


sein  muB,  woraus  sich  dann  ergibt,  daB  entvvedei 


oder 


a)  \A  =  D ,  B  —  —  C 

b)  A  =  —  D ,  B  —  C 


ist.  Hiermit  wird  man  wieder  zu  einer  isogonalen  Verwandtschaft 
orefubrt. 

o 

Eine  Transformation  (1),  welche  der  Forderung  gerecbt  wird, 
daB  die  Gestalt  der  Abbildung  kleiner  Figuren  annahernd  erhalten 
bleibt,  heiBt  nach  GauB  eine  konforme  Abbildung.  Als  formale  De¬ 
finition  pflegt  man  wohl  folgende  aufzustellen :  Eine  Transformation  (1), 
welche  die  Eigenschaft  hat,  daB 


dS  =  Mds 


ist,  wo  31  nur  yon  x,  y ,  nicbt  aber  von  dx,  dy  abhangt,  nennt  man 
eine  konforme  Abbildung.  Aus  dieser  Definition  geht  hervor,  daB  ein 
kleines  Dreieck  F  von  S  (Fig.  22)  in  ein  kleines  krummliniges  Drei- 
eck  $  von  2J  verwandelt  wird,  dessen  Seiten  bzw.  den  Seiten  von  F 
annahernd  proportional  sind,  so  daB  also  insbesondere  die  isogonale 
Eigenschaft  der  Abbildung  sofort  erschlossen  wird. 

Satz.  Damit  die  Transformation  (1)  eine  konforme  Abbildung 
definiert,  ist  notwendig  und  hinreichend,  da/5  entwedcr 


oder 


sei. 


cu 
d  x 


dy  > 


d  u 
dy 


in  du dv 

die  dlj  > 


d  u 
dy 


dv 

dx 

dv 
d  x 


Konforme  Abbildung  und  isogonale  Verwandtschaft  decken  sich 
also  miteinander.  Es  handelt  sich  bloB  darum,  von  welchem  Gesichts- 
punkte  aus  man  die  Transformation  betrachten  will. 

Aus  den  vorstehenden  Differentialgleichungen  leitet  man  die 
notwendige  Bedmgung  ab,  daB  die  Funktion  u,  sowie  v  der  Laplace- 
schen  Differentialgleichung 
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d'iu 

dx2 


d2 

cy 


=  0 


geniigen  muB1).  Es  wire!  sicli  spiiter  ergeben,  daB  umgekebrt  jede 
liicht  identisch  verschwindende  Losung  dieser  Differentialgleichung 
zu  einer  konformen  Abbildung  fubrt. 

Zwei  krumme  Flaclien  lieiBen  konform  aufeinander  bezogen,  wenn 
je  zwei  entspreebende  Bogenelemente  dS,  ds  in  der  Beziehung  zuein- 
ander  stehen: 

dS  =  Mds, 


wo  M  bloB  eine  Funktion  der  laufenden  Koordinaten,  nicht  aber  der 
DifFerentiale  ist. 

Dem  Leser  wild  empfohlen,  den  Paragrapben  iiber  Zwei  geogra- 
phischc  Karten,  Kap.  §  9,  jetzt  zu  lesen. 


1)  Yor  der  Hand  wnuB  man  auch  beziiglicli  der  partiellen  Ableitungen 
zweiter  Ordnung  Voraussetzungen  machen.  Es  wird  sieh  spiiter  zeigen,  daB  im 
Falle  einer  konformen  Abbildung  diese  Voraussetzungen  stets  erfiillt  sind. 


Drittes  Kapitel. 
GleiclimaBige  Konvergenz. 


§  1.  Der  doppelte  Grenziibergang. 

Man  wird  kiiufig  veranlaBt,  zwei  Grenziibergange  hintereinander 
auszufiikren.  Sei  f  (x ,  y )  in  der  Umgebung  der  Stelle  (a,  b ),  hoch- 
stens  mit  Ausnahme  der  Geraden  x  =  a  und  y  =  b,  eindeutig  erklart. 
Unter  einem  doppeltcn  Grenziibergang  versteht  man  dann  folgendes. 
Man  erteile  einer  der  Variabelen,  etwa  y,  einen  konstanten  von  b  ver- 
sekiedenen  Wert  y'  und  lasse  die  andere  Yariabele  gegen  a  konver- 
gieren.  Strebt  f{x,y')  dabei  einem  Grenzwerte  (y)  zu: 


lim  f  (x,  y)  =  <p(y), 

x  =  a 

so  lasse  man  darauf  die  zweite  Variabele  gegen  b  konvergieren.  Wenn 

O  O  O 

sich  nun  wieder  ein  Grenzwert  einstellt,  lim  cp  (ij) ,  so  bezeichnet 
man  denselben  mit 

lim  dim  f  (gc,  y)~  . 

y  =  b  |_*=a 


Voi  alien  Dingen  drangt  sicli  jetzt  die  Frage  auf:  Barf  man 
die  Reihenfolge  der  emzelnen  Grenziibergange  umkehren?  d.  h.  ist 


lim  lim  f(x,y) 

y  =  b  (_x  =  a 


DaB  diese  Frage  im  allgemeinen  zu  verneinen  ist,  zeigen  fol^ende 
Beispiele. 

Beispiel  1.  Sei 


fix,  y)  =  “X+Jy 

’  y  X  -j-  b  y  ’ 

Hier  ist 


lim 

*/  =  0 

lim 


ad  fiy  0 ,  y  =j=  0,  d  ={=  0 

_*  =  0  J  S  ’ 


Tunf(x,  y  ) 
x  =  o  Ly  =  o 
Oigood,  Ifunktionentheorie.  I.  2.  Aufl. 


u 
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und  nun  ist  eben 

P  i  « 

^  5  ^  y  * 

Beispiel  2.  Sei 

f  (x,  V )  =  #  sin  *  ,  a  =  b  =  0. 

Hier  bat  der  erste  limes  den  Wert  0,  wabrend  sicb  bei  umgekebrter 
Reibenfolge  der  Grenziibergange  Divergenz  einstellt. 

Der  friiher  iiblicbe  Beweis,  daB 

o  u  _  oiu 

cijdx  dxdy 

ist,  berubte  auf  der  Annabme,  daB  es  bei  einem  doppelten  Grenz- 
iibergange  auf  die  Reibenfolge  der  einzelnen  Grenziibergange  nicbt 
ankomme. 

Insbesondere  konnen  a,b  =  o o  sein.  Audi  braucben  die  Punkte 
(x,y),  fur  welche  f{x,y)  definiert  ist,  keine  Kontinuen  zu  bilden. 

In  diesem  Ivapitel  bebandeln  wir  eine  Reibe  von  Fragen,  die 
fur  die  Differential-  und  Integralrecbnung  von  fundamentaler  Bedeu- 
tung  sind  und  bei  denen  der  doppelte  Grenziibergang  der  springende 
Punkt  ist.  Es  bandelt  sidi  jedesmal  darum,  liinreicbende  Bedingungen 
dafiir  aufzustellen,  damit  ein  doppelter  limes  fiir  beide  Reibenfolgen 
der  einzelnen  Grenziibergange  existieren  und  denselben  Wert  baben 
soil.  Dabei  werden  wir  zuerst  den  besonderen  Fall  der  Stetigkeit 
einer  durcb  eine  unendlicbe  Reibe  dargestellten  Funktion  eingebend 
besprecben,  weil  namlicb  alle  begrifflichen  Scbwierigkeiten  der  doppelten 
Grenziibergange  bier  in  nabe  liegender  Form  zutage  treten,  und  des- 
halb  bitten  wir  den  Leser,  sicb  vor  alien  Dingen  die  Entwickelungen 
von  §§  2—4  zu  eigen  zu  machen. 


§  2.  Die  Stetigkeit  einer  durch  eine  unendliche  Reihe  dargestellten 

Funktion,  an  Beispielen  erlautert. 

Sei  eine  konvergente  Reihe  stetiger  Funktionen  vorgelegt: 


W  ann 
wann 


f  (x)  =  ux  (#)  +  %(#)  +  *  *  •  >  a  =  x  =  ^  • 

wird  die  Grenzfunktion  f(cc)  stetig  sein?  Es  fragt  sicb  also 

lim  /'  (x)  =  f  (x0) 


ist. 


Diese  Frage  lauft  auf  die  Unabhangigkeit  eines  doppelten  limes 


§  2.  Die  Stetigkeit  einer  (lurch  eine  unendliche  Reihe  dargestellten  Fuuktion.  83 
vou  der  Reihenfolge  der  einzeluen  Grenzubergange  binaus.  Sei  namlicb 


dann  ist 
Andererseits  ist 
Wann  ivird  cdso 


Sn(x)  =  ux  (x)  +  •  •  *  +  Un(X)  5 
lim  f{x)  =  fim  riim  sw(aj)l . 

X  =  x0  x  =  x0  L«  = 00  J 

fix 0)  =  lim  Him  sn  (#)~1 . 

n  =  oo  [_x  =  x0  J 


lim 

X  — 


lim  sn(x) 


=  lim 

n  =  oo 


lim  sn{x )' 


sein1)?  DaB  dies  stets  zutreffen  soli,  wird  man  angesichts  der  Bei- 
spiele  des  vorhergebenden  Paragraphen  scbon  nicht  erwarten.  In  der 
Tat  betraclite  man  das  folgende  Beispiel:2) 


Hier  ist 


sn(x)  =  x*n  \  x0  =  0. 
lim  sn(x)  =  1  ,  x  =f=  0, 


so  daB  also  die  linke  Seite  der  in  Frage  stehenden  Gleicbung  den 

O  ~ 

Wert  1  bat.  Andererseits  ist 


!im  8n  (x)  =  sn  (#0)  =  0 , 

X  =  XQ 

\ 

tolglicb  bat  die  rechte  Seite  jener  Gleicbung  den  Wert  0. 

Durcb  die  Fourierscben  Reiben  ist  man  zuerst  darauf  aufmerksam 
geworden,  daB  eine  konvergente  Reibe  stetiger  Funktionen  eine  un- 
stetige  b  unktion  darzustellen  vermag.  So  wird  beispielsweise  gezeigt 
daB  die  Reibe 

fix)  =  sin  X  +  .!“!5  +  +  .  .  . 

•5  O  • 

stets  koiJvergiert  und  daB 


1)  Dies  Formulieruug  des  doppelten  Grenziiberganges  riihrt  von  Stokes 
Fgl.  §  3. 

2)  Dm  die  entsprechende  Reihe  zu  erhalten,  seize  man 


w  —  3 


M1  iX)  =  Sl  (x)  =  x9- ,  Un  (x)  =  Sn  (x)  _w  _  J  v_,  _  w  ^ 

schriebe“  we'tfw’  “  Reihe  in  dieser  Form 


Sn-  1(x)  =  X*n  1  —  x' 


(*>  +  «,(*)  +  •••-  t,  ( * )  +  t«,  (*)  -  S,  (X)]  4-  [5,  (X)  _  St  (j)l  r  .  .  . 


6* 
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f(.x)~  y>  2ww  <  x  <  (2n  -f  l)n, 

=  ~  T  ’  (2rc  —  l)x  <  x  <  2n%, 

c 

=  0,  x  =  n%  5  n  =  0,  +1,  +  2,-  •  • . 

Gehen  wir  jetzt  naker  auf  die  Frage  ein,  wie  eine  solcke  Reilie 
es  einricktet,  damit  sie  gegen  eineii  unstetigen  Grenzwert  konvergiert. 
Dei  A  organg  tritt  klar  zutage,  sowie  man  die  Annalierungskurven 

y  =  su(x) 

zeicknet.  Sei  beispielsweise 

s„0)  =  z s"-1,  -l£x£l 


Dann  ist  sn(x )  fur  jeden  Wert  von  n  im  Intervalle  (—  1,  1)  stetig. 
Jede  Annakerungskurve  geht  durck  den  Koordinatenanfangspunkt, 

welclier  deskaib  zum  Orte  der  Grenz- 
funktion 

fix)  =  lim  sn  (x) 


gelioren  niufi.  Bei  wacksendeni  n  steigen 
aber  die  Annaherungskurven  in  der  Nake 
dieses  Punktes  rapide  und  sckmiegen  sick 
fiir  positive  (negative)  Werte  von  x ,  die 
nickt  in  dieser  Umgebung  liegen,  der 
Geradeu  y  =  1  (y  =  —  1)  uock  immer 
enger  an.  Nimmt  man  einen  festen  Wert 


x  =  x' >  0  (<  0)  willkiirlick  an,  und  moge  dieser  Wert  auck  nock 
so  nake  bei  x  =  0  liegen,  so  kann  man  stets  erreicken,  daB  sn  {x)  vom 
Werte  1  (—  1)  urn  beliebig  wenig  abweicht,  wenn  nur  n  liber  einer 
geeignet  gewaklten  festen  Zakl  m  liegt.  Das  keiBt  ja  rickts  an- 
deres,  als  daB  die  Funktion  sn(x)  ^r  jeden  im  Intervalle  gelegenen 
Wert  von  #  iiberkaupt  gegen  den  Grenzwert  1  (-1)  konvergiert. 
Wollte  man  dagegen  einen  vorgegebenen  Grad  der  Geuauigkeit 
gleichzeitig  fur  alle  dem  Intervalle  angehorigen  Werte  von  x  erzielen, 
indem  man  sick  von  vornkerein  ein  positives  £  <  1  gibt  und  dann 
eine  positive  Zakl  m  suckt,  derart,  daB,  sobald  n  >  m  genommen 
wird  s  (x)  von  seinem  Grenzwert  urn  weniger  als  £  abweickt,  so 
wiirde  man  eben  auf  das  Unmogliche  stoBen.  In  der  Tat  kangt  der 
Wert  von  m  bei  gegebenem  £  von  x  ab  und  zwar  so,  daB  m  =  oo 
wird,  wenn  x  gegen  0  konvergiert,  —  was  freilich  nickt  verkmder  , 
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daS  m  den  Wert  1  hat,  wenn  *  -  0  ist.  M.  a.  W.  miiBte  man,  um 
den  Wert  der  Grenzfunktion  fix)  aus  der  Reihe 


f  (x)  —  «,  (x)  +  %  (*)  +  ■ 


oo 


n=  2 


1  1  ~ 
8»-l  2«-3 

x  —x 


zu  berechnen,  eine  groBe  Anzabl  yon  Gliedern  beriicksicbtigen,  wenn 
a:  4=  0  deni  absoluten  Betrage  nacb  klein  ist,  und  diese  Anzahl  hat 
keine  obere  Grenze,  wenn  x  beliebig  ini  Intervall  angenommen  werden 
darf.  Die  Reihe  konyergiert,  wie  man  zn  sagen  pflegt,  ungleichmafiig. 
Man  beschreibt  diese  Erscheinung  auch  wohl  mit  den  M  orten  „un- 
endlich  verzogerte  Konyergenz“. 

Die  Bedeutung  der  geometrischen  Figur  ist  nicht  i  miner  richtig 
erkannt  worden.  Man  hat  namlieh  den  Einwand  erhoben,  daB  die 
Punkte 

y  =  f{cc)  =  1 ,  0<x^l, 

=  0 ,  x  =  0 , 

=  - 1 ,  - 1 £x<0 


doch  nur  einen  Teil  der  Grenzpunkte  oder,  genauer  ausgedriickt,  der 
Haufungsstellen  der  Kurven  y  =  sn(x)  ausmachten;  auch  die  zwisclien 
y  =  1  und  y  =  —  1  befindlichen  Punkte  der  ?/-Achse  gehorten  ja 
dazu?  und  darum  hiitte  die  Grenzfunktion  f(x)  im  Punkte  x  =  0  nicht 
bloB  den  einen  Wert  0,  sondern  jeden  zwisehen  —  1  und  1  gelegenen 
Wert.1)  Es  ist  schon  wahr,  daB  wir  nur  einen  Teil  der  Haufungs¬ 
stellen  der  Punktmenge  y  =  s9(x),  —  1  x  <1,  n=  1,  2,  ■  ■  ■  be- 
riicksichtigt  haben,  der  daraus  gezogene  SchluB  ist  aber  falsch,  denn 
es  kommt  uns  nicht  darauf  an,  welchem  Grenzwerte  sn(x)  zustreben 
konnte,  wenn  n  und  x  gleichmtig  variieren  sollten .  Unter  dem  Werte 
einer  unendlichen  Reihe 

•  U1  (x)  +  u2  (x)  H - 

versteht  man  doch  den  Grenzwert,  welchem 


=  - +  un(x) 

zustrebt,  wenn  x  von  vornherein  festgehalten  wird  und  n  dann  un- 
beschrankt  wachst.  Darum  kommen  fiir  uns  auch  nur  diejenio-eii 
Haufungsstellen  der  vorbezeichneten  Punktmenge  in  Betracht.  die 


Reihe^^R8  if  n“Ch  diesf?Je  Frage  als  die’  web‘hen  Wert  eine  Fouriersche 
unsteV^d  V°rhln  ang6flihrte’  ^  eiDei*  Stelle  -o  die  GrenzfunS^ 
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man  erhalt,  wenn  man  zuerst  eine  der  y-Achse  parallele  Gerade 
x  =  x  1  <  1)’ willkiirlich  annimrat  und  diese  dann  mit  den 

Kui \ en  y  sn(x)  sckneidet.  Hierdurck  entsteht  eine  Punktmenge  auf 
jenei  Geraden,  und  diese  Menge  bat  ja  nur  eine  einzige  Haufungs- 
stelle,  welcke  aucli  den  Wert  der  Grenzfunktion  f  (x)  im  Punkte 
x  =  a  darstellt.  Die  Gesamtlieit  eben  dieser  Haufungsstellen  gebt 
uns  allein  etwas  an. 

Dem  Leser  wird  empfoklen,  sick  gleich  an  dieser  Stelle  die  An- 
naherungskurven  zu  zeichnen,  welche  den  Cbarakter  der  Konvergenz 
im  Falle  des  zu  Anfang  erwaknten  Beispiels: 

2 

Sn(x)  =  x2n-] 

veransckaulickeu,  sowie  an  der  Hand  derselben  geometrischen  Hilfs- 
mittel  die  Konvergenz  der  Reike 

© 

<x> 

(1  —  x)  -f  ( X 2  —  xs)  -f  •  •  •  =  (1  —  x)  +  ^  ( X2n  —  X2n+l),  0  X  1, 

n  =  1 

zu  untersuclien  und  grapkisck  darzustellen. 

Wir  wollen  nock  ein  zweites  Beispiel  besprecken,  wobei  eine 
stetige  Funktion  sn(x )  zwar  gegen  einen  stetigen  Grenzwert  konver- 
o'iert,  dock  niclit  in  der  Weise,  wie  man  es  wokl  erwarten  mockte. 
Sei 

sn  (x)  =  nxe~  nx~. 

Fur  jeden  Wert  von  x  ist  bier 

f  ( x )  =  lim  =  0. 

n=  c/d 

Dock  seken  wir  niiker  zu,  wie  sick  die  Annakerungskurven  ausnekmen. 
/  Wir  wollen  uns  dabei  auf  das  Interval!  0^#‘<!oo  be- 

[}  schrlinken.  Zeicknen  wir  zunackst  die  erste  Annakerungs- 

y  =  h(x)  =  xe-*\ 

Alsdann  gekt  die  allgemeine  Annake- 
rungskurve  daraus  kervor,  daB  man  die 
Abszisse  eines  beliebigen  Punktes  dieser 
Ivurve  durch  } /n  dividiert  und  dessen 
Ordinate  zugleich  mit  ]/w  multiplizieit*, 

m.  a.  W.  daB  man  die  Transformation 
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af^x/Yn,  t/=yVn 


austtbt  und  die  Stricke  dann  unterdriickt.  In  der  Niihe  der  Ordi- 
natenachse  erheben  sich  die  Kurven  auBerordentlich  hoch,  urn  selir 
bald  wieder  herabzusinken  und  sich  hinfort  eng  an  die  Abszissen- 
achse  anzuschmiegen.  Nimmt  man  ein  festes  Intervall  0  <  a  <  x  <  no 
an.  welches  noch  so  nake  an  den  Punkt  x  —  0  heranreicht,  so  neiden 
fur  a  lie  fiber  einem  geeignet  gewahlten  Werte  m  gelegenen  Werte  n 
diese  nadelformigen  Auswiickse  links  von  der  Geraden  x  =  d  liegen, 
so  daB  also  innerhalb  des  Intervalles  (a,  oo)  die  Art  der  Konvergenz 
nickts  merkwiirdiges  an  sick  kat.  de  kleiner  man  aber  a  annimmt, 
desto  groBer  fallt  m  dabei  aus. 

Dieses  Beispiel  zeigt,  daB  selbst  dann,  wenn  eine  stetige  Funktion 
gegen  einen  stetigen  Grenzwert  konvergiert,  die  Art  und  Weise  dieser 
Konvergenz  dock  Moglichkeiten  bieten  kann,  woran  man  wolil  nickt 


gedacht  hatte. 

■O 


Aufgabe.  Man  zeige,  daB  samtlicke  An- 
nakerungskurven  im  Faile 

*  sn(x)  =  V2e  nxe~ 

die  Gerade  y  =  1  beriikren. 

Beispiel  einer  in  jedem  Intervall  un- 
gleickmaBig  konvergenten  Reike. 

Die  biskerigen  Beispiele  wiesen  ungleich- 
miiBige  Konvergenz,  —  urn  die  Definition  des 
nackfolgenden  Paragrapken  zu  antizipieren,  — 
nur  dann  auf,  wenn  das  Definitionsintervall  der 
Funktion  sn(x)  einen  besonderen  Punkt  als  in- 
neren  oder  Endpunkt  enthielt.  Es  kann  in- 
dessen  voj-kommen,  daB  eine  Reike  auch  in 
jedem  Intervall  ungleickmaBig  konvergiert,  wie 
das  folgende  Beispiel  zeigt. 

In  der  F unktion  der  vorstekenden  Aufgabe 
werde  x  durck  sin2^  ersetzt.  Die  Funktion 

<Pn(pc)  —  V2en  sin ~jtx e~'l~8in>nx 

kat  dann  fur  jeden  Wert  von  n  die  Periode  1 
ini  Intervall  0<*<  1  treten  zwei  Maxima  auf 
™d-arberuhrt  die  We  »-*.(,)  danu 
dle  Gerade  y~  1-  Fur  groBe  Werte  von 


y=<tn(x) 


y=^iW$'x) 


X 

6 


A 

6 


A  i. 
6  6 


DU 


A  A 

6  6 


Fig.  -26. 


n 


kat  diese  lvurve  die 


m 
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tier  ersten  der  beigefiigten  Figured  angedeutete  Gestalt.  Hieraus  leitet 
man  die  den  weiteren  Funktionen 


y=  oi  9>n(2!aD, 


y  —  3l *Pn(3-X)>  •  *  *  y  =  ^9n(>!z) 


entsprechenden  Kurven  durch  die  Transformation 


x  =  k\x,  y  =  Jc\y' 

ab;  sie  sind  alle  der  ersten  Kurve  ahnlich,  nur  wird  der  MaBstab 

verkleinert.  Der  groBte  Wert  von  ~( pn(k!x )  ist  1/k! 

Aus  diesen  Bestandteilen  wird  die  in  Aussicht  genommene  Reihe, 
wie  folgt,  zusammengestellt: 

V  -  *.(*)  =  ?>.(*)  +  +  •  •  •  + 


Diese  Function  sn  (x)  strebt  zwcir  fur  jeden  Wert  von  x  dem 
limes  0  zu,  dock  konvergiert  sie  in  jedem  Intervdll  ungleichmafiig. 

Zum  Beweise  bemerken  wir  vor  allem,  daB  kein  Term  der  Reihe 
negativ  wird.  Zerlegen  wir  den  obigen  Ausdruck  in  die  Summe  der 

ersten  k  Terme  und  den  Rest,  so  kann 
Letzterer  fur  keinen  Wert  von  n  die  Zahl 

1  j - - - f_  .  .  . 

erreichen  und  bleibt  somit  kleiner  als  l/(k  k'i). 
Sei  s  eine  beliebige  positive  Zahl.  Dann 
braucht  man  k  nur  so  zu  wiihlen,  daB 

1  l(k  •  kV)  <  e/2 

'  wird,  damit  der  Rest  stets  unterhalb  s/2 

bleibe.  Dieser  Wert  von  k  wird*  nun  fest- 

J — — - ; — — - u -  gehalten.  Fur  einen  beliebig  vorgegebenen 

Wert  x  =  x0  konvergiert  andererseits  jeder 
Term  der  ersten  Summe  bei  wachsendem  n  gegen  0.  Darum  kann 
man  m  so  bestimmen,  daB  auch  diese  erste  Summe  unterhalb  e/2 
bleibt,  sobald  nur  n  >  m  ist.  Hiermit  ist  der  erste  Teil  der  Beliaup- 

tung  bewiesen. 

In  der  Gestalt  der  Annaherungskurven  herrschen  die  friiheren 
Terme  der  Summe  vor,  denn  alle  auf  den  ft- ten  folgenden  Terme 
liefern  ja  weniger  als  1  /(k  •  k!)  zum  Werte  der  Funktion.  Sei  a^x£b 


§  3.  GleichmaBige  Konvergenz;  ein  lleihensatz. 

ein  beliebiges  Intervall,  und  sei  x0  =  p/q  ein  rational  Punkt  des- 
selben.  wo  q  eine  naturliche,  zu  p  teilerfremde  Zabl  ist.  Dann  er- 
beben  sicb  in  der  Niihe  von  a?0,  und  zwar  an  beiden  Seiten  desselben, 
jene  nadelformigen  Spitzen  uber  ^iner  festen,  nur  von  q  abhangigen 
positiven  GroBe.  Genauer  gesagt,  sei  Jc  die  kleinste  Zahl,  wofur  /, ! 
durcb  q  teilbnr  ist.  Dann  betragt  die  genannte  Hohe  wenigstens  ljk\ 
Die  Figur  veranschaulicht  den  Fall  q  =  6.  Hiermit  ist  die  ungleich-^ 
maBige  Konvergenz  ini  betreffenden  Intervalle  festgestellt. 

Dies  ist  auch  ein  erstes  Beispiel  emer  niitzlicken  Untersuchungs- 
methode,  welche  von  Hankel  herriihrt,  das  sogenannte  Prinzip  der 
Verdichtung  der  Singularitaten.1) 

Aufgabe.  Sei 

sn(x)  =  cos2”nx  -j-  --  cos 2w2!  7tx  d - f  cos 2"n'.nx. 

Man  zeichne  dig  Annaherungskurven  und  beweise,  daB  sn(x )  fiir  jeden 
Wert  von  x  sesren  eiuen  Grenzwert  konvergiert.  Die  Grenzfunktion 

o  o  O 

ist  fiir  jeden  rationalen  Wert  von  x  unstetig,  dagegen  fur  jeden  ir¬ 
rational  en  Wert  des  Arguments  stetig. 


§  3.  GleichmaBige  Konvergenz ;  ein  Reihensatz. 

Wir  wollen  jetzt  den  Annaherungskurven  die  Moglichkeit  n  eh  men,, 
ihrem  Grenzwerte  in  der  Weise  zuzustreben,  wie  es  die  Beispiele  des 
vorhergehenden  Paragraphen  fertig  brackten,  indem  wir  verlangen. 
daB  die  Funktion  sn(x)  gleichmafiig  gegen  iliren  Grenzwert  konvergiere. 
Das  gesehiekt  auf  Grund  der  folgenden 

Definition.  Sei 

W  Wjl (x)  u2(x)  +  ■  ■  ■ 

eine  unendliche  Reike,  deren  Glieder  in  einem  Intervalle2)  a<x<b 
Funktionen  von  x  sind,  und  sei 

Sn(x)  =  ux(x)  +  •  •  •  +  un(x). 

Kami  man  dann  einer  beliebig  kleinen  positiven  GroBe  f  stets  eine 


1)  Hankel,  Untersuchungen  fiber  die  unendlich  oft  oszMerenden  und  un- 
t  rgen  Funktionen ,  I  iibingen,  1870,  Math.  Ann.  Bd.  20  (1882) 

2)  Die  Endpunkte  braucben  nicht  zum  Intervalle  zu  gehbren  Auch  dfirfpn 

Uberl,aui>t  darf  an  stdie 


90 


I,  3.  GleichmaBige  Konvergenz. 
von  x  unabhangige  positive  ganze  Zalil  m  so  zuordnen,  daB 

I  Sn(X)  ~  VO)  |  <  £ 

bleibt,  wenn  n  ]>  m,  n  ]>  m  willkiirlich  angenommen  werden,  so  sagt 
man,  die  Reihe  Tconvergieri  gleichmaftig  im  bewuBten  Intervalle.  Es 
gilt  dann  beziiglicli  des  Restes  rn(x)  der  Reihe  die  Relation 

KOOI^f. 

Man  beachte  wohl  die  Reihenfolge,  nach  welcher  die  GroBen 
£,  m,  x  dabei  angenommen  werden,  —  zuerst  s  willkiirlich,  dann  m 
der  Wahl  von  s  gemiiB,  nnd  hinterher  x  willkiirlich.  —  Es  sei  noch 
bemerkt,  daB  die  Definition  der  gleichmaBigen  Konvergenz  iiberhaupt 
die  bloBe  Konvergenz  nach  sich  zielit;  vgl.  Kap.  1,  §  7,  Theorem  2. 

1.  &atz.  Erne  notwendige  und  hinreichende  Redingunq  fur  die 
gleichmdftige  Konvergenz  der  Reihe  (A)  besteht  darin,  daft  es  zu  jeder 
positiven  Zahl  s  eine  von  x  unabhangige  naturliche  Zqhl  m  gibt,  der- 
art,  daft 

I S»W  ~sm(x)\<£ 

bleibt,  sobald  nur  n  >  m  genommen  wird. 

2.  Satz.  Die  Reihe  (A)  sei  jetzt  Convergent  mit  deni  G-renzivert 
f  (x) ,  und  man  bezeichne  den  Wert  des  Restes  mit  rn  (x) : 

f(x)  =  sjx)  +  rn(x). 

Damit  die  Reihe  gleichmaftig  Jconvergiere,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
daft  es  zu  jeder  positiven  Zahl  s  eine  von  x  unabhangige  naturliche 
Zahl  m  gibt ,  der  art  daft 

I  rn(X)  I  ^  £ 

bleibt .  sobald  nur  n  ^  m  ist. 

Jeder  dieser  Satze  hatte  als  Definition  der  gleichmaBigen  Kon¬ 
vergenz  zugrunde  gelegt  werden  konnen,  wobei  dann  die  obige  Defi¬ 
nition  und  der  andere  Lehrsatz  die  neue  Definition  wieder  als  Lehr- 
satze  erganzt  hatten.  Diese  drei  Formulierungen  im  Grunde  ein  und 
derselben  Eigenschaft  erweisen  sich  in  der  Praxis  als  gleichberechtigt.1) 

1)  Auf  die  Erscheinung  der  ungleichmaBigen  Konvergenz  hat  Stokes  zu¬ 
erst  aufmorksaru  gemacht,  Transactions  of  the  Cambridge  Philosophical  Society, 
Bd.  8  (1842/9)  S.  561  [1847]  =  Collected  Papers,  Bd.  1,  p.  281.  Er  gibt  die  im 
vorigen  Paragraphen  schon  erwabnte  sebarfe  Formulierung  des  doppelten  Grenz- 
iiberganges,  sowie  das  klassische  Beispiel 

•  nx 


In  Nr.  39  dieser  Abhandlung  leitet  er  iiberdies  das  nachstehende  Knterium  tiir  die 
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Kriteriuni  far  Stetigkeit.  Set 

ux  (x)  +  W8  ($)  +  ••• 

cine  unmdliche  Beihe,  deren  Glieder  im  Intervals  a<x  <  b  stehge 
Fmddiomn  si, id  nnd  wekhe  dort  gleichmdfiig  hmvergkrt.  Dcmn  ist 
die  durch  die  Beihe  definierte  Grenzfunktion 

f  (x)  =  Uy  (x)  +  ><c,{X)  +  •  •  • 

im  genannten  Intervalle  stetig. 

Wegen  der  gleichmiiBigen  Konvergenz  hat  man 

(1)  I  sm+p(x)  -Sm(x)  <£,  p=\,2,... 

oder,  was  damit  gleichbedeutend  ist, 

(2)  sm(x)  -  s  <  sm+p(x)  <  sm(x)  +  £. 

Dies©  Relation  b^fcagt  geometrisck  folgendes.  Man  zeichne  die  Ivurve 

o  o  o 

V  =  sm(x) 

und  umgebe  sie  mit  einem  Streifen  $,  Fig.  28,  weleker  durcli  die 
beiden  Kurven 

y  =  sm(x)  +  £,  y  =  Sfn(x)-£ 

begrenzt  wird.  Dann  verlaufen  alle  spateren  Annakenmgskurven 

y  “*«(*)»  »  =  w+l,  m  +  2,  •  • 

in  S  und  aucli  die  Grenzfunktion  y  =  f  (x)  liegt  in  S,  da  die  Rela¬ 
tion  (2)  beim  Grenziibergange  p  =  oo  zur  folgendeu  wird: 

Srn(X)  —  <  Sm(x)  -f-  £ . 


Stetigkeit  in  allgemeinerer  Formulierung  ab  und  beweist  sogar  einen  Toil  des* 
Weiewtraflwhen  Satzes  von  §  4.  Man  vergleiche  aucb  Seidl,  Abh.  Akad.  Miinchen, 

j,0  ,'1848)  383‘  ^Beide  Autoren  reden  von  der  oben  im  Texte  erklarten  un- 

enalich  verzogerten  Konvergenz. 

Im  besonderen  Falle  einer  Potenzreihe  Latte  Abel  die  gleichm&Bige  Kon¬ 
vergenz  bereits  im  weeentlichen  bewiesen,  urn  auf  die  Stetigkeit  der  Funktion 
zu  schheBen;  „Unter8uchungen  fiber  die  Reihe 


1  _|_  m  x  _j_  m(m  ~  G  w(m  —  1)  (m  —  2) 
1  1*2  12-3 


Xs  -f- 


Journ.  f.  Math.,  Bd.  1  (18*26),  S.  311. 

verhaiftS;^:  nCh  Bd  aclr im  •,a!,re  1841 -» s«h. 

der  gleichmiiBigen  Konvergenz  erkannt  und  dfese' Bed'in ' ^  ^  T°U<!  BedcHtunK 
tigsten  Methoden  der  mod”er„en  Analveis  erhoben  "  ?  ^ 
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Jetzt  nebrne  man  einen  neuen  Wert  £<s,  bestimme  eine  ent- 
sprechende  Zabl  m  >  m  und  wiederhole  die  soeben  angegebene  Kod- 
struktion.  Die  neue  Kurve 


V  “fVW 


y 


liegt  dann  aucb  in  S  und  der  zweite  Streifen  ist  scbraaler  als  S.  Ins- 

besondere  kann  er  (iber  S  liin- 
ausgreifen.  In  dem  Falle  sieht 


O 


a 


Fig.  28. 


iy=±'‘W 


x 


man  aber  von  den  auBerbalb  S 
liegenden  Teilen  ab  und  definiert 
als  S'  nur  den  in  S  gelegenen 
Teil  davon.  Alsdann  verlaufen  alle 
weiteren  Annaberungskurven 


V  =  sn  0*0  >  n  =  m'  +  1 ,  m  +  2 , 


sowie  die  Grenzfunktion  y  —  f  {x)  in  S'. 

Diesen  Scbritt  wiederbolt  man  nun,  indem  man  eine  Reibe  posi- 
tiver  GroBen 

s  >  e"  >  e"  >  •  •  •,  lim  £w=  0, 

k  =  cc 


annimmt  und  dazu  geliorige  Zablen  m  <  m"  <  m'"  <  •  •  •,  sowie  die 
Streifen  S",  S'",  ■  ■  •  bestimmt.  Die  Streifen  liegen  dabei  ineinander 
eingescbacbtelt,  wabrend  ihre  Breite  mit  wacbsendem  n  gegen  0  ab- 
nimmt.  Im  iibrigen  liegt  die  Grenzfunktion  y  =  f(x)  in  jedem 
Streifen. 

Das  geometriscbe  Bild  laBt  die  Stetigkeit  der  Grenzfunktion 
deutlicb  zutage  treten;  es  leistet  aber  nocb  mehr,  es  weist  den  Weg 
zum  arithmetischen  Beweise  dieser  Stetigkeit.  Um  diesen  Beweis  zu 
fiihren,  muB  man  ja  zeigen,  daB 

\f(x)-f(x0)\<rj,  \x-x0l<d, 

wo  ein  beliebiger  Punkt  des  IntervaU.es  und  rj  eine  willkiirlicbe 
positive  GroBe  sind,  denen  eine  bestimmte  positive  GroBe  <5  entspncht. 
Jetzt  sei  an  die  geometriscbe  Interpretation  dieser  Bedingung,  Kap.  1. 
8  2  Fi°\  3  erinnert.  DemgemaB  umgeben  wir  die  Gerade  y  =  f(x0) 
mit  einem  durcb  die  Geraden 


y  =  f  (x0)  +  y,  y  =  f  W  —  V 

begrenzten  Streifen  Z  uud  bemsrken,  a)  daB  jeder  Streifen  den 
Punkt  x-x„  y  =  f{xj  enthalt,  b)  daB  sowohl  d«r  obere  als  der 
untere  Rand  von  S<‘>  die  Gerade  *  -  m  Punkten  schneidet, 
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iunerhalb  2  liegen,  we.m  l  nur  so  groB  angenommen  wird,  daB 


© 

2  <  >/ 


ausfallt,  da  di.  Breite  des  Streifens-S<‘>  bochstens  2*“’  betriigt.  Diese 
KSnder  sind  aber  stetige  Kurven,  and  c)  darum  kaun  man  i  so  be- 
stimmen,  daB  diejenigen  Punkte  des 
oberen  (unteren)  Kandes,  fiir  welcli e 


x0  —  d  <  x  <  x0  +  d 


ist,  unter  der  Geraden  y=f(x 0)  y 
(fiber  der  Geraden  y  =  /  (a’0)  y) 
liegen. 

o 

Es  bleibt  nur  noch  fibrig,  die 

letzte  Hand  an  diesen  Beweis  zu  legen,  indem  wir  die  arithmetischen 
Relationen  hinschreiben,  die  uns  die  geometrische  Uberlegung  geliefert 
hat.  Wir  nehmen  also  zuerst  1;  so  an,  daB  2 <C  y  wird,  und  halten  Jc 
dann  fest.  Sei  f  =  m  =  Der  gleichmaBigen  Konvergenz  zu- 

folge  wird 

(«)  \f(x)  -sm{x)\^£ 

fiir  alle  Werte  vou  x.  Die  letzte  geometrische  Bedingung  c)  verlangt, 

daB 

f  Oo)  -  V  <  SJX)  ~  £>  sjx)  +  £  <  f(x0)  +  y 


fiir  alle  einem  geeigneten  In  ter  vail  x0  —  d  <  x  -<  x0  -f-  <3  zugehorigen  x. 
Diese  Bedingungen  sind  mit  der  folgenden  Equivalent : 

(P)  f(Xo)  —  Sm(X)  \<V  —  £,  I  x  —  x0  <  d. 

Letztere  ist  aber  eine  unmittelbare  Folge  von  let'),  indem  man  darin 
bloB  x  =  x0  setzt: 


*  !  /  (xq)  Sm (xo)  !  ^  £  £  +  (y  —  2f)  —  y  —  £, 

und  hierauf  den  in  Aufgabe  6,  S.  22  enthalteneu  Satz,  hezogen  auf 
die  Funktion 

t  (Xo)  —  (X)  |j 

m  Anwendung  bringt.  Hiermit  haben  wir  sowohl  die  Relation  (a) 
als  auch  (ft)  auf  arithmetischem  Wege  gewonnen. 

Aus  («)  und  (ft)  folgt  nun,  daB 

\f(x)~f(xQ)\<  n 

ist,  sobald  nur  |  x  —  x0  I  <  <5  bleibt.  Hiermit  ist  der  Beweis  fertig. 
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Das  wesentliche  am  analytischen  Beweise  wollen  wir  nock  ein- 
mal  kurz  wiederholen.  Sei  rj  eine  beliebige  positive  Zahl.  Der  gleich- 
maBigen  Konvergenz  zufolge  kann  man  dann  eine  natiirliche  Zahl  m 
so  bestimmen,  daB  fiir  alle  x  im'  Intervall  a<x<b 


(A)  I  f(x)-sm(x)  <1 

bleibt.  Insbesondere  wird  also  auch 

I /'K) -*»(*•)!  <i- 

Infolgedessen  wird  die  Funktion  |  f  (xQ)  —  sm(x)  |  in  einem  bestimmten 
Intervall  x0  —  6  <  x  <  x0  -f  d  der  Relation 


(B) 


/Oo) 


I  <  2 


geniigen.  Aus  (A)  und  (B)  folgt  dann,  daB  c 

—  f  (x)  \<*l,  |  s  -  A’o  I  <  d, 

ist,  und  hiermit  ist  der  Beweis  erbracht. 

Die  gleichmaBige  Konvergenz  einer  unendlichen  Reihe  stetiger 
Funktionen  hat  sich  somit  als  eine  hinreichende  Bedingung  dafiir 
erwiesen,  daB  die  Grenzfunktion  stetig  sei.  DaB  sie  hingegen  nicht 
notwendig  ist,  zeigen  die  letzteren  Beispiele  des  vorhergehenden  Para- 
graphen. 

Aus  dem  soeben  bewiesenen  Satze  kann  man  einen  zweiten  Satz 
ableiten,  indem  man  von  der  Konvergenz  der  Reihe,  ja,  sogar  von 
der  Definition  der  Terme  un{x)  in  einem  oder  beiden  Endpunkten 
des  Intervalls  {a,  &),  absieht  und  nur  verlangt,  daB  die  voigelegte 
Reihe  stetiger  Funktionen  in  jedem  vorgegebenen  ganz  innerhalb  (a,  b) 
gelegenen  abgeschlossenen  Iniervalle  gleichmafiig  konvergiere.  Nach  dem 
vorhergehenden  Satze  stellt  die  Reihe  dann  in  jedem  solchen  Intervalle 
eine  stetige  Funktion  vor,  und  da  jeder  Punkt  des  Intervalls  a  < .?  <b 
in  einem  geeignet  gewahlten  derartigen  Unterintervalle  enthalten  ist, 
so  stellt  die  Reihe  fernerhin  eine  im  ganzen  Intervalle  a  <  x  <  b 
stetige  Funktion  von  x  vor.  Wegen  Anwendungen  vgl.  man  §  4,  Ende. 

Aufgabe  1.  Die  Terme  der  Reihe 

( x )  +  w2  ( x ).  +  •  •  • 

seien  im  Intervall  a  £x£b  stetige  Funktionen  von  x,  und  die  Reihe 
konvergiere  gleichmaBig  im  Interval!  a  <  ^b.  Man  zei^e,  c  a 
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durch  die  Reihe  definierte  Funktion  f{df)  beim  Grenziibergange' 
lim  x  =  «+  einem  Grenzwerte  zustrebt. 

Aufgabe  2.  Sei  f(r,  y)  in  der  Uragebung  des  Punktes  r  =  0 
mit  Ausnahme  dieses  einen  Punk’tes  eindeutig  definiert.  Konvergiert 
f{r,  y),  als  Funktion  von  r  allein  betrachtet,  kings  der  Strablen 
y  =  y  gleichruaBig  gegen  ein  und  dieselbe  Zalil,  wenn  r  dem  Grenz- 
wert  0  zustrebt,  so  konvergiert  f  (V,  y)  beim  zweidimensionalen  Grenz- 
iibergang  lim  r  =  0. 

Wir  fiigen  noch  eineu  allgemeinen  Satz  hmzu,  dessen  Richtigkeit 
sofort  aus  der  Definition  der  gleichmafiigen  Konvergenz  ersicht- 
lich  wild. 

Satz.  Konvergiert  die  unendliclie  Beihe 

ur{x)  +  u2(x)  +  •  •  • 

•0 

im  Intervall  a  <,x  <Lb  gleichmdfig  und  nimmt  man  ein.e  beliebige 
Transformation 

x  =  y{x) 

vor,  so  konvergiert  die  also  transform ierte  Beihe  ini  neuen  Intervall 
a  x'  b'  ebenfalls  gleichmd fig . 

Allgemeiner  darf  an  Slelle  des  ursprunglichen  Intervalls  einc  vollig 
willkiirliche  Punktmcnge  treten.  Im  iibrigen  iverden  der  Transformation 
gar  keine  Einschrankungen  auferlegt;  sie  br audit  ueder  umkehrbar  ein¬ 
deutig  noch  stetig  zu  sein, 

) 

Die  in  diesem  Paragraphen  entbaltenen  Definitionen  und  Satze 
nebst  den  Beweisen  iibertragen  sick  ohne  weiteres  auf  Reihen,  deren 
Terme  von  mehreren  Yariabeln  abhangen  und  fur  beliebige  Bereiche 
letzterer^,  oder  allgemeiner  fiir  vollig  willkurliche  Punktmengen,  d*e- 
finiert  smd.  Man  vergleiclie  auch  den  allgemeinen  Satz  von  Kap.  12,  §  10. 
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YVeierstraB  hat  ein  Kriterium  gegeben,  mittels  dessen  die  -leich- 
maBige  Konvergenz  vieler  in  der  Praxis  vorkommenden  Reihen  ent- 
schieden  werden  kann.1)  Dasselbe  lautet,  wie  foM 

ReihelticktageTS  iTaXe’r  W  “d  -rwandter 


96  I,  3.  GleickmaBige  Konvergenz. 

Kriterium  fiir  gieichmabige  Konvergenz.  I)ie  unendliche 
Heihc 

U\(x)  11% (#)  -(-•••, 

deren  Glieder  im  Intervalle1)  (a,  b)  Funktionen  von  x  sind,  konvergiert 
gleichmafiig  in  diesem  Intervalle ,  falls  es  eine  konvergente  JReihe  posi- 
tiver  von  x  unabhdngiger  Gro/ien 

]\lx  -f-  J\l2  -}-••• 

gibt,  derail,  dafi  fiir  jeden  Wert  von  x  im  genannten  Intervalle  und 
fur  eine  von  x  unabhangige  Zahl  u 

\Un(?)\£Mn> 

bleibt. 

In  der  Tat  wird  dann  wegen  der  Relation 

+  -  «»(*)  =  Un+  iW  +  *  *  ‘  +  Un  +  r(z)  , 

die  Beziehung  bestehen: 

I  sn+r(x)  -  sn(x)  I  <:  I  Un+1(x)  !  +  •■•+  un+Xx) 

^  Mn  +  l  +  •  •  •  +  Mn  +  r>  n  ^  .U- 

Nimmt  man  nun  e  >  0  willkiirlich  an,  so  wird  man  eine  positive 
ganze  Zabl  m  g  stets  so  bestimmen  konnen,  dab 

Ma  + !  +  •  •  •  +  Mn  +  r  <  s,  nif>  m,  r  =  1,2,.., 

ist,  vgl.  Kap.  I,  §  1,  Theorem  2,  woraus  dann  folgt: 

lsn+r(oo)-sn(x)<8,  n>m,  r~  1,2,..., 

w.  z.  b.  w. 

Das  Kriterium  liefert  eine  hinreichende,  aber  keine  notwendige 
Eedingung  fiir  die  gieichmabige  Konvergenz  einer  Reibe.  Insbesondere 
konvergiert  jede  diesem  Kriterium  geniigende  Reibe  absolut,.  wahrend 
sicb  do°cb  leicbt  zeigen  lafit,  dab  eine  gleicbmabig  konvergente  Reihe 
nicbt  absolut  zu  konvergieren  braucbt;  z.  B.  die  Reibe 


2 

n  —  1 


\f 


(-  IV* 

n  J 


0  <  x  <  k  • 


Der  Satz  nebst  dem  Beweise  liiBt  sich  ohne  weiteres  auf  Reihen 
ausdehnen,  deren  Glieder  Funktionen  von  »  unabhangigen  Verander- 

mT„  vertrleiche  die  Anmerkung  zu  Anfang  des  vorhergehenden  Para- 
graphen  Ss  Krteium  gilt  aueb  Mr  die  daselbat  erwithoten  ailgemernereu  Pali.. 
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lichen  sind.  Dabei  darf  der  Definitionsbereich  der  Terme  eme  be- 
liebige  Punktmenge  sein. 

Potenzreihensatze. 

1.  Satz.  Bleiben  die  Terme  einer  Potenzreihe 

a0  +  axx  +  o2x2  +  '  •  * 

jily  x  =  X  endlich,  so  konvergiert  sie  absolut  fur  alle  Write  ion  xr 
wofiir  |  x  |  <  [  X  |  ist. 

Der  Voraussetzung  nach  gibt  es  eine  positive  Konstante  G  der- 
art,  dab  fiir  alle  Werte  von  n 

\anX”\<G 

bleibt.  Sei  X  |  <  |  X  [ .  Dann  wird 

.  I  aaxn  |  <  G  'x  =  Grn, 

wo  r  =  \  x  J\  X|  <  1  ist.  Die  Reilie  2JGr”  ist  aber  eine  geometrische 
Reihe  mit  0<r<  1,  deshalb  konvergiert  sie,  und  infolgedessen  kon- 
yergiert  die  vorgelegte  Reilie  absolut,  w.  z.  b.  w. 

Unter  den  gleichen  Voraussetzungen  'konvergiert  auch  die  Iieilte 

ax  -f  2a2x  -f-  3 asx*  -f-  •  • 

im  Inter v idle  \  x  [  <  |  X  |  absolut. 

In  der  Tat  ist 

|  nanxn~l  \  <  Gnrn~x. 

Die  Konvergenz  der  Reihe  EGnrn~x  folgt  aber  schon  aus  dem  Kri¬ 
terium  lim  un+1'un  <1,  da  hier  lim  un+1/un  =  r  ist. 

2.  Satz.  Konvergiert  eine  Potenzreihe  fiir  zwei  getrennte  Werte 
des  Argufncnts  und  divergiert  sie  fiir  einen  dritten,  so  konvergiert  sie 
fiir  alle  Werte  von  x  innerhalb  eines  bestimmten  Intervalls  —R<x<R 
und  sie  divergiert  fiir  alle  aufterhalb  desselben  gelegenen  Werte. 

Samtliche  W  erte  von  x  zertallen  namlich  in  zwei  Klassen:  a)  solche 
Werte,  wofiir  die  Reihe  konvergiert;  und  b)  solche,  wofiir  sie  diver¬ 
giert.  Bedeutet  xa  eine  beliebige  Zahl  der  ersten,  xh  eine  beliebige  Zalil 
der  zweiten  Ivlasse,  so  wird  nach  dem  1.  Satze 


a  ==.  • 

Hienlurch  tritt  eine  Zerlegung  der  positiven  Zahlen  ei'n,  die  den  1 

Osgood,  Funktionentheorie.  I.  2.  Aufl. 
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aussetzungen  ties  Dedekindschen  Satzes  von  Kap.  1,  §  8  entspricht 
DemgemaB  gibt  es  eine  Zahl  R  derart,  daB 


Xa\  £  I*  <\%b 


ist,  w.  z.  B.  w. 

o.  Satz.  Eine  Potenzreihe  honvergiert  gleichmafiig  in  jedem  abge- 
sch  busmen  ganz  innerlialb  Hires  Konvergenzintervalls  gelegenen  lntervalle. 
In  der  Tat  sei  die  vorgelegte  Reihe  fur  alle  im  lntervalle 


—  R  <i  x  <C  R,  Jt>0  resp.  II  =  oc  , 

gelegenen  VVerte  von  x  konvergent,  und  sei  \  <x^h2  ein  beliebiges 
innerhalb  desselben  entbaltenen  Unterintervalls.  Sei  ferner  li  die 
groBere  der  beiden  Zahlen  |  | ,  \h2\.  Dann  konvergiert  die  Reihe 

|  fl'o  |  “t-  |  a1  h  |  -j-  |  a2h~  |  •  •  • 


nach  dem  1.  Satze,  und  diese  Reihe  kann  eben  als  die  Jf -Reihe  des 
WeierstraBschen  Kriteriums  dienen: 


M  =  I  a  hn  i . 

Es  ware  indessen  ein  Irrtum  zu  glauben,  daB  wir  gezeigt  hat  ten, 
eine  Potenzreihe  konvergiere  gleiclimaBig  innerhalb  ihres  Konvergenz- 
intervaUs.  So  konvergiert  beispielsweise  die  geometrische  Reihe 

i-*=  1  +^  +  ^2+'-‘ 

absolut  fiir  alle  Werte  von  x  im  lntervalle  —  1  <  x  <  1;  sie  konver¬ 
giert  aber  dock  nicht  gleichmufiig  in  diesem  lntervalle.  Denn  nach 
dem  nten  Gliede  bleibt  noch  ein  Rest 

'.(*)  =  l-x 

Nachdem  man  also  s  >  0  angenommen  hat,  kann  man  hier  keine 
feste  Zahl  m  bestimmen,  derart,  daB  |  rn{pc )  |  <1  f  ware,  wenn  n  ^  m 
ist,  was  ja  im  Falle  gleichmaBiger  Konvergenz  notwendig  zutreffen 

miiBte. 

4.  Satz.  Eine  Potenzreihe  stellt  cine  stetige  FunHion  innerhalb 
ihres  Konvergenzintervalls  vor. 

Der  Beweis  ist  in  den  Entwicklungen  des  §  3  bereits  enthalten. 
Die  Terme  der  Reihe  sind  namlich  stetige  Funktionen,  und  die  Reihe 
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konvergiert  gleichmiiBig  in  jetlem  abgeschlossenen  Unterintei  valle  des 
Konvergenzintervalls. *) 

Die  vorstelienden  Satze  iiber  Potenzreihen  lassen  sieh  leicht  auf 
Potenzreihen  mit  beliebig  •  vielen  V*iriabeln  ubertragen.  fm  iibiigen 
sei  auf  die  Identitatssatze  von  Kap.  7,  §  12  verwiesen,  welche,  fur  den 
Fall  reeller  GroBen  ausgesprochen,  auch  hierher  gehdren. 

Aufgabe  1.  Man  zeige,  dab  die  Pei  be 

=  1  +  y  &  sin-  y  +  l '  '*  Z;4  sin4  (p  +  ■  ■  ■ , 

]/l  —  lc*  sin-  cp  1  -  * 

wo  0  <  /„•  <  1  eine  Konstante  ist,  fiir  alle  Werte  von  (p  gleichmiiBig 
konvergiert.  (Zu  beachten  ist?  daB  die  vorstehende  Reihe  keine  Po- 
tenzreihe  in  (p  ist.) 

Aufgabe  2.  Konvergiert  die  Reihe 


oc 


n  =  1 


im  Intervalle  —  y  <  x  <  y  gleichmiiBig?  im  Intervalle  —  1  <  x  <  1? 
Aufgabe  3.  Die  Reihe 


(an  cos  nx  +  &,t  sin  nx) 

n  =  0 

konvergiert  fur  alle  Werte  von  x  gleichmiiBig,  falls  die  Reihen  Xa 
2.  bn  beide  absolut  konvergieren. 

Aufgabe  4.  Konvergiert  die  Reihe 


1  X  +  ,4-  4- 

1  2 !  1  3  !  ‘ 


im  Intervalle  a<^x<^b,  wo  a  und  b  zwei  beliebige  Zahlen 
gleichmiiBig?  im  Intervalle  0  x  <  oo? 


sind 
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Sei  f(X)  —  "i  (x)  +  tl,  (x)  +  .  .  . 

eiue  konvergente  unendliche  Reihe,  deren  Glieder  in  einem  bestimmten 
1)  Konvergiert  eine  Potenzreihe  in  einem  Endnimkfo  u  ir 

Abe.  hat  „ocb  darker  hinaus  bewleet, 

b  unktion  darstellt.  Vgl.  das  ftahe4' HtatlitfAWR's™4™  Endp“nkt<!  steti*e 
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Inter va lie  {a,  b)  stetige  Funktionen  von  x  sind.  Man  sagt,  die  Reilie 
lasse  sicli  zwischen  den  im  Intervalle  gelegenen  Grenzen  x0}  x}  glied- 
ucise  integrieren,  tails  die  Funktion  f(x)  zwischen  diesen  Grenzen 
integrierbar  ist  und  die  Reihe  r 


I1  xi 

I  nt(x)dx  +  /  u2(x)dx  -j-  •  •  • 


gegen  den  Grenzwert 


/  f  (x)dx 

X0 

konvergiert. 

Bei  der  gliedweisen  Integration  einer  Reike  kandelt  es  sick 
wieder  urn  einen  doppelten  Grenziibergang,  denn  das  eigentlicke  be- 
stimmte  Integral  ist  ja  selbst  ein  Grenzwert.  In  der  Tat  ist 


I  f(x)dx=  I  riinr$B(#)~|  dx, 
J  J  L«=» 


wahrend 


/  ut(x)dx  +  / u2  (x)  dx  +  •  •  •  =  lim  /  sn(x)dx 

J  J  '  n  =  ocJ 

x0  X0  X0 

ist.  Die  Frage  laBt  sick  also,  wie  folgt,  formulieren:  Warn  ist 

Xi  f~  'T1 

I  riirasn(a:)1rZ^  =  lim  j  /  sn(x)dx 

X0  *0 

Geometrisch  stellt  der  links  stehende  Ausdruck  den  Inhalt  der 
von  der  Grenzkurve 

y  =  f(x) 

begrenzten  Flache  vor.  Andererseits  hat  man  es  mit  dem.  Inhalt  der 

Flacke  zu  tun,  die  von  der  Annakerungs- 

kurve 


V  =  sn(x) 


begrenzt  wird: 


/  s  (x)dx . 

9/ 


cc 


Es  fragt  sich  also,  wann  dieser  letzte 
Flacheninlialt  bei  wachsendem  n  gegen 

den  ersten  Flacheninkalt  konvergieren  wird. 


§  5.  Gliedweise  Integration  einer  unendlichen  Reihe. 
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Einem  einfochen  Beispiel  einer  Reihe,  fur  welche  dies  nicht  zu- 
trifft,  sind  wir  bereits  begegnet.  Sei  (big.  25) 


(x)  =  nxe 


,,-nx* 


f(X)  =  H  ~~  ^ Xe  1)1  '  ’ 

n  =  1 

Dann  ist  f{x)  =  0,  und  wenn  man  £0=0  setzt,  so  kommt 

I  f  {x)dx  =  0. 

i/ 

o 

Andererseits  hat  man 


*1 

j'sn(x)dx  =  J  nxe~n3fldx  =  *  (1  -  <r  ****)> 

0  o 

womit  sich  der  Grenzwert  des  von  der  Annaherungskurve  y  —  sn  { x ) 
abgegrenzten  Flacheninhalts  als 


lim 

n  =  oo 


1 

o 


erweist. 

Verlangt  man  nun,  daB  die  Reihe  auBerdem  noch  gleichmiiBig 
konvergiere,  so  wird  dadurch  diesem  MiBstande  vorgebeugt. 


Kriterium  fur  gliedweise  Integration.1)  Sind  die  Glieder 
einer  unendlichen  Reihe 


f(x)  =  ut(x)  +  u2(x)  4 - 

in  einem  hcstimmten  Intervalle  stetige  Funktionen  von  x  und  konver- 
yiert  die  Reihe  in  diesem  Intervalle  gleichmafiig ,  so  lei  fit  sich  dieselbe 
zwischen  endlichen  sum  Intervalle  gehorigen  Grenzen  gliedweise  inte- 
grieren: 

*1  f, 

I  f{x)dx  ==  I  ux  (x)  dx  4-  /  u2  (x)  dx  4 - . 

X<>  X'o  Xu 

Wegen  der  gleichmaBigen  Konvergenz  stellt  die  Reihe  vor  allem 
eine  stetige  Funktion  f(pc)  vor,  so  daB  also  das  linker  Hand  stehende 

_i  .1c1^De0r  Satz  riihrt  von  WeierstraB  her,  vgl.  Heine,  Journal  fur  Math. 


I,  3.  GleichmaBige  Konvero-enz 

0  O 

Integral  schon  einen  Sinn  hat.  Sei  ferner 

f(x)  =  sn(x)  +  rn(x). 

Xi 


Dann  ist 


J  f{x)dx-J  sn(x)  dx  =  frjx)dx. 


Der  gleichmaBigen  Konvergenz  zufolge  entspricht  einem  beliebig 
kleinen  positiven  s  eine  feste  Zahl  m,  derart  daB 


DemgemaB  hat  man 


rn(x)  I  ^  £,  n^>m 


oder 


*1  i1 

t  /  f(x)dx  —J  sjx)  dx  |  s  \xx  —  x0  | , 

x0  x0 

lim  /  sn(x)dx=  I  f(x)dx, 

Yi  —  flO 


w.  z.  b.  w. 

Aufgabe  1.  Man  zeige,  daB 


*SV + 

0 

I 

ist;  vgl.  §  4,  Aufgabe  1. 

Aufgabe  2.  Lassen  sich  die  Reihen,  wofiir 


a) 


i-| -nx’ 


2  nx 


t  ,  v  U  U  U/ 

b)  . 

ist,  im  Intervalle  0  <:  x  <,  1  gliedweise  integrieren?  Man  zcichne  die 
Annaherungskurven. 

Aufgabe  3.  Die  Reihen 


'm+2\x 


1-1 -n*x  l_+_(«j7  l)3^ 

+  1  +  (n  ~  L4*r  '- 


n*x  _ (n-iyx _ 

L  [log  Je  +.»)]  •  (i +  n'x2)  ’  "  [log  (e-+  n  —  R]  •  c1  +  ("  _  1)4‘r')J 


U  =  1 


§  6.  Gliedweise  Differentiation  einer  unendlichen  Reihe.  lOd 

konvcreieren  beide  ungleichmaflig  im  Intervalle  0  <  X  <  1.  SteUen 
sie  dort  stetige  Funktionen  vor?  Lassen  sie  sich  gliedwe.se  mte- 

grieren  ? 

Auf^abe  4.  Sind  die.Glieder  einer  unendlichen  Reihe 

ux  (a;)  -f  u.2  (, x )  H - 

im  endlichen  Intervalle  a  <  x  b  stetige  funktionen  und  konvergieit 
die  Reihe  dort  gleichmaBig,  so  konvergiert  die  Reihe  der  Integrate: 

x  X 

I  ux  (x)dx  +  /  us  {x)dx  +  •  •  • ,  a  <x  <^h , 

is 

a  a 

im  genannten  Intervalle  ebenfalls  gleichmaBig. 

Aufgabe  5.  Man  zeige,  daB  die  Reihe  des  letzten  Beispiels  von 
§  2  sich  gliedweise  integrieren  laBt. 


§  6.  Gliedweise  Differentiation  einer  unendlichen  Reihe. 

Sei 

f  (x)  =  U}  (x)  +  u2(x)  +  •  •  • 


eine  konvergente  unendliche  Reihe,  deren  Glieder  in  einem  bestimmten 
Punkte  x  =  x0  Ableitungen  erster  Ordnung  besitzen.  Man  sagt,  die 
Reihe  lasse  sich  gliedweise  differentiieren,  falls  die  Funktion  f  (x) 
auch  im  Punkte  x  =  x0  eine  Ableitung  besitzt  und  die  Reihe 

<Oo)  +  ui(xo)  H - 

gegen  den  Grenzwert  f'(x 0)  konvergiert. 

Bei  der  gliedweisen  Differentiation  handelt  es  sich  abermals  an 
einen  doppelten  Grenziibergang,  denn  es  ist 


f  O0)  ==  lim 

Ax  =  0 


lim  ~k  Ax)  sn  (x0) 

Ax 


^ i  lAo)  ”k  (x0  )-{-•••  =  lim 

n  =  oo  |_io,  =  0 

und  es  fragt  sich  also :  T Vann  ist 


lim  S'1  ^X°  +  Ax)  —  s„  (xny 

Ax 


lim  s„K+Ax)-  s„(xjr 

—  lim  I  litn  (*®0  H-  AXl 

jn  =  <x>  Ax 

-  111X1  i  uni  — : - - - ' _  "  •  0/ 

ji  =  »La.t  =  o  A  a; 

Geometrisch  bezieht  sich  der  links  stehende  Ausdruck  auf  die 
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Tangente  der  Grenzkurve  y  =  /'(*).  Andererseits  hat  man  es  mit  der 
langente  der  Annaherungskurve 

V 

zu  tun.  Denmach  kommt  es  darauf  an  zu  entscheiden,  wann  diese 

letzte  langente  bei  wachsendem  u  cresren 
die  erste  konvergiert.  An  einfachen  Bei- 
spielen  erkennt  man,  daB  dies  nicht  immer 
zutrifft.  Der  Leser  wolle  fiir  die  beiden 


naherungskurven  zeicbnen. 


a 


Sei 


0*0  =  1  —  (cos  xf",  -  ~  <  X  £  Y . 

Die  entsprecbende  Reihe 

00  • 

f  (x)  =  [1  —  (cos  x)^  +  ^  [(cos  x)2n~2  —  [cos  #)2"] 

n  =  2 

hat  den  Wert 

f  (x )  ~  1  ^  =k  0  5 

=  0 ,  x  =  0. 

Im  Punkte  x  =  0  hat  f(x)  keine  Ableitung.  Trotzdem  konvergiert 
die  Reihe  der  Ableitungen 

oo 

2  cos  x  sin  x  [—  (2n  —  2)  (cos  x)-n~z  +  2n  (cos  x)~n-1]  sin  x 

71  =  2 

fur  alle  Werte  von  x  im  Inter valle  gegen  0. 

-  b)  Sei 

*.(*)=■  r+W- 

Hier  hat  die  Reihe 

oo 

f  (x)  =  F+  a-  [l  +  n*x*  ~~  l  +  (n  —  D-xa-_ 

71  =  2 

fiir  alle  Werte  von  x  den  Wert  0;  darum  ist 

f  (*)  =  0. 

Trotzdem  hat  s/0)  im  Punkte  x  =  0  den  Wert  1  fur  alle  Werte 
von  n  und  daher  konvergiert  die  Reihe  der  Ableitungen  gegen  1. 
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c)  Es  sei  nocb  die  Fouriersche  erwiibnt: 

9 

sin  3x  .  sin  bx 

Sin  X  +  — g - 1 - 1  r  m  "f 

welch e  bekanntlich  tolgende  Funktion  voistellt. 

f(x)  =  2»x<x<(2n+  l)x, 

=  —  *  ,  (2)i  —  l)jt  <  x  <  2nx , 

4 

=  0,  x  =  nit]  n  =  0,  +1,  +  2,  •  •  • 

Die  Reibe  der  Ableitungen  divergiert  bier  im  allgemeinen. 

Der  Reihe  b)  entnebmen  wir  die  Bemerkung,  daB  sie  gleicbmaBig 
konvergiert  und  im  iibrigen  eine  mit  einer  stetigen  Ableitung  aus- 
gestattete  Funktion  reprasentiert,  und  docb  ist  sie  nicbt  gliedweise 
differentiierbar.  • 

Eine  binreicbende  Bedingung  fur  die  gliedweise  Differentiation 

o  o  o 

einer  Reihe  wird  durcb  folgenden  Satz  gegeben. 

Kriterium  fur  gliedweise  Differentiation.1)  Haben  die 
Glieder  einer  Jconvergetiten  unendlichen  lieihe 

(1)  f(x)  =  ux(x)  +  u2(x)  -{ - 

im  Intervalle  a  x  b  stetige  Ableitungen  erster  Ordnung  und  Jccn- 
vergiert  die  lieihe  der  Ableitungen 

(2)  <p(x)  =  u^(x)  +  u2'(x)  H - 

gleichmafiig  in  diesem  Intervalle ,  so  Hi  fit  sich  die  vorgelegte  lieihe  glied- 
iceise  differentiieren.  Die  Ableitung  f'{x)  ist  uberdies  stetig. 

A  or  allem  stellt  die  Reibe  (2)  nacb  §  3  eine  stetige  Funktioi} 
' or#  Aacn  dem  Ergebnisse  des  Torbergebenden  Paragrapben 
darf  man  ferner  diese  Reibe  gliedweise  integrieren: 

X 

J  V  (*)<**  -  [«,(*)  -  «iOo)]  +  [«,(*)  -  «.(*„)]  +  •  •  • . 

•r0 

Nun  ist 

also  ist  t  to  =  »,(*.)  + «,(*„)  +  •••, 

X 

J(p{x)dx  +  f(x0)  =  f(x). 

- - -  *o 

1)  Darboux,  Ann.  de  Vecole 


norm.  (2)  4  (1875)  p.  83. 
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Durch  Differentiation  dieser  letzten  Gleicbung  erhalt  man  die  Relation 


cp(x)  =  f'(x), 

AT.  Z.  0.  W. 

Beim  Beweise  haben  wir  die  Konvergenz  der  Reilie  (lj  nur  in 
einem  einzigen  Punkte  benutzt.  DemgemaB  laBt  sick  der  Satz  aucli 
etwas  allgemeiner  formulieren. 

Andererseits  kann  man  ganz  auf  die  Stetigkeit  der  Ableitungeii 
a  erzicbten,  indem  man  das  Theorem  von  Ivap.  12,  §  10  berauziebt 
nnd  die  Funktion 


S n  {•'  0  ~~l~  A  *0  ® a  (X0) 

Ax 


=  s(n,  Ax) 


mit  jenem  sn(m)  identifiziert,  wobei  Ax  jetzt  an  Stelle  von  m  tritt. 
Dann  wird 


s(n,  m)  —  s(n,  m)  -  y 


%(*o  +  Ax)  —  uk(x 0) 


Ax 


k  =  ri  -f*  1 


n 

=  2  Uk(X<>  +  6  AX )’ 

k  =  n'  + 1 


woraus  denn  erbellt,  daB  alle  Bedingungen  jenes  Satzes  erfiillt  sind. 
Ans  dem  soeben  gevvonnenen  Kriterium  folgt  der 
Potenzreihensatz.  Eine  Potenzreihe 


Cl q  ci^x  q^x*  d-  •  ■  • 

la  fit  sich  fur  jeden  innerhalb  Hires  Konvergenzintervalls  gelegenen  TT  ert 
von  x  gliedweise  differ entiieren. 

Sei  x  ein  beliebiger  solcber  Wert,  und  man  nehme  ein  ganz 
innerbalb  des  Konvergenzintervalls  ]  x  |  <  jR  gelegenes  Unterintervall 
x\  <h  so  an,  daB  letzteres  den  Punkt  x  umfaBt:  \x'\<h<  It. 
Dann  konvergiert  die  Reibe  der  Ableitungen 

(3)  at  +  2a2x  +  3a$x2  -f  •  •  • 

nacb  den  Satzen  von  §  4  im  Intervalle  |  x  <  11  absolut  und  mitbm 
im  Unterintervalle  \x\  gleicbmafiig.  Da  aucli  die  ubrigen  Be- 
dino-ungen  des  Kriteriums  offenbar  erfiillt  sind,  so  ist  der  Beweis  lertig. 

'  Wir  bemerken  nocb,  daB  das  Ergebnis  der  gliedweisen  Differen¬ 
tiation  wieder  eine  Potenzreibe  (3)  mit  gleicbem  Konvergenzintervalle 
ist.  Daraus  folgt,  daB  man  die  urspriinglicbe  Potenzreibe  beliebig  oit 

crliedweise  difterentiieren  darf.  1 

Der  Satz  gilt  aucli  fur  Potenzreihen  mit  beliebig  vielen  ^  anabelen. 

Aufgabe.  Sei  J -a,,  eine  absolut  konvergente  Reilie.  Dann  de- 
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fiuieren  die  Reihen 

u  =  V anrn  cosny,  v  anrn  sin  ncp 

•  « = 1 

im  Bereiche 

O^r^l,  —  oo  <  <p  <  co 

zwei  stetige  Funktionen  der  beiden  unabhangigen  Veranderlichen  r,  <p. 
In  jedera  innern  Punkte  des  Bereicbes  ist 


d  U 
dr 


J_  d  v 
r  dtp’ 


sowie 


dhi 

dr- 


1  du 
r  dtp 

du  ,  d*u 


dr 

or 


+  rW  +  9?-°- 


Man  begrunde  alle  diese  Behauptungen. 


& 

§  7.  Stetigkeit  einer  (lurch  ein  bestimmtes  Integral  dargestellten 

Funktion.1) 

Wir  betrachten  das  eigentlielie  bestimrate  Integral 

o  o 


6 


/  f(x,  a)  dx, 

* 

a 


wo  also  die  Grenzen  a,  b  beide  endlicli  sind  und  im  ubrigen  der 
Integrand  fur  jeden  Wert  von  a  ira  Intervalle  b): 

a  a  ^  b 

eine  eindeutige  stetige  Funktion  von  x  ist.  Das  Integral  definiert 
dann  eine  Funktion 

b 

•  <P(a)  =/  f(x,  a)dx, 

a 

der  es  jedoch  ganzlich  an  Eigenschaften  mangelt,  dean  <p  («)  kaim  ja 
jede  behebige  Funktion  von  «  sein.  In  der  Tat  sei  <p(cc)  eine  vollirr 
willkurliche  Funktion  von  a.  Setzt  man  nnr 


1)  Wegen  einer  einfacken  Formulierung  der  Kriterien  ss'7  v  r-  .  . 
uneigentlichen  bestimmten  Integrate,  welche  In  l~l  !  3°lcLl 

koinmen  (man  denkc  etwa  an  das  inleial  «r  Z  n  u  ,haufi«8tf 
Aufsatz  des  Verfaasers  verwicspn  •  Pr  1 1°  •  •  r  -  r~  unlitlon)i  sei  auf  einei 

g»U;  with  a  statement 8e™\“d  *>*■*>  in.e 
in  the  theory  of  definite  internals  4  ?  *  }  conditions  which  are  fundamenta 

s.  129-146''  mteglals  !  Anna,s  of  Mall, emetics,  2.  Folge,  Bd.  3  (1902) 
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so  erhalt  man  cp{a)  als  Wert  des  Integrals. 

•Jetzt  legen  wir  der  Funktion  f  ( x ,  a)  noch  die  weitere  Beding 
auf,  in  jedem  Punkte  x,  a  des  Bereichs 


ung 


R : 


a  <^x  <^b, 
a  <C  a  <  b , 


eine  stetige  Funktion  der  beiden  unabhangigen  Variabelen  x,  a  zu 
Diese  Forderung  hat  zur  Folge,  daft  <p  (tc)  stetig  wird.  Geome- 

trisch  leucbtet  das  sofort 


sem 


ein,  wenn  man  sick  die 
Flache 

(1)  5  =  f{x,  a) 

iiber  dem  Bereicb  R  aus- 
gespannt  denkt  und  sie 
dann  mit  der  Ebene 
a  =  «0  scbneidet.  Die 
als  der  Flacbeninhalt 


Funktion  cp  (a)  lafit  sich  bierbei  fur  a  v 
desjenigen  Stiickes  dieser  Ebene  deuten,  welches  von  der  Flache  (1) 
und  den  drei  Ebenen  5  =  0,  x  =  a,  x  =  b  begrenzt  wird.  Erteilt 

man  a  jetzt  den  neuen  Wert  «0  +  A«>  80  wird  +  A«)  durch 

den  Flacbeninhalt  eines  benachbarten  Stiicks  der  Ebene  a  =  a0  + 
dargesteUt.  Wegen  der  Stetigkeit  der  Flache  (1)  weickt  dieser  zweite 
Flachen  inhalt  offenbar  nur  wenig  vom  ersten  ab,  womit  denn  die 

Stetigkeit  der  Funktion  cp(a)  zutage  tntt. 

Arithmetisch  liiBt  sich  der  Beweis  folgendermaBen  fuhren.  m 
abgeschlossenen  Bereiche  R  ist  f(x,  a)  gleichmafiig  stetig  Nimmt 
man  also  ein  positives  e  beliebig  an,  so  kann  man  ein  P0L1  lves  von 
x  und  a  unabhangiges  S  so  bestimmen,  da6 

«0l<f 

bleibt,  wenn  (*,  «),  (xy  a')  zwei  beliebige  an  die  Relationen 

|  x  —  X  <  S ,  |  a  —  a  j  <  d 

geknupfte  Punkte  von  R  sind.  Nun  ist 

tp  (a0  +  A«)  —  <P  K)  =J \f  (*,«<,  +  ^“)~  fix,  «.)] 
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Unterwirft  man  daher  A«  der  Bedingung  A«  <»,  konimt: 

,(«,  +  A«)  -  vM  I  tt«  +  Ak)  O  dx  <s(h~  a) • 

a  % 

Hiermit  ist  also  gezeigt,  daB  die  Funktion  cp  (a)  im  Punkte  a  =  «„ 
und  sonach  auch  im  ganzen  Iutervalle  (a,  b)  stetig  ist. 

Bislier  war  vorausgesetzt,  daB  das  Intervall  (a,  b)  abgeschlossen 
sei.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  braucht  man  nur  an  Stelle  von  II 
einen  abgeschlossenen  in  It  enthaltenen,  die  Gerade  a  =  «0  umfassen- 

den  Bereieh  ,  ^  , 

K:  a<x<b,  a£a£b 


zu  nehmen,  wobei  dann  alle  fruheren  Schlusse  noch  in  Kraft  bleiben. 
Das  Ergebnis  formulieren  wir  in  dem  folgenden 
Kriterium  fur  Stetigkeit1).  Ist  f  (x,  a)  einc  im  Bereiche 

R :  a  x  ^b ,  n  ^  a  ^  b 


stetige  Funktion  der  beiden  unabhdngigen  Variabelen  x,  a,  so  stellt  das 
eigentliche  bestimmte  Integra} 

h 

l  f(oc,  a)  dx 

♦  ' 

a 


cine  stetige  Funktion  von  a  vor. 

Allgemeiner  braucht  dabri  das  Intervall  (a,  b)  iveder  abgeschlossen 
noch  endlich  zu  sein. 

Der  Satz  nebst  dem  Beweise  laBt  sicb  sofort  auf  lntegrale  er- 
weitern,  deren  Integrand  von  mekrereu  Parametern  abhiingt.  Sei  (A) 
ein  beliebiger  Bereicli  im  «-fach  ausgedebuten  Raume  der  n  Para¬ 
meter  •  •  •,  ccn.  Dabei  rnogen  alle  oder  auch  nur  ein  Teil  der 
Randpunkte  von  (  A),  insbesondere  gar  keine  derselben,  mit  zum  Be¬ 
reiche  gerechnet  werden.  Man  fasse  den  Bereieh  R  ins  Auge,  dessen 
Iunkte  (X,  alf  •••,  an)  aus  einer  willkiirlichen  Kombination  eines  x 
aus  dem  endlichen  Intervalle  a  <1  x  b  mit  einem  Punkte  (a, ,  •  •  •  a  ) 
von  (A)  entstehen.  In  diesem  Bereiche  R  soli  eine  Funktion 

/  eindeutig  erklart  und  stetig  sein.  Besagtes  Kriterium 

lautet  dann  folgendermaBen: 


del1,  1877/78,  p.  102,  und  Fonda, nenti  per  teorica 

•kite  funziom  di  vanabih  reah ,  1878,  Nr.  286;  Harnack,  Differential-  und  In 
tegralrechnung ,  1882,  p.  280.  una  ln~ 


no 
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« 

Das  Integral 

b 

.1  f(x>  <*!,  ■  ■  ;  «Jdx 

a 

stcllt  erne  in  (M)  stetige  Funktion  (p(cc1} . . ccn)  vor. 

In  der  lat  sei  (u1}  .  .  un)  ein  beliebiger  Punkt  von  (A).  Dann 
wild  f  (pc,  ccly .  .  an)  in  jedem  Punkte  der  abgeschlossenen  Strecke 

(./ ,  ax,  •  •  •?  *0?  a  <  x  <  b, 

:-tetig  sein.  Daraus  folgt,  dab  fix,  al,  .  .  .,  aj  auch  liings  der  ganzen 
Strecke  gleichmaBig  stetig  ist: 

fix',  ccf,  .  .  . ,  aj  -  f(x,  alf  .  .  a„)  |  <  e, 

\x—x\<d,  |  ocf  —  ccf  |  <  d. 

\  on  hier  ab  gestaltet  sicb  der  Beweis  gerade  so,  wie  vorhin. 

Selbst  im  Falle,  wo  die  Integrationsgrenzen  veriinderlick  sind, 
aber  stetig  von  den  Parametern  abhiingen,  stellt  das  Integral  eine 
stetige  Funktion  vor.  Man  braucht  da  nur  eine  neue  Integrations- 
variabele  t  vermoge  der  Transformation 

x  =  (b  —  a)  t  +  a 

einzufuhren.  Hierdurch  gebt  das  Integral  in  folgendes  fiber: 

1 

Q>  —  a)  J  fi{b  —  a)t  -f  a,  ax,. .  aj  dt. 

o 


Dieses  Integral  liefert  aber  nacli  dem  vorstehenden  Kriterium  eine 
stetige  Funktion.  Also: 

Das  Kriterium  bleibt  nock  bestehen,  ivenn  die  Integrationsgrenzen 
beliebige  stetige  Funktionen  der  Parameter  sind. 

Endlicb  gilt  der  Satz  auch  fur  mehrfache  Integrale  mit  festem 
Integrationsbereicb.  Sei  etwa  V  ein  abgeschlossener  Bereich  jm  drei- 
dimensionalen  Raume,  und  sei  R  der  Bereich,  dessen  Punkte  (x,  y ,  z, 
ax,...,an)  aus  der  Kombination  der  Koordinaten  ix,y,z )  eines  be- 
liebigen  Punktes  von  V  mit  denjenigen  eines  beliebigen  Punktes 
(«!,...,  ccn)  von  (A)  entsteben.  In  diesem  Bereicbe  R  soil  eine  Funk¬ 
tion  fix,  y,  z,  «i, .  .  «„)  eindeutig  erkliirt  und  stetig  sein.  Dann 

lautet  das  Kriterium,  wie  folgt: 

Das  Integral 

f  f  f  t  (%}  ID 

v 

stellt  eine  in  (A)  stetige  Funktion  vor. 


cO  d  V 


•  t  “n 


§  8.  Differentiation  unter  dem  Integralzeicken.  Ill 

Der  friihere  Beweis  bleibt  nocb  in  Kraft. 

Aufgabe.  Sei  die  unendliche  Reibe 

ux(x ,  u)  -f-  U2(X,  of)  “f"  ■  ■  ’) 

deren  Glieder  im  endlichen  Bereiche 

R:  a<.x<b,  a  <  a  <  b 

stetige  Funktionen  der  beiden  unabkangigen  Variabelen  X,  a  Bind 
in  R  gleickmafiig  konvergent.  Man  zeige,  dab  dann  die  Keike 

b  *> 

I  ut(x,  a)  dx  +  j  (x>  a)  (lx  +  •  •  • 

a  a 

eine  stetige  Funktion  von  a  definiert. 


§  8.  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen.1) 

Kriterium  fiir  Differentiation  unter  dem  Integralzeicken. 
Leibnizseker  Satz.2)  Sei  f(x,a)  fiir  jeden  Wert  von  u  im  Inter¬ 
vals  (a,  b)  eine  im  abgeschlossenen  Intervalle  a  Fx  ffh  stetige  Funktion 
von  x.  1st  ferner 


i 

eine  stetige  Funktion  der  beiden  unabhdngigen  Vercinderlichen  x  und  a 
fiir  able  in  Betraclit  kommenden  Werte  dieser  Variabelen,  so  Id  fit  das 
zivisclien  festen  Grenzen  a,  b  genommene  Integral 

b 

.  4 

I  f{x,  a)  dx 

t/ 


eine  stetige  *Ableitung  nacli  a  zu,  und  zicar  ivird 
Formel 


dieselbe  c lurch 


die 


vorgestellt,  Dalei  braucht  das  Intervall  (a,  b)  seeder  abgeschlossen  nock 
endlich  zu  sein. 


1)  Man  vergleiche  die  erste  Anmerkung  zu  §  7. 

2)  Dini,  Analisi  infinite »im ale ,  1877/78,  p.  107- 
und  lntegralrechnung ,  1882,  p.  283.  Enzyklopddie  II  A 


H  a  r  n  a  e  k ,  Differential- 
2  Voss,  Nr.  36. 
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ergeuz. 


Man  seize 


0 

<P  0)  =J  fix ,  u)dx. 


Dann  ist 

C 

b 

9(a0  +  A«)  —  qp(a0)  =J  [f(x,  a0  +  Aa)  —  f  ( x ,  a0)] 

a 

Wegen  des  Mittelwertsatzes  hat  der  Integrand  den  Wert: 

/“Ob  «0+  A  a)  -  f{x,  a0)  =  Accfa(x,  a0  -f  0A«). 

Ist  nun  das  Intervall  (a,  b)  abgeschlossen,  um  uns  zunachst  auf  diesen 
Fall  zu  beschranken,  so  ist  fa(x,  a)  im  abgeschlossenen  Bereiche 

B:  a^x^-b,  a  <!  «  <  b 

gleichmaBig  stetig.  Setzt  man  also 

f a(X)  #0  ^  A cc)  =  fa(x ,  &o)  d -  <?, 

so  laBt  sicb  einem  beliebig  kleinen  positiven  s  stets  ein  konstantes 
positives  d  so  zuordnen,  daB 


SI  <*, 


wenn  nur 


A  a  I  <  6 


ist.  Dies  gibt: 

9>(«o 


A  a)  —  qp  («0) 


A  a 


wobei 


ist.  Folglicb  ist 


6  6 
=  ffa(X,<Xo)dX  +  ygrfflf, 


f) 

I  %  dx  I  <  f  (&  —  a) 
J 


um  =  f b(*,  «„)<?*. 

A  a  =  0 

a 

Die  Stetigkeit  der  Ableitung  ergibt  sicb  aus  dem  Satze  von  £  <. 
Ist  endlich  das  Intervall  (a,  b)  nicht  abgescblossen,  so  verfabre  man 
wieder  genau  ebenso,  wie  in  §  7  bei  der  entsprecbenden  Frage. 

Der  Satz  ist  einer  abnlicben  Verallgemeinerung  fabig,  wie  das 
Kriterium  von  §  7.  Unter  Beibebaltung  der  daselbst  eingefubrten 
Bezeichnungen  laBt  sicb  das  Ergebnis,  wie  folgt.  aussprechen. 

Ist  fix,  . ccn)  in  B  eindeutig  erlddrt  mid  fur  jeden  festen 

Punld  von  {A)  'ewe  im  hitervalle  a<x<b  stetige  FunUion  von  *; 
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ist  fcrner  cf/c  cc{  im  Bereiche  B  stetig,  so  la  fit  (he  Funktion 

b 

fa*,  an)  dx 

9  ' 

ft  ♦ 

eine  stetige  Ableitung  nach  oc{  zu,  und  zivar  ist 

.  b 

’  it 


ii.  “.)  dx  -J  Adx- 


])er  Satz  gilt  auch  fur  mehrfaclie  Integrate. 

Bei  veranderlichen  Integrationsgrenzen  gestaltet  sich  das  Krite- 
rium,  wie  folgt: 

Satz.  Sei  f(x,  a)  eine  im  abgeschlossenen  Bereiche 
S :  a  <L  x  *Cb,  a  <  a  <  0 

e 

stetige  Funktion  der  Leiden  unabhangigen  Veranderlichen  x ,  a,  wobei 
a  =  xl>  (a),  b  =  ro  (a),  \xl>  (a)  =4=  a  (a)] 


stetige,  mit  stetigen  Ableitungen  erster  Ordnung  ausgestattete  Funktionen 
von  a  bedeuten.  Sei  ferner 


H  =  f«(x,  a) 


C  a 


eine  in  den  Punkten  a  <x<b,  a  <  a  von  S  stetige  Funktion 
welche  in  den  ausgenommenen  Bandpunkten  Bandwerte  annimmt.  Dann 
Hi  fit  das  Integral 

b 

f  f(x ,  a)  dx 

a 

eine  stetige^  Ableitung  nach  a  zu,  und  zivar  tvird  dieselbe  durch  die 
Formel 

b  b 

l  Ajf  <*’  «> dx  ”/  i'j*  +  f(b> «)  -  /■(«. «)  ii 

vorgestellt. 

Mgememer  brand, t  das  Intermit  (a,  6)  weder  abqescldossen  nod, 
endlich  zu  scin. 

Es  genfigt,  den  Sate  fur  den  Fall  zu  beweisen,  dag  a  un. 
veianderl.ch  bleibt.  Sei  namlich  «  -  «'  ein  beliebiger  Wert  von  « 
1  Intel  valle  (a,  b),  und  man  nebme  c  so  an,  dab 

f,3good,  Funktionentheorie.  I.  2.  Aufl. 
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ip  (a)  <  c  <  w  (V) 

ist,  Dann  kann  man  das  Integral  fiir  alle  in  der  Nabe  von  u  o-e 
legenen  Werte  von  a ,  wie  folgt,  zerlegen: 

b  c  b  ab 

/-/+/—. 

a  a  c  c 

woraus  denn  die  Ricbtigkeit  der  Bekauptung  sof'ort  erbellt. 

Indem  wir  also  a  von  jetzt  ab  als  eine  Ivonstante  anseben,  be- 
tiaebten  wir  die  Fnnktion  der  beiden  unabbangigen  Veranderlicben  a,  b: 

b 

<p{u,b)=J  f(cc,  a)  dx 

•  a 

im  Bereicbe 

B:  a  a  b,  a  <  b  <  co  («) . 

In  alien  inneren  Punkten  von  B  ist  c 

b 

=J «)  dxy  ddl  =  fib,  a). 

a 

Nacb  den  Entwicklungen  von  §  7  sind  sowobl  die  erste  dieser  Funk- 
tionen  als  aucb  (p{a ,  b)  selbst  stetig  im  abgescblossenen  Bereicbe  B , 
die  zweite  Funktion  ist  sclion  nacb  Voraussetzung  dort  stetig. 
Zieben  wir  nun  den  letzten  Satz  von  Kap.  2,  §  3  beran,  indem  wir 
jene  Funktion  F (x,  y)  mit  cp(cc,b )  identifizieren,  so  seben  wir,  dab  in 
eiuem  beliebigen  Punkte  des  Randes  b  =  co(a): 

<1  cp  da.  db 

ds  =  <Pa  ~ds  +  rpb  ~ds 

.  ist,  wobei  als  Kurve  L  eben  der  Rand  selbst  genommen  wird.  Hieraus 
ergibt  sicb  die  Relation 

d  op  .  db 

cU  -  <Pa  +  %  > 

und  damit  ist  der  Beweis  erbracbt. 

Auf  Grund  der  vorausgebenden  Betrachtungen  konnen  wir  nocb 

den  folgenden  Satz  aussprecben. 

Unter  den  Voraussetznngen  des  vorstelienden  Satzes  stellt  das 

Integral  .  ? 

<p(p,  q,  «)  =  J  f(x)  a)(ix 


Anhang.  fiber  nicbt-analytische  Funktionen. 
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eine  im  Bereiche 

Z:  a  <  p  <  b,  a  <q  <l>,  a  <  «  ^  b 

stetige  Funktion  der  drei  unabhdngigen  Verdnderlichen  p,  q,  a  vor, 
icelche  in  alien  innern  Punkten  von  £  stetige  Ableitungen  der  ersten 

Ordnung  besitzt: 


JDicse  Ableitungen  sind  sdmtlich  am  Rande  von  A  stetig. 

Soil  der  Integral  von  mehr  als  einem  Parameter  abbangen,  so 
liegt  die  Yerallgemeinerung  auf  der  Hand. 


Anhang.  fiber  nicht-analytisclie  Funktionen. 

£> 

Eine  reelle  Funktion  einer  reellen  Yertinderlicben  heiBt  analyiisch 
in  einem  Punkte,  wenn  sie  in  der  Umgebung  dieses  Punktes  nacb 
dem  Taylorscben  Lebrsatze  entwickelt  werden  kann.  Sie  beiBt  ana- 
lytisch  in  einem  Intervalle,  wenn  sie  in  jedem  Punkte  des  Intervalls 
analytiscb  ist.  Diese  Definitionen  iibertragen  sieb  sofort  auf  reelle 
analytiscbe  Funktionen  mebrerer  reellen  Veranderlicben. 

Die  Funktionen  einer  Yariabelen,  mit  denen  man  sicb  in  der 
Differential-  und  Iutegralrecbnung  hauptsachlich  beschaftigt,  boren 
nur  in  isolierten  Punkten  auf,  sich  analytiscb  zu  verhalten  und  werden 
iibrigens  in  diesen  Punkten  entweder  selbst  unendlicb  oder  aber  ibre 
Ableitungen  sind  dort  nicbt  alle  vorbanden.  Andere  isolierte  Singu- 
laritaten  baben  wir  im  1.  Kapitel  eingebender  besprochen.  Als  frap- 
pantes  Beispiel  tiii  die  Moglicbkeiten ,  welcbe  die  bloBe  Forderung 
der  Stetigkeit  gewabrt,  pdegt  man  die  bereits  erwabnte  Weier-  * 
straBsche  Funktion  anzufukren,  welcbe  ausnabnislos  stetig  ist  und 
dock  nirgends  eine  Ableitung  zulafit.  Der  Graph  der  Funktion  bat 
m  jedem  Intervalle  Spitzen  mit  vertikaler  Tangente  und  entzieht  sicb 
damit  der  gewohnlichen  Anschauung  einer  Kurve  so  weit,  daB  man 
frtiher  sogar  in  Versuchung  kam,  ikm  die  Bereehtigung,  Oberkaupt 
als  Kurve  aufgetaBt  zu  werden,  abzusprecben. 

Burch  Integration  der  WeierstraBschen  Funktion  erliiilt  man 
ein  Be, spiel  einer  Funktion,  deren  geometrisches  Bild  eine  mit  einer 
stetigen  Tangente  versehene  Kurve  ist,  auf  welche  der  Begriff  der 
ivrummung  nirgends  paBt. 
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these  Funktionen  sind  einerseits  nicht  analytisck,  andererseits 
gelit  den  entsprechenden  Kurven  die  eine  oder  die  andere  geometrische 
Mgeuschalt  ab.  Im  AnschluB  hieran  hat  sich  die  Ausicht  gebildet, 
t  aB  eine  nicht-analytische  Funktion  aucli  notwendig  etwas  bizarres 
an  sich  haben  miisse.  Docli  ist  das  durchaus  nicht  der  Fall,  wie 
wir  jetzt  durch  eine  andere  Klasse  von  Beispielen  zeigen  wollen. 

i 

Die  Funktion  y  =  e  '  .  Zu  diesem  Behufe  gehen  wir  von  der 
Funktion  aus1): 

1 

f(x)  =  e~*\  z  + 

/*(  0)  =  0. 


Fur  alle  Werte  von  x,  insbesondere  aber  fur  x  =  0,  besitzt  dieselbe 
stetige  Ableitungen  aller  Ordnungen,  und  zwar  ist 


tx-m  =  o, 


In  der  Tat  wird  die  nte  Ableitung  durch  einen  Ausdruck  von  der 
Form  gegeben: 

i 


G(x)e  *2 
xm 


X  =j=  0 , 


wo  G  (pc)  ein  Polynom  und  m  eine  natiirliche  Zahl  ist,  wie  durch 
den  SchluB  von  n  auf  n  -J-  1  erhellt.  Da  nun  ferner  far  alle  Werte 
von  k 


i 


ist,  so  scklieBt  man,  daB 

lim  fW(x)  =  0 

x  =  0 

ist.  Hieraus  ergibt  sich  wieder  vermoge  des  Schlusses  <von  n  auf 
w  -f  1,  daB  fW( 0)  existiert  und  den  Wert  0  hat,  denn  mit  Hilfe  des 
Mittelwertsatzes  findet  man 


/’(rt+1)  (0)  =  lim 

z  =  0 


fm  —  fw  (0) 
x 


lim  fn+l\0x)  =  0, 

x  =  0 


1)  Will  man  dem  allerdings  trivialen  Einwande  begegnen,  daB  diese  Fuuk- 
tion  nicht  durch  eine  einheitliche  Formel  definiert  ist,  so  braucht  man  ja  nur 


zu  schreiben: 


f(x)  =  lim  e 

n  =  oo 


n 

n  i 


117 


Anhang.  Uber  nicht-analytische  Funktionen. 

wobci,  fflr  n  =  0,  unter  f°>(x)  eben  die  Funktion  f(x)  selbst  zu  ver- 

stehen  ist.  , 

Trotzdem  ist  diese  Funktion  im  Punkte  x  =  0  mcht  anal  vtisch. 

Denn  die  Taylorsche  ReikenentAvick*lung 

fix)  -  fi o)  +  f'(  o)x  +  Vr  x1  +  ■  ■  ■ 

yerschwindet  ja  identisch  und  stellt  also  die  F  unktion  nur  fur  den 

einen  Wert  x  =  0  dar.  Sehen  wir  nun  zu,  ob  die  entsprecliende 

Kurve  erne  geometrische  Eigentiimlicbkeit  ini  Punkte  x  =  0  aufweist, 

so  stellt  sich  lieraus,  dafi  eben  keine  vorkanden  ist.  Die  Kurve  ver- 

lauft  dort  glatt,  sie  ist  zwar  auBerordentlick  platt  an  dieser  Stelle, 

docli  wiederum  niclit  so  platt,  wie  die  analytische  Kurve  y  =  0.  "W  o 

ist  da  also  eine  geometrische  oder  eine  funktionentbeoretische  Eigen- 

sckaft,  welche  wir  bei  unsern  Funktionen  niclit  verniissen  mockten, 

Avelcke  aber  dieser  Funktion  abginge? 

©  © 

Ein  ziveites  Beispiel:  y  =  0(x).  Wir  wollen  jetzt  zu  einem  Bei- 
spiel  einer  Funktion  iibergeken,  Avelche  sick  nirgends  analytisck  ver- 
kiilt  und  dock  stetige  Ableitungen  aller  Ordnungen  besitzt.  Man 
bilde  sick  vorab  die  Funktion 


cp  ( x )  =  /’(sin  x  x ) , 

avo  f(x)  die  soeben  besprochene  Funktion  bedeutet.  Diese  Aveist  in 
den  Punkten  x  —  0 ,  +  1 ,  +  2 ,  •  •  •  gleickes  Yerkalten ,  Avie  soeben 
die  Funktion  f{x)  im  Punkte  x  =  0,  auf.  Hierauf  fasse  man  die 
Funktion 

ins  Auge.  Die  dieser  1  unktion  zugekorige  Kurve  entstekt  aus  der- 
jenigen  der  Funktion  y  =  <p  {x),  indem  man  die  Ebene  durcli  eine* 
Aknlickkeitstransformation  im  Verkaltnis  von  1  zu  1/n!  zusammen- 
sckrumpfen  lafit: 


Sle  hat  daher  dieselbe  Gestalt,  nur  ist  sie  nacli  einem  kleineren  MaB- 
stabe  angelegt.  Im  iibrigen  ist 


<P[k)(n\x)  =  o,  wo 


/<;  —  1 ,  2,  •  •  • , 

\x  =  n\>  ^  =  ±  1,  ±  2,  •  •  • . 

In  diesen  Punkten  verhalt  sich  <p  («!  x)  also  nicht  analytisch,  sonst 
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ist  <p(n\x)  analytiscb.  Letzteres  erhellt  sofort  aus  dem  aUgemeinen 
Satze  von  Kap.  7,  §  13.  Man  kann  den  Beweis  aber  auch  vermoge 
der  Reihensatze  der  algebraisclien  Analysis,  insbesondere  mittels  des 
Zusatzes  von  Kap.  7,  §  14  fiibreh. 

Sodann  setzen  wir  die  nnendliche  Reihe  an1): 

0(x)  =  al(p(x)  +  ^  <p(2\x )  +  fj  <p(3!x)  +  •  • 

wobei  die  Koeffizienten  an  so  gewiihlt  werden,  dab  sie  mit  wacbsen- 
dem  n  rapide  abnebmen.  Fur  unsern  Zweck  geniigt  scbon  die  An- 
nabme : 

l 

a  = 

■*  (n!)"~  1  ' 

Demgemab  vvird 

(D 

n=  1 

Jetzt  behaupte  ich:  a)  die  Funktion  &(x)  bat  stetige  Ableitungen 
ailer  Ordnungen;  b)  <P  (x)  verhalt  sicb  nirgends  analytiscb. 

ad  a)  Wir  wollen  zunacbst  zeigen,  dab  <D'(x)  existiert  und  stetig 
ist.  Das  folgt  nacli  den  friiberen  Satzen  dieses  Ivapitels  daraus,  dab 
rp'(x)  eine  stetige  Funktion  von  x  ist,  welcbe  fur  alle  Werte  von  x 
(d.  b.  im  Intervalle  —  oo  <  x  <  oo)  endlicb  bleibt: 


|  cp'(x)  |  <Gif 


wo  Gx  eine  Konstante  bedeutet.  Nacb  dem  Weierstrabscben  Kri- 
terium  §  4  erweist  sicb  mitbin  die  Reibe 


V 


cp'(n  \  x) 


(n!) 


n  —  1 


n  =  1 


als  gleicbmabig  konvergent,  indem  man 


M  = 


Gx 


(«!) 


n-  1 


«y 


setzt.  Die  Konvergenz  der  Reibe  (1)  ist  soiort  ei  sicbtlich.  Dem 
Kriterium  von  §  6  zufolge  labt  sicb  also  die  Reibe  (1)  gliedweise 
differentiieren,  und  ilire  Ableitung  ist  auberdem  stetig. 


1)  Hierbei  bedienen  wir  uns  des  von  Hankel  herruhrenden  Prinzipsder 
Verdichtung  ier  SingularitdUn.  Man  vergleiche  Hankel, 

die  unendlich  oft  unstetigen  end  oszillierenden  Funktionen",  wieder  abgedrnckt 
in  den  Math.  Annalen,  Bd.  20  (1882)  S.  63. 
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Genau  ebenso  kann  man  zeigen,  dab  auch  die  zweite,  dritte,  •  •  •  * 
A-t0  Ableitung  von  0(x)  vorbanden  und  stetig  sind,  w.  z.  b.  w. 

ad  b)  Sei  zunachst  x0=p/q  ein  beliebiger  rationale!-  Wert  von 
x  der  nur  keine  ganze  Zahl  ist.  Dabei  sollen  und  q  teilerfremde  ganze 
Zablen  und  q>  1  sein.  Sei  ferner  v  der  kleinste  Wert  von  n,  wofiir 
n\  durch  q  teilbar  ist.  Darnach  ist  vl/q  eine  ganze  Zahl,  dagegen  ist 
(v  —  iy.jq,  sowie  p(y  —  l)\/q  ein  Brueli.  Inf'olgedessen  stimmt  jede 
Ableitung  der  Funktion  0(x)  mit  der  entsprechenden  Ableitung  der 
Funktion 


/  .  ,  <P  (- :  x)  i 

9W+  l2:)-  + 


gp((y  —  Dig) 
({v  —  1)  !)v—  1 


im  Punkte  x0  iiberein.  Nun  verhalt  sich  aber  jeder  Term  dieser 
Summe  und  somit  auch  die  ganze  Summe  im  Punkte  x0  analytisch. 
Setzt  man  also  die  Taylorsche  Reihenentwickluug  fur  die  Funktion 
0  (x)  in  diesenp  Punkte  an: 

0  (x0)  +  O'(x0)  (x  —  x0)  +  <T>  .^o)  (x  —  x0  )2  d - , 


so  erhalt  man  eine  unendliche  Reihe,  welche  allerdings  innerhalb 
eines  bestimmten  Intervalls  konvergiert,  sie  stellt  aber  nicht  die 
Funktion  0 (x),  sondern  nur  jene  ersten  v—1  Terme  der  Reihe  (  1) 
vor.  Dab  nun  diese  beiden  Werte  doch  im  allgemeinen  nicht  zu- 
sammenfallen,  erhellt  schon  daraus,  dab  fur  jeden  irrationalen  Wert 
von  x  alle  Terme  der  Reihe  (1)  positive  Werte  haben. 

Hiermit  ist  aber  auch  zugleich  gezeigt,  dab  die  Funktion  0  (x) 
sich  iiberhaupt  fiir  keinen  Wert  von  x  analytisch  verhalt. 

Die  graphischc  Darstellung  der  Funktion  y  =  O  (x).  Es  bleibt 
nur  noch  iibrig,  uns  Rechenschaft  dariiber  zu  geben,  wie  sich  die  dev 
Funktion*?/  =  0{x)  entsprechende  Kurve  ausnimmt.  Zu  dem  Zweeke 
stellen  wir  uns  der  Reihe  nach  die  Annaherungskurven  vor: 


y  =  «»(*)  =  <p(z)  + 


cp  (2 !  x) 
(2  !)2 


cp  (n !  x ) 
(n !)" 


und  bedenken  dabei,  dab  der  tlbergang  von  der  ( n  —  l)ten  zur  ??ten 
Kurve  dadurch  bewerkstelligt  wird,  dab  man  die  Ordinaten  von 
V  =  sn_ t(x)  urn  die  Grdbe 

=  cp(n!x) 

J  {n\f 

andert.  Nun  erwies  sich  schon  die  Kurve 
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II  =  v(n]x) 

J  n\ 

fs  ‘ler  Kurve  »-y(*)  iihnlich,  teilt  man  aber  ihre  Ordinaten  noch 
durch  («!)”  \  so  schmiegt  sie  sicli  der  Geraden  y  =  0  auBerordent- 
lich  eng  an,  und  aucli  ihre  Tangentenrichtung,  sowie  ihre  Kriimmuno- 
weichen  nur  wenig  von  denjenigen  jener  Geraden  ah.  Infolgedessen 
eihalt  man  bereits  fur  einen  kleinen  Wert  von  n  in  der  Annaherungs- 
kurve  y  =  s„(»  eine  zuverlassige  Reprasentantin  der  GrenzfunktionD 

y  =  ®{x). 

Mclit-analytische  Funktionen  mehrerer  Veranderlichen.  Ein  Bei- 
spiel  einer  nicht- analytischen  Funktion  mehrerer  unabhangiger  Yer- 
andei lichen  erhiilt  man  offenbar  sofort,  wenn  man  das  Argument  der 
obigen  funktion  0  ix)  durch  ein  beliebiges  Polynom  in  x,  y,  z:  •  •  • 
eisetzt.  Man  kann  aber  auch  in  ahnlicher  Weise  wie  vorhin  vor- 
gehen  und  etwa  die  Reihe  ansetzen: 


y,*,-  -)  =  y, 


«  =  i 


1  qp  (n !  x)  qp  (n !  y)  qp  (« !  z ) 
(■ n\)n 


Uber  die  durch  die  Funktion  0  (x)  vertretene  Klasse  nicht-uncdy- 
tischer  Funktionen.  Die  Funktion  0(x)  liefert  den  Beleg  fur  die 
Existenz  einer  Klasse  von  Funktionen,  welche  Ableitungen  aller  Ord- 

nungen  besitzen,  ohne  jedoch  durch  eine  Potenzreihe  darstellbar  zu 

1 

sein.  Beziiglich  solcher  Funktionen  wiederholen  wir  die  Frage,  womit 
wir  die  Diskussion  der  Funktion  fix)  schlossen:  Wo  ist  da  eine  geo- 
metrische  Oder  eine  funktionentheoretische  Eigenscliaft ,  ivelche  ivir  bei 
unseren  Funktionen  nicht  vermissen  mochten,  welche  aber  diesen  Funk¬ 
tionen  abginge? 

Man  wird  vielleicht  darauf  erwidern:  Schon  die  Eigen schaft,  in 
eine  Taylorsche  Reihe  entwickelbar  zu  sein,  wird  der  Funktion  nicht 
zuteil,  und  damit  geht  so  mancher  einfacher  Beweis,  der  sich  auf 


1)  Wollte  man  nocli  die  hoheren  Ableitungen  von  d*  ( x ),  etwa  die  1000&tc, 
auf  die  namliche  Weise  untersuchen,  so  wiirden  die  ersten  paar  Glieder  der  ab- 
geleiteten  Reihe  kein  rechtes  Bild  der  Grenzfunktion  lietern,  vielmehr  weisen 
dieselben  starke  Schwankungen  auf,  welche  sich  jedoch  spater  legen,  so  daB  von 
einer  bestiminten,  allerdings  nicht  ganz  friih  eintretenden  Stelle  ab  die  analytisch 
bereits  konstatierte  gleichmaBige  Konvergenz  der  Reihe  wieder  in  ihre  Rechte 
tritt.  Die  Reihe  konvergiert  schlecht,  -  wie  zum  Beispiel  die  Exponentialreihe 
yjxn jn\  fiir  x  =  1000,  —  und  kommt  ihrem  Grenzwert  erst  nach  mehieren 

hundert  Gliedern  gleickmaBig  nahe. 
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das  Operieren  mit  Potenzreihen  stiitzt,  verloren.  Was  den  ersten 
Punkt  anbetrifft,  so  mochte  ich  sagen:  Scbade  um  die  Potenzreihe, 
welch e  nicht  einmal  ira  stande  ist,  eine  so  einfache  Funktion  darzu- 
stellen !  Das  Mangelhafte  liegt  h'er  eben  nicht  an  der  Funktion, 
sondern  an  der  Reiheuentwicklung,  die  zu  sprode  ist,  selbst  eimge 
von  den  allereinfachsten  Funktionen  zum  Ausdruck  zu  bringen.  Die 
Fourierschen  Re i hen,  sowie  die  daniit  verwandten  Reihen  dei  matlie- 
matischen  Physik  sind  dagegen  geschmeidiger. 

Wichtiger  ist  aber  die  zweite  Ausstellung,  es  ginge  eine  bequeme 
Beweisraethode  verloren.  In  der  Tat  kaun  man  die  Beweise,  wie  sie 
in  der  Praxis  vorkommen,  vermbge  des  Taylorschen  Satzes  mit  dem 
Restgliede: 


/  Oo  +  —  f  (xo)  +  t\x oVl  +  •  '  '  + 


f{n)(Xp) 

n\ 


h*  + 


f<n  +  1\x0  +  dh)  , 

(»  +  l)! 


noch  einfacher  ffihren.  Seit  langer  Zeit  babe  ich  einen  zwinsfenden 
Grund  vergebens  gesucbt,  den  analytischen  Funktionen  in  der  reellen 
Funktionentheorie  eine  bevorzugte  Stellung  einzuraumen.  Bei  den 
allermeisten  Anwendungen  der  Analysis  liegt  ein  solcher  Grund  eben 
nicht  vor,  denn  man  kommt,  wie  gesagt,  mit  dem  Taylorschen  Satze 
mit  Restglied  rascher  zum  Ziele.  Selbst  in  der  komplexen  Funk¬ 
tionentheorie  liegt  die  Sache  nicht  anders.  Man  kann  die  Hauptsatze 
dieser  Theorie  alle  noch  einfacher  ohne  die  Cauchy-Taylorsche  Reihen- 
entwicklung  als  mit  Hilfe  derselben  beweisen.  Nur  eine  Ausnahme 
wiiBte  ich  anzufuhren.  In  der  Theorie  der  partiellen  Differential- 
gleichungen  ist  man  beim  Cauchyschen  Probleme  noch  nicht  im 
Besitze  anderer  Methoden,  um  den  Existenzbeweis  allgemein  zu 
fiihren,  als  nur  deren,  welche  sich  auf  Potenzreihen  mit  mehreren 
Argumenten  stiitzen. 


Was  *(JeU  aus  diesen  Beispielen  hervor *  Neben  jene  bizarren 
mcht-analytischen  Funktionen,  welche  an  die  Grenzen  der  Moglich- 
keiten  fur  stetige  Funktionen  vordringen,  haben  wir  eine  zweite 
Klasse  mcht-analytischer  Funktionen  gestellt,  welchen  alle  Steti<>-keits- 
eigenschaften  der  analytischen  Funktionen  zukommen  und  welche  sich 
yon  diesen  wie  es  scheint,  nur  (lurch  ein  auBeres  Merkmal  unter- 
scneiden.  Es  gibt  eben  neben  jenen  liypoanalytischen  Funktionen 

. . . - 
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Bei  orientierenden  Untersuchungen  —  man  denke  etwa  an  die 
Lieschen  Theorien  —  pflegt  man  sich  wohl  dadurch  zu  decken,  daB 
man  verlangt,  alle  in  Betracht  kommenden  Funktionen  sollen  analy- 
tisch  sein.  Damit  begreift  man  eine  Menge  von  Eigensckaften  mit 
ein,  welche  man  vorlaufig  nicht  iiberblickt,  und  vermeidet  Avieder 
Ausnahmefiille,  deren  Existenz  man  ebensowenig  aknt.  Denn  die 
analytiscken  Funktionen  sind  duldsam  und  lassen  manclie  begriffliehe 
Unexaktlieit  ungestraft  durchgehen.  Befriedigender  ist  jedock  die 
h  ormulierung  eines  Satzes,  wenn  Avir  dabei  nur  solche  Einschrankungen 
machen,  Avelche  dem  Wesen  der  Saclie  entsprechen,  also  solche,  obne 
Avelcke  entAveder  der  Satz  uicht  richtig  Avare  oder  aber  der  BeAveis 
uns  nicht  gel  ingen  Aviirde. 


Viertes  Kapitel. 

Kurvenintegrale  mid  mehrfach  zusaniinenliangende  Bereiche. 


§  1.  Kurvenintegrale. 

In  einem  Bereiche  S  der  (x,  ^-Ebene1)  sei  eine  gesehlossene  oder 
eine  nicht-gescfilossene  regulare  Ivurve  L  gegeben,  welcbe  analytiseh 
durch  die  Gleichungen 


x  =  <p  (s),  y  =  ip  0) ,  (o  <:  s  <:  l) 


dargestellt  werden  moge,  wobei  die  Bogenliinge  s  als  Parameter  be- 
nutzt  wird.  Sei  ferner  eine  stetige  Funktion  f(x,y,s )  vorgelegt,  wo 
{x,  y )  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  von  S  sind  und  s 
im  Intervalle  (0,  I)  willkurlich  genommen  wird.  Unter  dem  Kurven- 
integral 

/  i 

I  f(x>  V)  s)ds, 

9  / 

l. 

iiber  die  Kurve  L  hinerstreckt,  versteht  man  daun  folgendes.  Man  zerlege 
Ij  in  n  leilbogen  raittels  der  den  Parameterwerten  0  =  s0  <  s  <C  •  •  • 
<sn  =  l  entsprechenden  Punkte  (x„  yt).  Sei  (a;/,  y!)  ein  beliebiger 
Punkt  des  Bogens  (si}  si+1),  s/  der  zugehorige  Parameter wert,  und 
sei  s!'  ein  zweiter  dem  Intervalle  8t^s^8i  +  l  ebenfalls  angehoriger 
Wert  von  .s.  Man  bilde  ferner  die  Summe 


n  —  1 

2 

i  =  0 


t  (xi  >  Vi  i  *i  )  A  ,  A  s{  =  si+l  —  s  ■ , 


und  lasse  n  unbeg, enzt  wachsen,  wiihrend  das  groBte  ASj  gleichzeiti<r 
gegen  0  abmmmt  Dana  nahert  sieh  diese  Summe  einem  Grenzwert, 

verglefcJZ  ^  Oder  eines  Berei^s  S 
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und  dieser  Grenzwert  ist  es,  welchen  wir  als  den  Wert  des  Kurven 
integrals  definieren  wollen. 

Um  die  Definition  zu  begriinden,  setze  man 

f(xi>  si") =  f(xi>  yif  st)  +  ^ 

und  betrachte  man  die  Summe 


n  - 1 

2  y*> s*)  As> 

i  =  0 

Diese  nabeit  sicb  often  bar  beim  obigen  Grenziibergange  dem  ge- 
wohnlichen  Integrate 

i 

j  t(s),  s)ds. 

o 


Andererseits  kann  man  die  Teilung  der  Kurve  L  so  weit  treiben,  daB 
der  Wert  von  £;,  (/  =  0,  1, . . n  —  1),  dem  absoluten  Betrage  nach, 
gleicbmiiBig  unter  die  beliebig  kleine  positive  Konstante  s  herabsinkt. 
Denn  die  Funktion  f(x,  y,  s')  ist  ja  gleicbmiiBig  stetig  in  ihrem  De- 
finitionsbereicb,  da  dieser  eben  abgeschlossen  ist.  Und  selbst  wenn 
dies  nicbt  der  Fall  ware,  konnte  man  L  mit  einem  innerhalb  S  ere- 
legenen  abgescblossenen  Streifen  A  umgeben  nnd  die  Funktion  f(x,  y,  s ) 
nur  fiir  solche  Wertsysteme  (z,  y,  s')  betrachten,  welche  Punkten 
( x ,  y)  von  A’  entspreebeu.  Daraus  folgt,  daB,  sobald  die  Teilung 
von  L  genugend  weit  gedieben  ist, 

n  —  1  n—1 

^  <  £  ASi  =  £l 

7  =  0  i  = 0 


bleibt,  oder 

71—1 


lim 

n  =  oo 


2 

i  =  oo 


&As,  =  0 


Hiermit  ist  die  in  Aussicht  genommene  Definition  gereebtfertigt: 

71  —  1 

/  f(z,  y,  s)ds  =  lim  V  fix-,  y[,  s")Asi} 

l  n  =  oo  ,_0 

und  es  ist  aucb  zugleich  bewiesen,  daB 

i 

I  f{x,  y,  s)ds  =j  fi<p(s),  s)ds 


1  Man  konnte  zwar  diese  Gleichung  von  vornkerein  als  Definition  des  be- 
treffenden  Knrvenintegrals  nehmen.  Die  vorstehende  Definition  erweiet  sicli  aber 
in  der  Praxis  als  niitzlicher. 
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Zu  beackten  ist,  daB  die  Definition  einen  bestimmten  Sinn,  in 
welchem  iiber  L  integriert  werden  soil,  nicht  voraussetzt.  As  ist 
eben  eine  wesentlich  positive  GroBe,  wie  zum  Beispiel  bei  dei  Ei- 

klarung  des  Flachenintegrals  J  j*f  {x,  y)dA  der  Inhalt  A  A  eine^ 
jeden  Teilbereiches  auch  als  absolute  GroBe  eingefiihrt  wird.  Erst 
bei  den  nachfolgenden  Integralen  wird  untersckieden,  ob  nach  der 
einen  Fortsehreitungsrichtung  auf  L  oder  nach  der  anderen  inte¬ 
griert  wird. 

Zuweilen  empfielilt  es  sich,  den  Fall  mit  einzubegreifen,  daB  die 
Kurve  L  sich  auf  einen  Punkt  zusammenzieht.  Wir  legen  dem  Inte- 
o-ral  dann  den  Wert  Null  bei. 

Fin  zweites  Kurvenintegral  ist  folgendes.  Man  geht  wiederum 
von  einem  Bereiche  S  und  von  einer  darin  gelegenen  Kurve  L  aus, 
deren  Endpunkte  mit  (a,  b),  (a,  b')  bezeichnet  werden  mogen.1) 
Diese  Kurve  teilt  man  dann  durch  die  aufeinander  folgenden  Punkte 

(xo,  Vo)  =  0;  h),  (xi,  Vi),  •  •  •>  (xn>  Vn)  =  «  b')  in  n  B°gen  ein  und 
nimmt  auf  jedeni  letzterer  einen  Punkt  (x-,  yf)  willkiirlich  an.  Des 

weiteren  legt  man  eine  stetige  Funktion  F(x,  y)  lediglich  der  Koordi- 
naten  ( x ,  y)  eines  Punktes  von  S  zu  Grunde  und  bildet  die  Sunime 

71  —  1 

^  F(xi>  yf)  Axi>  A  xi  =  xi + 1  —  oct . 

1  =  0 


Der  Grenzwert  dieser  Sunime  soli  nun  als  der  Wert  des  Kurven- 
integrals 

W,  to 

J  F{x,  y)dx, 

(a,  t) 

iiber  die  Kurve  L  erstreckt,  und  zwar  in  der  Ricktung  von  (ci ,  b)* 
nach  (a,  V)  definiert  werden.  DaB  diese  Sunime  auch  wirklich  einem 
Grenzwerte  zustrebt,  ergibt  sich  daraus,  daB,  dem  Mittelwertsatze  zu- 
folge,  bei  geeigneter  Einfiihrung  der  Bogenlange  s  als  Parameter 

Axi  =  s.  <  s-r  <  8f+l , 

wild,  wonach  sicn  dann  die  Sunime 


1)  Im  Falle  einer  geschlossenen  Kurve  werden  (a,  b)  und  (a  b ')  ah  mil. 
mander  zusammenfallend  aufzufa3sen  sein.  Der  Leser  wolle  siph  T  •  i 
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n-1 

2  F  (*/>  yi')<p'(s',)Asi 

i  =  0 

unter  die  bereits  behandelten  Sum  men  unterordnet.  Hiermit  ist  die 
Definition  gerecbtfertigt : 

(a',  b')  n  — 1 

J  Fix>  y)dx  -  ^  F(x;,  y;)hxt, 

(a,  b)  i  =  0 

and  zugleicb  ist  auch  ferner  bewiesen,  dab 

(«',  b')  l 

J  F(x,  y)dx=J  F((p(s),  f(s))(p'(s)ds 

(a,  b)  0 

ist.  Im  iibrigen  ist 

(«'»  b')  (a,  b ) 

/  F{x,  y)dx  =  —  j  F{x,  y)dx . 

(a,  6)  (a',  6') 

In  ahnlicher  Weise  hat  man 

(a',  *')  «  - 1  l 

j  F{x,  y)dy  =  lim  ^  F{cc!,  ij^Ay^J  F((p{s),  4>(s))rp\s)ds . 

(a,  b)  «  =  °°  i  =  o  0 

Unter  dem  Ivurvenintegral 

(«',  b')  ^ 

/  Peta  (U/*/  oder  J  Pdx  -j- 

(a,  6)  /- 

wo  F  und  Q  zwei  in  S  stetige  Funktionen  von  x ,  y  bedeuten,  ver- 
steht  man  die  Summe 

(a',  b')  (a',  b') 

j  Fdx-{-J  Qdy .  c 

(a,  b)  (a,  b) 

Auch  hier  wird  gelegentlich  der  Fall  mit  einbegriffen,  dafi  die 
Kurve  L  sich  auf  einen  Punkt  zusammenzieht.  Wir  legen  dem  In¬ 
tegral  dann  wieder  den  Wert  Null  bei. 

Es  ist 

.  (a',  b')  f 

I  Pdx  +  Qdy  =  j  (P  cos  r  +  Q  sin  r )ds, 

(a,  b)  0 

wo  r  den  Winkel  zwischen  der  positiven  2-Achse  und  der  durch  die 
Reihenfolge  der  Terme  in  der  Summenbildung 


§  1.  Kurvenintegrale. 
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P(x0',  f/o')A‘ro+  p(xi> 

Q(x o',  y0')Ax0  +  Q{x x,  yx  )Axx .  . . 

bestimmten  Fortschreitungsrichtung  langs  L  bedeutet.  berner  ist 

t 

(a’,  &0  (?.  6) 

/  Pda  +  =  —  /  Pda  + 

(a,  6)  («'.  &') 

Sei  S  6in  regularer  Bereich,  dessen  Hand  aus  n  einfacben  regu- 
laren  o'eschlossenen  einander  nicbt  schneidenden  Kurven  (x,...,  Cn 
bestebt.  Dann  pflegt  man  die  Verabredung  zu  treffen,  daB  das  Rand- 
stuck  Ci  in  positivem  Sinne  durcblaufen  wird,  wenn  ein  Spazierganger, 
der  in  dieser  Ricbtung  auf  Ci  fortschreitet,  den  Bereicb  S  stets  zur 
linken  hat.  Fiihrt  man  nun  das  Integral 

f  Pdx  -f  Qdy 

iiber  jede  Randkurve  Ci,  (i  =  1,...,  n)  in  positivem  Sinne  und  ad- 
diert  man  die  dadurcb  entstandenen  Werte  zusammen,  so  erhalt  man 
das  iiber  den  ganzcn  Hand  von  S  in  positivem  Sinne  erstreclde  Integral 

f  Pdx  +  Qdy 


Eine  weitere  Definition,  welche  bier  nocb  zur  Sprache  kommen 
mufi,  ist  folgende.  Sei  ©  eine  einfacbe  regulare  gescblossene  Kurve 
des  Bereicbs  S,  gleicbviel  ob  (5  zum  Rande  gehbrt  oder  nicbt.  Im 
ersten  Falle  wird  6  wenigstens  nicbt  in  seiner  Eigenscliaft  als  Rand¬ 
kurve  von  S  angesehen.  Dann  wird  der  positive  Sinn  von  ti,  wie 
folgt,  eiklait.  baBt  man  das  Innere  ©  von  (S  ins  Auge  und  be- 
trachtet  man  ©  nun  als  Randkurve  von  ©,  so  legt  man  6  als  posi- 
tiven  Sinn  denjenigen  bei,  welcber  ibm  als  Randkurve  von  ©  nacb  * 
der  vorstelfenden  Definition  zukommt. 

Dieser  letzten  Definition  zufolge  wird  also  bei  positivem  Umlauf 
des  Gesamtrandes  von  S  nur  die  auBere  Kurve  Cn  in  positivem,  die 
ubrigen  werden  in  negativem  Sinne  beschrieben.  DemgemaB  ist  aucb 


(A)  j  Pdx  +  Qdy  =  J  Pdx  +  Qdy  -  V  fpdx  +  Qdy 

i  =  l  Ci 

WO  das  Integral  linker  Hand  iiber  den  Rand  von  S  die  Integral 

ihre — »  -  * 
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Abliangigkeit  von  einem  Parameter.  Die  Kriterien  des  3.  Kapitels, 
^8  7,  8  ubertragen  sich  auf  Kurvenintegrale,  wie  aus  der  Darstellun^ 
soldier  durch  gewohnliche  Integrale  unmittelbar  erhellt.  Insbesondere 
konnen  wir  folgenden  Satz  aussprechen: 

Satz.  Sei  S  ein  Bereich  der  (x,  y)-Ebene  und  (A)  ein  Bereich 
der  Parameter  (a,  ft,  .  .  .).  Man  fasse  ferner  denjenigen  Bereich  (91) 
ins  Au(Je>  dessen  Punkte  (pc,  y,  a,  ft, .  .  .)  aus  einer  willkurlichen  Korn - 
bination  eines  Pun  Lies  (x,  y)  von  S  mit  einem  Punkte  (a,  ft,  .  . .)  von 
(d)  hervorgehen.  Sind  dann  P(x,  y,  a,  /3,  . .  .),  Q(x,  y,  a,  ft, . . .) 
ztvei  FunTdionen,  welch e  in  (91)  stetig  sind,  so  stellt  das  Kurvenintegral 

J=  j  P(x,  y,  a,  ft,  .  .  )dx  +  Q(x,  y,  a,  ft,  .  .  .)dy , 

L 

iiber  eine  bestimmte  Kurve  L  von  S  erstreckt,  eine  in  (d)  stetige  Funk- 
tion  vor. 

Haben  P  und  Q  aufierdem  in  (91)  stetige  partiellc  Ableitungen 
nach  den  Parametern,  so  ist  die  Differentiation  unter  deni  Integral- 
zeichen  gestattet. 


§  2.  Das  Integral  f  Pdx  +  Qdy .  Erste  Methode. 

Diese  Methode  kniipft  an  den  Satz  der  Integralrechnung  an, 
wodurch  ein  Flachenintegral  in  ein  Kurvenintegral  verwandelt  wird. 

Im  Innern  eines  Bereiches  S ,  weldien  wir  vorlaufig  als  mit 
einer  einzigen  Randkurve  versehen1)  voraussetzen  wollen,  seien  zwei 

Funktionen  P(x,  y),  Q(x,  y)  gegeben,  wel- 
che  nebst  den  beiden  partiellen  Ableitungen 
cQ/cx  stetig  sein  sollen2),  und 
las  Kurvenintegral 

(•».  y) 

J^j'pdx+  Qdy. 

b) 


cP/cy  und 
man  bilde 


( 


Es  drangt  sich  nun  vor  allem  die  Frage  auf:  Warm  hdngt  der  Wert 
von  J  allein  vom  Punkte  (x,  y),  nicht  aber  vom  Integrationswege  L  ab? 


D  Ein  solcher  Bericht  heifJt  einfacli  zusamnenhungend,  Allgemeiner  haugt 
ein  endlicher  Bereich  einfach  zusammen,  wenn  sein  Rand  aus  einem  emzigen 
Stiicke  besteht.  Diese  Erklarung  geniigt  fiir  die  Zwecke  des  vorliegenden  Para- 

oranhen.  Hieriiber  vergleiche  man  ferner  das  5.  Kapitel,  §  7- 

o\  Was  die  Stetigkeit  am  Rande  von  S  anbetrifft,  so  steht  uns  trei  en  - 
weder  a)  zu  verlangen,  daB  P,  Q  nebst  den  genannten  AbieRungen  stetige 
Randwerte  (vgl.  2.  Kap.,  §  2)  annehmen,  wobei  dann  L  im  abgeschlosse 
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§2.  Das  Integral  l3dx  -f  Qdy.  Erste  Methode. 

Seieu  L ,  L'  zwei  derartige  Kurven,  welche  sich  zunachst  nur  in 
ihren  Endpunkten  (a,  b)  und  (x,  y)  treffeu  sullen.  Aus  diesen  Kurven 
getzt  sich  (lanu  eine  einfache  geschlossene  Kurve  (’  zusammen.  Dem- 
entsprechend  hat  man  * 


/  Pdx  +  Qdy  —  /  Pdx  -f-  Qdy  =  ±  /  Pdx  +  Qdy . 

L  I-  C 


Hierin  ist  folgender  Satz  enthalten: 

O 


1.  Satz.  Die  notwendige 
das  Kiirvenintegral 


and  hinreichende  Bedingung  dafiir,  da/5 
(*>  y) 


I  Pdx  -}-  Qdy 

(a,  6) 


allein  von  dev  Integ ratio nsgrenze  (x,  y),  nicht  aber  vom  Integrations- 
iveye  L  abhdnge v  besteht  darin,  da/5  das  Kurvenintegral 

f  Pdx  +  Qdy  =  0 

a 

set,  wobei  (J  jede  beliebige  einfache  geschlossene  regaldre  Ivurve  des  end- 
lichen  einfach  zusammenhiingenden  Bereiches  S  bedeutet. 

Die  Notwendigkeit  der  Bedingung  erhellt  sofort.  Auch  sieht 
man,  daB^sie  fiir  je  zwei  Kurven  L,  L'  hinreicht,  welche  sich  nur 
in  ihren  Endpunkten  tretfen.  Begegnen  sich  dagegen  L  und  L'  sonst 
noch,  so  fuhre  man  eine  dntte  Kurve  L"  ein,  welche  mit  den  beiden 
ersten  nur  in  ihren  Endpunkten  zusammenstoBt.  Dann  stimmen  die 
Werte  des  Integrals,  erstreckt  fiber  L  und  L",  iiberein,  und  ebenso 

die  Werte  des  Integrals,  erstreckt  fiber  L '  und  L".  Hieruiit  ist  der 
Satz  allgemeiu  bewiesen. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Aufsuchuug  einer  Bedingung  fur  ,las' 
V erschwmden  des  Ivurvenintegrals 


f  Pdx  -f*  Qcly. 

c 

Nach  dem  Greenschen  Satze1)  ist 


d“j  461 £  derai‘tige  Voraussetzung 

Hierfiber  vergleiche  .can  femer  die  ziveite  Methode  §T  “  besohriink' 

}i,  Differentia}-  and  Inteyralrechnuna  Bd  s  <?  qi  r 

d  analyse,  Bd.  l,  Kap  VI  Nr  i->r  T  •*  3-  S-  94  ?  D  ours  a 

-  '  1  '  iNr-  12°-  biteraturangaben  "  ’ 


Cours  d’an id  i/sc . 

KaP-  13,  §  l.' 

Osgood,  Funktionentheorie.  1 


linden  sich 


Aufl. 
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-  c 

wobei  das  Flachenintegral  iiber  das  Innere  Z  von  C,  das  Kurven- 
integral  in  positivem  Sinne  langs  des  Randes  C  zu  erstrecken  ist. 
Ebenso  hat  man 

ff%*8—fp**- 

2  c 

Hieraus  foist: 

O 

—  c 

Aus  dieser  Relation  schlieBt  man,  daB  die  notwendige  und  hin- 
reichende  Bedingung  fur  das  Verschwinden  des  betreffenden  Kurven- 
integrals  darin  besteht,  daB  in  jedem  innern  Punkte  von  S 

dP^=dQ 

dy  dx 

sei.  DaB  die  Bedingung  kinreicht,  liegt  ja  auf  der  Hand.  Sie  ist 
aber  auch  notwendig.  Wiirde  namlich  die  stetige  Funktion 

cP  _dQ 
dy  cx 

in  einem  innern  Punkte  M  von  S  nicht  verschwinden,  so  konnte  man  M 
mit  einem  Bereiche  Z  umgeben,  in  welchem  der  Integrand  durchweg 
einerlei  Vorzeichen  behalten  wiirde,  und  dem  Flachenintegrale  miiBte 
daher  auch  ein  positiver  bzw.  negativer  Wert  zukommen,  was  gegen 
die  Voraussetzung  verstoBt,  daB  das  Kurvenintegral  verschwinde. 

Das  Ergebnis  sprechen  wir,  wie  folgt,  aus: 

2.  Satz.  Sei  S  ein  endlicJier  ein  fetch  gusammenliangender  Bereich 
der  ( x ,  y)-Lbene  und  seien  P  (a?,  y),  Q  0,  y)  swei  FunJkionen,  die 
nebst  dm  Ableitmgm  tP/dy,  dQ/dx  in  S  stetig  sind.1)  Dam  besteht 
die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  fur  das  Verschwinden  des 
Kurveninteejreds 

jPdx  +  Qdy, 

c 

iiber  jede  beliebige  einfache  rcguldre  geschlossene  Kurve  des  Bereiches  S 
erstrecli,  darin,  daf>  in  jedem  innern  Punkte  von  S 

1  Man  vergleiche  die  Anmerkungen  auf  S.  128. 
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§2.  Das  Integral  $Pdx  +  Qdy.  Erste  Methode. 

dP  __dQ 
dy  dx 

sei. 

Unter  der  Voraussetzung,  daB  dje  Bedingungen  des  Satzes  erfullt 
sind,  fassen  wir  nunmehr  die  Funktion 

(*.  y)  i 

F(x,  y)  =  j‘lJdx  +  Qdy 

•  (*,  b) 

naher  ins  Auge.  Dieselbe  ist  zunachst,  unabhangig  vom  Integrations- 
wege,  in  jedem  Punkte  von  S  eindeutig  erkliirt.  Sie  besitzt  ferner 
stetige  partielle  Ableitungen  erster  Ordnung,  wie  wir  sogleich  noch 
nachweisen  wollen,  und  erweist  sich  biermit  auch  als  stetig,  vgl. 
Kap.  2,  §  3.  Sei  namlich  (x0,  y0)  ein  beliebiger  innerer  Punkt  von  S 
und  sei  (xQ  +  Ax,  y0 )  ein  zweiter  nahe  bei  (:r0,  y0 )  gelegener  Punkt 
von  S.  Dann  ist 

F(x0  +  Ax,  y0)  -  F(x0,  y0) 

(xa  +  A  x,  t/0)  (x0,  <j 0)  (r0  +  Ai, ijQ) 

= I  Pdx  +  Qdy—J  Fdx  +  Qdy=j  Pdx  +  Qdy, 

(a >  b)  (a,  b)  (x0 ,  ij0) 

da  der  von  (a,  b)  nach  (x0  +  Ax,  y0)  fuhrende  Weg  ja  durch  (x0,  y0 ) 
gehen  darf.  AuBerdem  darf  man  die  Strecke  [{xQ,  y0),  ( x0  +  Ax,  ?/0)] 
als  geradlinig  annehmen.  So  kommt 


{xa+  \x,y0) 


*o  +  U 


J  Pdx  +  Qdy  =/  P(x>  Vo)  dx  —  P  («0  +  6  Ax,  y0 )  Ax, 


wo  0  <  6  <  1  ist.  Folglich  ist 


•  lim  —  ('T°  +  A  •  VA  ~  F  K  ■  p  / 

4x  =  0  &x  ‘ 


VA 


Eine  ahnliche  tlberlegung  gilt  auch  fiir  cF/dy.  Hiermit  wird 
man  zum  folgenden  Resultate  gefiihrt. 

3.  Satz.  Die  Funktion 

(x,y) 

F{x,y)  =  f  Pdx  +  Qdy 

(a,b) 

XSS  S3?  "" <w"»  *->  *  *- 
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bf 

dx 


Das  vollstandu/e  Differential  dieser  FunUion  hat  den  Wert1) 

< 

dF  =  Fdx  +  Qdy. 


§  3.  Fortsetzung;  zweite  Methode. 


Die  Entwicklungen  des  vorhergehenden  Paragraphen  setzen  erstens 
voraus,  daB  die  Randkurve  von  einer  Parallelen  zur  x-  sowie  zur  ?/-Achse 
hochstens  in  m  Strecken  und  auBerdem  in  in  Punkten  getroffen  wird,  wo 
m  eine  Konstante  ist.  Zweitens  beruhen  sie  auf  der  naiven  Anschauuno- 

07 

um  einen  Ausdruck  des  Herrn  Klein  zu  gebrauchen,  Avomit  er  solche 
geometrische  Evidenz  bezeichnet,  welche  zwar  einleuchtet,  sich  aber 
auf  die  geometrisclien  Axiome  nicbt  direkt,  wenn  iiberhaupt  zuruck- 
fiihren  laBt.  Man  nimmt  namlich  beim  Beweise'  des  Greenschen 
Satzes  iiber  die  Umformung  von  Doppelintegralen  an,  daB  der  Be- 
reich  22  in  eine  endliche  Anzabl  einfacher  Bereiche  von  einer  be- 
stimmten  Art  zerlegt  werden  kann.  Drittens  muBte,  im  Falle  daB 
auch  am  Rande  Stetigkeit  herrscken  sollte,  auBer  der  Stetigkeit  atou 
F  und  Q  noch,  wenn  nicht  die  Existenz  und  Stetigkeit,  so  doch  die 
Endlichkeit  von  P  ,  Qr  verlangt  werden.  Endlich  konnten  wir  noch 
auf  die  wieder  in  der  Anschauung  begriindete  Annahme  aufmerksam 
machen,  daB  man  die  Punkte  (a,  b)  und  (x,  y)  durch  eine  L  und  L' 
nur  in  ihren  Endpunkten  treffende  Kurve  L  verbinden  konne,  soAvie 
daB  eine  einfaclie  geschlossene  Kurve  die  Ebene  in  einen  auBeren  und 
einen  inneren  Bereich  teile. 

Indem  wir  uns  jetzt  zu  Betrachtungen  hinwenden,  Avelche  an 
den  soebeu  genannten  Mangeln  nicht  leiden,  legen  wir  unserer  ganzen 
Beweisfiihrung  die  Siitze  vom  5.  Kapitel,  §§  9,  10  zugrunde.  Doch 


1)  Man  pflegte  wohl  friiher  von  der  Bedingung  zu  reden,  daC  der  Aus¬ 
druck  Pdx+Qdy  ein  vollstdndiges  Differential  sei,  und  der  Sprachgebrauch 
hat  sich  noch  bei  den  Physikern  erhalten.  Pie  Bedingung  besteht  darin,  daB 
dF/dy  =  dQ/dx  sei.  Unter  dieser  sehr  unvollstandigen  Ausdrucksweise  hat 
man  eigentlich  den  ganzen  Inhalt  des  gegenwartigen  Paragraphen  zu  verstehen. 

Das  Integral  fPdx+Qdy  tritt  schon  beiClairaut  in  einer  physikalischen 

Untersuchung  auf,'  Thcorie  dc  la  figure  de  la  terre,  tine  des  principes  de  Vhydro- 
statique ,  Paris,  1743,  p.  38.  Bereits  im  Jahre  1740  hatte  derselbe  Mathematiker 
die  Bedingung  dafiir  gegeben,  daB  Pdx+Qdy  ein  „vollstandige3  Differential 
sei  namlich  die  Bedingung:  d  P/dy  =  d  Qldx-,  Memoir es  de  I  Academe  Royale 
des  Sciences  (1740)  S.  294.  Er  bemerkt  auch,  daB  Fontaine  und  Euler  diese 
Bedingung  ebenfalls  ermittelt  haben,  ibid.,  S.  294. 


§  3.  Fortsetzung;  zweite  Methode. 


133 


wollen  wir  Tor  allem  unsere  Aufgabe  genau  priizisieren.  Sie  besteht 
im  Beweise  der  nachstehenden  drei  Satze. 

Satz  A)  In  einem  Bereiche  S  seien  P  und  Q  zivei  FunMionen t 
u-elche  im  Innern  and  am  Ramie  Jon  S  stetig  mid  mul  im  Inner,, 
Mige  erste  AUeitungm  rnch  y  bm.  x  besitzen.')  Sei  ferner  m  jednn 

inner en  Punkte  von  S 

dl[  =  dQ 
dy  * 


Dann  ist 


I  Pdx  +  Q,dy  =  0, 

*  f 


wo  das  Integral  iiber  den  ganzen  Rand  C  von  S  in  posit iveni  Sinne 
zu  erstrecken  ist. 

Satz  B).  Den  Voraussetzungen  von  Satz  A)  iverde  nock  die 
weitere  hinzugefiigt,  daft  S  einfach  zusammenhdnge.  Wird  dann  das 
Integral 

(*,  v) 

I  Pdx  +  Qdy 

(a,  b) 


iiber  cine  beliebige  in  S  gelegene  reguldre  Kurve  erstreckt,  so  hdngt  der 
Wert  des  Integrals  lediglich  von  den  Integrationsgrenzen,  nicht  aber  von 
der  besonderen  Wald  des  Integrationsiveges  ab.  Die  dadurch  defmierte 
Funktion  F  (x,  y)  ist  im  Innern  und  am  Rande  von  S  stetig,  und  inner- 
kalb  S  gelten  die  Relationen: 


dF 

d  x 


Der  Beweis  wird  gefiihrt,  indem  wir,  an  Arbeiten  der  Herren 
Pringslieim  und  Bocher2)  ankniipfend,  Satz  B)  vorab  fur  einen  * 
sogleich  tfciher  zu  definierenden  Bereich  a  von  normalem  Tvpus 
(Fig.  34)  begrunden,  woraus  sich  dann  Satz  A)  fur  denselben  Be¬ 
reich  sofort  ergibt.  Auf  Grund  des  vorliin  zitierten  Satzes  vom 
5.  Kapitel,  §  9  erweist  sich  hierauf  Satz  A)  auch  im  allgemeinen  Faile 


1)  Die  Randkurven  von  S  wollen  wir  uns  zunachst  als  geschlossen  und  im 
ubngeu  sich  gegenseitig  nicht  schneidend  denken.  Yon  liier  aus  erhiilt  man 
dann  im  AnschluB  an  den  fur  allgemeine  Bereiche  S  geltenden  Satz  von  Kan.  5 
s  •>  leichte  Verallgemeinerungen  von  Satz  A). 

w'm’  l><?r  dc“  Caucll.Tscl]en  Integralsatz“,  Sitzungsber.  cl  k 

Zb  & “■  Davon «»«• 
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als  rick  tig.  Um  endlick  Satz  B)  allgemein  herzuleiten,  breiten  wir 
schnttweise,  unter  Benutzung  des  Satzes  vom  5.  Kapitel,  §  10,  eine 
Funktion  F(x,  y)  liber  den  Bereich  S  aus,  welcke  so  bestimmt  wird, 
a)  daB  sie  sich  eindeutig  und  sketig  in  S  inkl.  des  Randes  verhalt 
und  b)  daB  sie  idnerkalb  S  partielle  Ableitungen  erster  Ordnung  nacb 
x  und  y  zuliiBt,  wofiir 


dF 

dx 


=  P, 


dF 

dy 


ist.  Hieraus  erkennt  man,  daB 

(*,y) 

F(x,  y)  -  F(a,  b)  =J  ‘Pdx  +  Qdy 

(a,b) 


ist,  liber  was  auch  immer  fur  eine  die  Punkte  (a,  b)  und  (x,  y)  mit- 
einander  verbindende  Kurve  integriert  werden  moge,  und  damit  ist  der 
Beweis  fertig.  Gehen  wir  jetzt  zu  den  Einzelheiten  des  Beweises  liber. 

Die  Funktion  F(x,y)  im  Bereich  a.  Vorerst'  handelt  es  sich 
also  um  den  Beweis  von  Satz  B)  flir  einen  Bereich  o,  wie  er  in 


V 

1 

/ O’ 

L 

X 

0 

A 

Tjpus  I. 

Fig.  34. 


Kap.  5,  §  9,  defiuiert  wird.  Dabei  geniigt  es,  den  Beweis  fur  die 
urspriingliche  Orientierung  der  Bereiche  6  zu  liefern,  denn  der  Satz 
bleibt  bestehen,  wie  man  sofort  nachrechnet,  wenn  man  irgend  eine 
'  der  dort  zur  Erweiterung  des  Bereiches  o  angewandten  Transforma- 
tionen  ausfiihrt.  Wir  wollen  den  Beweis  also  zuerst  fiir  Typus  I 
durchfiihren.  Im  librigen  sollen  hier  Py,  Qx  in  den  Randpunkten 
y  =  0,  0  <x  <  A  stetig  sein. 

In  den  Punkten  von  a  werde  eine  Funktion  F  {x,  y),  wie  folgt, 
erklart.  Sei  (£,  rf)  ein  innerer  Punkt  von  6  und  man  fasse  die  den 
Punkt  (0,  0)  mit  diesem  Punkte  verbindende  Lime 

L  '  y  =  0  )  0  <  y  £  rj ) 

ins  Auge.  Dann  definiere  ich  die  Funktion  F(x,y)  zunachst  fur 
solche  Punkte  durch  die  Gleichung: 
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a,*l) 

F(%,  y)  =1  Pdx  +  Qdy, 

(0,0) 

wo  das  Integral  fiber  L  ™  erstwcken  ist.  Wir  wollen  zeigen,  daB 
Fit  y)  in  jedem  inneren  Punkte  von  6  erne  Ableitung  nach  y,  *o 
wienach  g  besitzt.  Zu  dem  Zwecke  schreiben  wir  F  in  der  bonn: 

l  >jt 

F%  V) -l‘P(x,  0 )dx  +j'Q( if  y)<hJ- 

0  0 

Dann  findet  man: 


dF 

dr\ 


-  Q  (l,  n),  ff  -P(i,o)+J  QM  y )  *y- 

0 


Dabei  ist  die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  nacb  dem 
ersten  Kriterium  vom  3.  Kapitel,  §  8  gestattet. 

Das  letzte  Integral  laBt  sicb  nocb  wegen  der  Delation  Qx  =  Py 
auswerten: 


f  &(l>  y)dy=f‘Pv($,  y)dy  =  P(g,  y)  -  P(g,  0). 


Hiermit  erhalt  man 


I*  -T~\  /y  \ 

as  -  p(S.  y) 


Jetzt  kniipfen  wir  an  die  Entwicklungen  von  Kap.  2,  §  3  an. 
Nach  der  3.  Aufgabe  erweist  sick  F(x,y )  als  stetig  am  Rande  von 
und  F(x,y )  werde  nunmekr  daselbst  durch  die  Randwerte  defi- 
niert,  womit  denn  alle  die  Bedingungen  des  letzten  Satzes  jenes  Para- 
graphen  erfiillt  sind.  Wir  schlieBen  daraus,  daB  das  Integral 

*  (f,y) 

j  lJdx  +  Qdx , 

(a,b) 

iiber  eine  beliebige  regulare  die  Punkte  (a,  b )  und  (cc,  y)  miteinander 
verbindende  Kurve  von  a  erstreckt,  mit  dem  Integral 

r*  1 

/(*>'  +  F >1 d * -  fjf,  F(v,  +)  * . 

0  0 

(wir  behalten  ja  die  Bezeichnungsweise  des  friiheren  Paragraphen 
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bei,)  aber  die  U™liche  Kurve  erstreckt,  identisch  1st,  und  daber  ist 


(■>-',  v) 


/  Pdx  +  Qdy  =  F(x,  y )  —  F{a,  b). 

(«.*)  <, 

Fur  Tjpus  II  tntt  nun  folgende  Modifikation  des  Beweises  ein 
Als  Kurve  L  wollen  wir  jetzt  die  Linie  nekmen: 


L: 

y  =  co  ( X )  ;  J  ©  (|)  <  ?/  <|  y  resp.  y  ^  y  <  o  (£)  >  i 


/y*  —  i. 

b  ? 


wo  co(x)  =  -{f(x)  +  <p(x)}  ist.  Damn  wird  als  das  iiber 

erstreckte  Into^i  al  von  Pdx- (-  definiert,  also  ist 

/  y 

>7)  =  /  I +  $/] ^+/ 

®  *>(S) 

A 

— /  L-P  (*>  0J  0*0)  +  $  (*,  ©  0*0)  o'  (a:)]  rfa;  +  j  Q(%,y)  dy . 

0  »(«) 

Hieraus  folgt  zunachst,  wie  friiher: 


drj 


=  Q(%,  V)‘ 


Dagegen  ist  jetzt  nach  dem  zweiten  Kriterium  von  Kap.  o,  §  8: 

* i 

7)  V  /* 

Jg r  =  -P (I,  ©  (g))  +  Q(£,(0  (£))  ©'(g)  +  J  (?x(g,  y)  dy  —  Q  (g,  cj  (g))  ©'(g). 

™  (I) 

Hier  heben  sicb  der  zweite  und  der  vierte  Term  auf,  das  Integral 
wird,  wie  vorbin,  ausgewertet: 

/&(£,  </)  - ■j'P.ii,  y)  dy  -  P(i,  n)  -  P($, »  (&)■ 

"»(?)  «»(£) 

Es  enribt  sich  somit  auch  in  diesem  Falle,  dab  im  Innern  von  <7 

§!  =  p^) 

ist.  Von  hier  ab  bleibt  die  friihere  SchluBweise  nocb  in  Kraft.1) 


1)  Wir  wollen  doch  noch  darauf  aufmerksam  machen,  dafi  der  Fall  von 
Ecken  und  Spitzen  auch  ohne  Beniitzung  von  Bereichen  a  von  Typus  II  mit 
Leichtigkeit  direkt  erledigt  werden  kann.  Dazu  wird  man  die  Ecken  und  Spitzen 
zunachst  durch  kurze  TJbergangskurven  ausschneiden,  welche  den  Rand  in  der 
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Beiveis  von  Satz  A).  Aus  dem  hiermit  erhaltenen  Resultate  er- 
gibt  sicli  zunachst  Satz  A)  fur  einen  Bereich  (5  unter  der  genannten 
Einschrankung.  Dazu  braucht  man  nur  die  Punkte  ( x ,  y),  (a,  b)  in 
ein  und  denselben  Randpunkt  zu  J?gen  und  dann  als  \  eibindungs- 

linie  den  ganzen  Rand  zu  nehinen. 

Um  den  Satz  jetzt  allgemein  zu  beweisen,  wird  man  den  Bereich  S 
nach  Kap.  5,  §9  in  Bereicke  <5  zerlegen,  um  jeden  dieser  Bereiche 
herumintegrieren,  und  die  also  erhaltenen  Integrale  zusammenaddieren. 
Einerseits  hat  dann  nach  dem  A  orhergehenden  jedes  dieser  Integrale 
und  somit  auch  ihre  Summe  den  Wert  0.  Andererseits  heben  sich 
die  von  den  innerhalb  S  gelegenen  geradlinigen  Begrenzungsstucken 
herriihrenden  Bestandteile  der  Integrale  gegenseitig  aul, 

i  i 

I  (P  sin  v  —  Q  cos  v)  ds  =  —  f  (P  sin  v  —  Q  cos  v')ds , 

0  0 


wo  v,  v  sich  auf  die  inneren  Normalen  bezieben  und  v  —  v  -f-  %  ist. 
Was  an  jener  Gesammtsumme  nock  uberbleibt,  macht  nun  gerade  das- 
jenige  Integral  aus,  um  dessen  Verschwinden  es  sich  handelt. 


Beiveis  von  Satz  B).  Nach  dem  Satze  vom  5.  Kapitel,  §  10, 
laBt  sich  der  einfach  zusammenhangende  Bereich  S  des  zu  beweisenden 
Satzes  in  eine  endliche  Ileihe  einfach  zusammenhangender  Bereiche 
(i  =  1,  •  •  •,  A")  entwickeln,  wobei  S.  =  a . ,  Sv  =  S  und  S,.  —  S-  ,=(?., 
P  I >  ist.  Sei  (^n,  h J  ein  beliebiger  Punkt  von  S  und  derjenige 
Bereich  <?,  in  welchem  (a,  &)  liegt.  Nach  den  vorausgeschickten  Ent- 
wickl ungen  gilt  Satz  B)  sodann  zunachst  fiir  den  Bereich  Sx  =  gx  . 
Durch  den  SchluB  von  n  auf  n  -)-  1  wollen  wir  nun  zeigen,  daB  er 
auch  fur  die  weiteren  Bereiche  Ss, . . =  S  bestehen  bleibt.  Nehmen 
wii  also  an,  er  gelte  fiir  Sn,  n  <  N,  so  handelt  es  sich  nur 

noch  um  den  Nachweis,  daB  er  fur  Sn+1  ebenfalls  richtig  ist.  Nun  * 


Nahe  der  betreffenden  Ecke  oder  Spitze  beruhren.  Fiir  den  also  erhaltenen  Be¬ 
ach  S  gilt  dann  zufolge  der  nachstehenden  Entwicklungen  sowohl  Satz  A)  als 

Satz  B).  Beschranken  wir  uns  auf  Satz  B).  Durch  das  Integral  fpdx+Qdy 

* 

al9°  zunachst  eine  in  alien  Punkten  von  S  mil  Ausnalune '  der  Ecken  u„d 
bp.taen  eindeutige  stetige  Funktion  F(«,  „)  definiert,  woiiir  auBerdem  inatnern 


dF 

dx 


ist  Nach  Kap.  2,  §  3  wird  dann 
und  gleich  dem  Integrale  sein. 


F(x,  y)  auch  in  den  Ausnahmepunkten  stetio- 

& 
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stoBt  aber  tfn+1  langs  eines  einzigen  innerhalb  S  gelegenen,  aus’einer, 
zwei  oder  drei  geraden  Streckeu  bestelienden  Randbogens  an  Sn.  Sei 
C  der  Wert  der  bisber  erst  iiber  Sn  ausgebreiteten  Funktion  F(x,y ) 
in  einem  Punkte  (X,  Y)  dieses  ’Randes  und  man  breite  ferner  auf 
(trund  des  vorliin  erlangten  Resultates  die  Funktion 


if,  v) 

C  -{-  I  j Pdx  Qdy 

V,  Y) 

iiber  <?7l  +  1  aus,  wobei  der  Integrationsweg  aus  <7n+1  nicht  austreten 
darf.  Alsdann  sclilieBt  sick  diese  neue  Funktion  langs  der  ganzen 

o  o 

gemeinsamen  Begrenzung  von  Sn  und  <?n  +  1  an  F(x,  y)  stetig  an  und 
erganzt  F  (x,  y)  somit,  da  sicb  ja  auck  die  Ableitungen  erster  Ordnung 
daselbst  stetig  anscklieBen,  zu  einer  im  Bereicke  ^n  +  1  alien  Forderungen 
von  Satz  B)  geniigenden  Funktion.  —  Hiermit  ist  der  Beweis  von 
Satz  B)  erbrackt. 

Zum  SckluB  fugen  wir  nocli  den  zu  den  Satzen  A)  und  B)  um- 
gekekrten  Satz  C)  kinzu. 

Satz  C).  Unter  Beibehaltung  der  Stetic/l'eitsvoraussetzungen  von 
Satz  A)  verlangen  wir  jetzt,  'entweder 

a)  daf) 

I  Fdx  +  Qdy  =  0 
r 


sei,  ivo  r  eine  beliebige  einfache  reguldre  gesehlossene  Kurve  ist,  welche 
nur  inner e  Punlcte  von  S  in  ihrem  Inner n  birgt;  oder 


b)  dafi  der  Wert  des  Integrals 


nur  von 
hange. r) 
gelten : 


(*»  v) 

J  =  J  Pdx  +  Qdy 

(■ a ,  b) 

den  Integrationsgrenzen,  nicht  aber  vom  IntegratiQnswege  ab- 
Alsdann  ivird  in  jedem  inn&rn  Punlcte  von  S  die  Fetation 

dP  _  dQ 
dy  dx 


1)  Den  zweiten  Teil  b)  des  Satzes  kann  man  im  Falle  mehrfach  zusammen- 
hangender  Bereiche  allgemeiner  aussprechen,  indem  man  nur  verlangt  da  c  er 
Wert  des  Integrals  J  fflr  je  zwei  Kurven  S,  £  gleich  ausfallt,  welche 
sammengenommen  eine  einfache,  keinen  Randpunkt  von  S  im  Innern  um- 
fassende  Kurve  ©  bilden.  Hieriiber  verglexche  man  ferner  §  4. 

4uch  die  Yoraussetzung  a)  kann  durch  erne  engere  ersetzt  werden,  indem 
man  sich  auf  Rechtecke  T  beschrankt,  deren  Seiten  den  Koovdinatenachsen  par¬ 
allel  verlaufen;  vgl.  den  erweiterten  Moreraschen  batz,  Kap.  &  • 
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‘  Der  Beweis  des  zweiten  Teils  b)  des  Sates  ist  im  wesentlichen  ' 
bereits  am  Ende  des  vorhergehenden  Paragrapben  geliefert.  Demi 
dort  hat  man  ja  unter  denselben  Hypothesen  wie  die  gegenwartigen 
„ezei„t  und  zwar  nach  einer  auch*  hier  als  befriedigend  anzusehenden 

Methode,  daB 


dJ  _  p 
dx  ’ 


dJ 

dy 


-  Q 


ist.  Auf  dieses  Resultat  braucht  man  also  nur  noch  den  Satz  anzu- 
wenden,  daB 

7  d-j  =  ay 

dycx  dxdy 

ist.  .  ,  , 

Um  nun  auch  den  ersten  Teil  des  featzes  zu  beweisen,  sei  (x }  y  ) 

ein  beliebiger  miierer  Punkt  von  S}  und  man  konstruiere  ein  Quadiat* 

a  <1  x  a  +  h ,  (i  ^  y  ^  +  h7 

welches  {pc',  y)  im  Innern  enthalt  und  im  iibrigen  ganz  innerhalb  S 
liegt.  In  diesem  Quadrat  detiniere  man  dann  eine  Funktion  F(%,  y) 
genau  so,  wie  im  vorhergehenden: 

$  n 

F(£,  y)  =  I  P(x,  p)dx  4-  /  y)dy . 


Dann  tindet  man  sofort,  daB 


dF 

dr] 


=  v) 


ist.  Die  Funktion  F(%,  y)  liiBt  sich  aber  auch  nach  den  Voraus- 
setzungen  des  Satzes,  wie  folgt,  darstellen,  indem 
man  liber  den  anderen  in  der  Figur  angedeuteten 
Weg  L'  integriert: 


•  *  * 

F(£>  V)  =J  Q(<*,  y)dy+J  P(x ,  y)dx 


DemgemaB  ist 


%  ■  P{i,  n), 


lliingt  S  mehrfaeh  zusammen,  so  bezeichne  man  die  auBere 
Randkwve  mit  Cn,  die  iibrigen  mit  C,,...,  Wir  konnen  dann 

uen  iolgenden  Zusatz  aussprechen. 

.  r^U8ati  Unter  Beibehaltung  der  Voraussetzungen  von  Satz  A) 
m  *  ^  ; ^  ~  1  >  Une  einfache  reguldre  geschlossene  Kurve  des 
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Bereiches  S,  tvelclie  0,  umfafit,  die  iihrigm  Kunen  C  (j  +  i)  'abrr 
ansschliefit.  Dann  ist  J 

I  Pdx  +  Qdy  ==  j  Pdx  -f  Qdy, 

Ci 

u  o  beide  Integrate  in  positive r  Richtung  iiber  Hire  respektiven  Kurven 
zu  erstrecken  sind. 

In  der  lat  bilden  Ct  und  zusammengenommen  die  vollstandige 
Begrenzung  eines  ringformigen  Bereiches  F,  vgL  Kap.  5,  §  7,  2.  Satz. 
Erstreckt.  man  das  Integral  in  positiver  Richtung  (Kap.  5,  §8)  iiber 
den  Rand  S  von  2J,  so  kommt: 

0  -  I' Pdx  +  Qdy  =  fpdx  +  Qdy  -  f  Pdx  +  Qdy, 

*  it  % 

was  zu  beweisen  war. 

Wir  erwiibnen  nocb  an  dieser  Steile  eine  zweite  Form  des  Er- 
gebnisses  von  Satz  A),  namlich: 

71  —  1 

(2)  /  Pdx  +  Qdy  =  ^  f  Pdx  +  Qdy . 

Cn  i.  =  1  Q 

Um  verwandte  Dinge  nicht  voneinander  zu  trennen,  setzen  wir 
hierher  noch  ein  mit  Satz  B)  verbundenes  Theorem,  dessen  BeAveis 
freilicb  erst  in  Kap.  5,  §  10  erfolgen  kann. 

Satz  B).  Im  Innern  eines  beliebigen  im  Endlichen  gelegenerP )  ein- 
fach  zusammenhangenden  Bereichs  T  seien  P,  Q  stetige  mit  stetigen 
partiellen  Ableitungen  c  P/dy,  c  Q  dx  versehene  Fnnktionen,  und  set  ferner 

dP  __  cQ 
dy  dx 

Wird  dann  das  Integral 

j>.  y) 

J  Pdx  +  Qdy 

{a,  b) 

iiber  eine  beliebige  in  T  gelegene  reguldre  Kurve  erstreckt,  so  hdngt  der 
Wert  des  Integrals  lediglich  von  den  Integrationsgrenzen,  nicht  alter  von 
der  besonderen  Wahl  des  Integrationsweges  ab.  Die  dadurch  defmierte 
Funktion  Fix,  y)  ist  in  T  stetig,  und  aufierdem  ist 

dF  _  p  dE  =  q 

1  Allo-emeiner  darf  sicb  T  ins  Unendliche  erstrecken,  sofern  der  Rand, 
falls  einer  tiberhaupt  vorhanden  ist,  nur  nicht  ganz  im  Endlichen  hegt.  Ilier 
handelt  es  sich  selbstverstandlich  um  die  erweiterte  Definition  ernes  eintach  zu- 
sammenbiingenden  Bereiches,  Kap.  5,  §  7. 
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.  Den  Satz  B)  haben  wir  bloB  fur  den  Fall  ausgesprochen,  daB 
<ler  Bereich  S  eine  einzige  RandkWe  besitzt.  In  der  Tat  braucht 
„  sonst  nicht  richtig  zu  sein.  Sei  beispielsweise 

«-s4v' 

wahrend  S  aus  dem  Kreisringe 

0  <  a1  4-  y'2  ^  b 2 


besteht.  Alsdann  geht  das  Integral 

!/) 

T  r  xdy —  ydx 

J  «'+»/ 

(.«»  o) 

<lurck  Einfiihrung  neuer  Variabelen: 


einfach  in 


x  =  r  cos  0 ,  y  =  r  sin  0 


8) 

J=  I*  dO  =  0 

(«>  ■) 


liber.  Erstreckt  man  es  mitliin  iiber 
den  Anfangspunkt  in  positivem  Sinne 
einmal  umkreist,  so  kommt  nicht  0, 
sondern  2ji  dabei  herans. 

Allgemein  sei  S  ein  regularer 
Bereich,  welcher  von  n  einfachen  re- 
gularen  gesclilossenen  einander  nicht 
trefienden#Kurven  begrenzt  wird.  Dann 
liegen  n  —  1  dieser Kurven  C 

innerhalb  der  letzten  C,  und  zim-leich 
auBerhalb  einander.  Vermoge  n  —  1 
QnerschniUe,  also  Kurven,  welche  zwei 
Randpunkte  von  S  miteinander  verbin 
laufen,  kann  man  S  in  einen  einfach 
verwandeln,  und  zwar  kann  das  auf 


einen  geschlossenen  Weg,  der 


den  und  sonst  innerhalb  S  ver- 
zusammenhangenden  Bereich  S' 
mannigfache  Weise  geschehen. 


1)  In  dieseu  Paragraph en  stutzen  wir  uns  wieder  wie  in  8  *  ,„f  a:  * 
fechauung.  Wegen  einer  arithmetischen  Behandluno-  fiPP  f  7\  ‘  *  ‘*ie  An~ 
freometrischen  Tatsachen  wird  auf  das  5.  Kapitel  hingew“3en  k»“»«den 
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Dabei  denken  wir  uns  die  Querscbnitte  als  dehnbare  Fiiden,  welche 
innerhalb  S  beliebig  versclioben  werden  konnen,  oline  jedoch  mitein- 
ander  in  Kollision  geraten  zu  diirfen.  Hiernacb  seben  wir  aueb  ?wei 
verschiedene  Querscbnittsysteme  als  aquivalent  an,  wenn  das  eine 
durch  eine  geeignete  Yerschiebung  in  das  andere  ubergefuhrt  werden 
kann.  Der  Bestiinmtheit  halber  soil  R  den  Rand  C.  mit  C  ver- 
binden.1) 

Wir  ziehen  ferner  das  Integral 

J  Pdx  -f  Qdij 

in  Betracht,  wobei  P  und  Q  den  Bedingungen  von  Satz  A),  §  3  ge- 
niigen  sollen.  Aus  dem  soeben  angefiihrten  Beispiel  erbellt,  daB  im 
allgemeinen  zu  erwarten  stebt,  daB 

(1)  =/  pdx  +  Qdy 

Ci 

nicbt  verscbwindet.  Sei  6,  eine  einfache  regulare  geschlossene  Kurve 
des  Bereicbes  S,  welcbe  C{  umfaBt,  dagegen  Cj  ( j  =j=  i)  ausscblieBt. 
Wir  wollen  uns  diese  Kurve  wieder  als  eine  debnbare  Scbleife  denken, 
welche  in  S  beliebig  verschoben  werden  kann,  wobei  dann  die  Kurven 
Ct,  ,  Cn  Hindernisse  vorstellen,  iiber  welcbe  Ci  nicbt  hinaus  kann. 
Nacb  dem  Zusatze  von  §  3  kaben  wir  dann 

(2)  /  Pdx  +  Qdy  =  coi, 

wo  sowobl  das  Integral  (1)  als  das  Integral  (2)  in  positivem  Sinne 
iiber  die  jeweilige  Kurve  zu  erstrecken  ist,  vgl.  §  1,  gegen  Ende. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zum  Hauptgegenstande  dieses  Paragraphen, 
—  dem  Yerbalten  des  Integrals 

t 

(•e,  y) 

(3)  '  J  ~  J  Pdx  +  Qdy 

(«.  i>) 

in  einem  mebrfacb  zusammenhiingenden  Bereiche  S. .  Das  Integral 
stellt  nun  im  allgemeinen  keine  eindeutige  I  unktion  mebr  vor.  Unter- 
suchen  wir,  in  welcher  Weise  die  Werte  der  Funktion  zu  eindeutigen 
Zweim.-n  zusammengefaBt  werden  konnen.  Dazu  wollen  wir  S  vorali 

1)  Hierdurch  wird  zwar  das  Querschnittsystem  noch  nicht  eindeutig  be- 
stimmt.  Indessen  geniigt  ein  besonderes  derartiges  System,  urn  zu  Aufang  un- 
niitze  Allgemeinheit  zu  vermeiden. 


§  i- 
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mittels  eines  der  besonderen  vorliin  besprochenen  Querschnittsysteme 
r  p  in  einen  einfacli  zusammenhangenden  Eereich  b  ver - 

wandeln,  urn  darauf  den  Integrationsweg  fur  das  Integral  (3)  auf  > 
zu  beschrlinken.1)  Alsdann  stellt  *sich  heraus,  daB  sicb  die  V\  erte 
von  J  in  zwei  einander  gegenuberliegenden  Punkten  ein  und  desselben 
Querschnitts  T-  stets  um  die  gleiche  GroBe  coi  voneinander  unterscheiden. 
I)enn  diese  Punkte  konnen  ja  durch  eine  FI  sonst  nicht  trelfende 
Kurve  g,.  miteinander  verbunden  werden.  Yeranscbaulicbt  man  sicb 
nun  die  auf  besagte  Weise  in  S'  eindeutig  erklarte  Funktion  J  durch 


eine  im  Raume  gelegene  Fliiche 


(x,  y) 


w 


=  ■h(x>  y)  —J  Pdx  +  (idV 

(a,  b) 


und  verscbiebt  man  diese  Fliiche  parallel  zur  ^-Achse  einmal  um  cot, 
dann  aber  um  —  ai:  so  kommen  dadurch  stetige  Fortsetzungen  der 
Funktion  (4)  iiber  den  einen,  sowie  iiber  den  anderen  Hand  des 
Querschnittes  FI  hinaus  zu  Stande.  Hiermit  sclilieBen  sich  niimlich 
an  den  urspriinglichen  Mantel  z  =  J0(x,  y )  zwei  neue  Mantel 


z  =  J0(x,  y)  +  a.,  z  =  J0(x,y)  —  (oi 

langs  derjenigen  beiden  Riinder  jenes  Mantels  stetig  an,  welche  iiber 
der  Kurve  ri  im  Raume  verlaufen.  Durch  fortgesetzte  Wiederholung 
dieses  Anhiingens  neuer  Mantel  entsteht  sonach  eine  stetige  Fliiche, 

z  =  J(x,  y), 

welche  von  einer  Parallelen  zur  2-Achse  unendlich  oft  getroffen  wird2) 
und  den  Gesamtverlauf  der  Funktion  J(x,  y)  vorstellt.3) 

Hiernach  laBt  sicb  eine  beliebige  Bestimmung  der  Funktion  J 
in  der  Gestalt  ausdriicken: 


1)  Insbesondere  darf  der  Integrationsweg  teilweise  mit  einem  Querschnitte  r 
zusam  men  fall  en,  er  darf  aber  diese  Kurve  nicht  fibers  chreiten.  Es  1st  bequem 
die  Querschnitte  als  schmale  Lficken  im  Bereiche  S,  etwa  als  Kanale  aufzu- 
assen,  um  dann  zwischen  den  beiden  einander  gegenfiberliegenden  Ufern  der- 
selben  zu  unterscheiden.  Demnach  darf  man  also  noch  langs  eines  Ufers  inte- 
gneien,  man  darf  aber  den  Kanal  nicht  passieren. 

iibrigen  tachseW  i,1S,jeS0''dMe  aIle  “■  =  “  «“•  -  Die  Fttche  ka»  sich  im 
GleichlIgmdSe1ren^eU  A,“'a”8  d“  Para*™l>h“  “wahnten  Beispiels  ist  die 


=  0, 


wo  x  =  r  cos  0,  y  =  rsinO. 


zusammenhangende  Bereiclie. 
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y)  —  J0(x,  y)  -f-  alG)1  -f  •  •  «„_1con_1 , 

wo  die  «,  gauzzahlige  Werte  kaben.  Dabei  denkt  rnau  sich  J,(x  ,/) 

jedesmal  an  dem  einen  Ufer  eines  Querschnitts  erklart,  aber  nicht’  an 
dem  gegeniiberliegenden.  r' 

Insbesondere  folgt  daraus,  daB  der  Wert  des  Integrals 


fPdx+Qdy, 

fiber  eine  beliebige  gescblossene  Kurve  des  Bereiches  5  erstreckt, 
den  Wert 

airai  +  '  •  •  +  a«  _  l  Mn- 1 


haben  muB,  wo  die  ganzzablig  sind.  —  Die  Grofien  alf . .  .  oj„_ 
lieiBen  Periodizitcitsmoduln. 


Gelien  wir  jetzt  zu  einer  beliebigen  Zerlegung  des  Bereiclis  S  in 
einen  einfacli  zusammenbangenden  Bereich  mittels  der  Querscbnitte 
f  •  •  •>  Pn- 1  •  Wird  mit  J0  (#,  y )  diejenige  eindeutige  Funktion  be- 
zeichnet,  welcbe  durch  das  Integral  (3)  unter  Beschrankung  des  Inte- 
grationsweges  auf  diesen  Bereich  definiert  wird,  so  untersckeiden  sicli 
auch  seine  Werte  an  verschiedenen  Seiten  eines  Querschnittes  T/  stets 
um  die  gleiche  GroBe  co/,  und  zwar  ist 


«/=  aWa  -f-  •  •  •  -f  . 

Die  zweite  Behauptung  erhellt  schon  daraus,  daB  die  beiden  betref- 
fenden  Uferpunkte  durch  eine  geschlossene,  r/  sons!  nicht  treffende 
Kurve  W  des  Bereichs  S  miteinander  verbunden  wer- 
den  konnen.  Betrachtet  man  ferner  ein  zweites  Paar 
von  Uferpunkten  desselben  Querschnitts  iy,  so  lassen 
sich  diese  often  bar  durch  eine  zweite,  iT  sonst  nicht 
treffende  Kurve  G"  miteinander  verbinden,  derart  daB  G' 
und  G"  die  vollstiindige  Begrenzung  eines  ringformigen 
in  5  o-eleofenen  Bereiches  bilden.  Auf  diesen  Bereich 

#  Q  © 

wende  man  nun  den  Zusatz  von  §  3,  Ende  an,  indem  man  C{  und  Gf 
resp.  mit  den  beiden  Randkurven  S'  und  G"  identifiziert.  Hiermit 
ergibt  sich  die  erste  Behauptung.1) 


1)  Ein  zweiter  Beweis  verliiuft  so.  Die  beiden  in  Betracht  kommenden 
Werte  von  J'(x,  y )  an  verschiedenen  Seiten  von  F'  fallen  ja  mit  Werten  von 
J(x,  y)  in  diesem  Punkte  zusammen  and  unterscheiden  sich  deshalb  schon  vou- 
einander  um  eine  GroBe  von  besagter  Gestalt.  LaBt  man  nun  jenen  Punkt  (a:,  y) 
die  Kurve  r'  stetig  durchlaufen,  so  muB  sich  die  in  Rede  stehende  Diflerenz 
stetig  anderu.  Da  die  Koeffizienten  a{j]  aber  stets  ganzzablig  austallen  nhissen, 
kann  die  bewuBte  Summe  nur  eine  abziihlbare  Menge  verschiedener  Werte  an- 
nehmen,  und  daher  vermag  sie  uberhaupt  nicht  vom  urspriinglichen  Werte  zu 

weichen. 
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Ahnlich  wie  im  FalLe  der  obigen  speziellen  Zerschneidung  wird 
aucb  bier  der  Gesamtverlauf  der  Funktion  J  durcli  die  1  ormel  ge- 

geben:  ,  , 

J{x,  y)  =  Jq{x,  2/)  +  »i  -| - F  a«-i»n-i, 

wo  die  a'  ganzzahlige  Werte  babeu.  Insbesondere  folgt  bieraus,  daB 


ist,  wo  die  dF  ganzzablig  sind. 

Aufgabe.  Seien  P  und  Q  zwei  Funktioneu,  welcbe  in  einem 
Bereiche  S  alien  in  Satz  A)  an  diese  Funktionen  gestellten  Anfor- 
derungen  geniigen.  Uberdies  sei  ein  innerbalb  der  Ivurve  Gi 

(i  —  1,  •  •  •,  n  —  1)  gelegener  Punkt.  Man  zeige,  daB  die  Koeffizienten 
cx,  ■  ■  dann  stets  so  bestimmt  werden  konnen,  daB  die  Funktion 


F  (x,  y)  =  J  (x,  y )  —  cx  arc  tan  '  -  ‘ 

(*,  y) 


y  — 

l 


y  —  i  h,-i 


?„  ,  arc  tan 

,t_1  x  — 


n  -  1 


p  j_  cj(y 

+  y~y,] 


(a,  b) 


\  /  "~l 

■  jdx+  (  Q+2j(x-£p 


—  Ci(x  —  Si) 


+  (y  —  Vi)3 


dy 


in  A  eindeutig  wird,  so  daB  sich  also  J  in  der  Form  darstellen  laBt : 


ii  —  i 

V 


/  =  1 


J  0,  y)  =  21  ci  arc  tan  yr  _  ?  +  F(x,  y), 
■  -  •-  »*■ 


wo  F(x,  y)  in  S  eindeutig  und  stetig  ist  und  stetige  Ableitungen 
erster  Ordnung  besitzt. 
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Osgood,  Funktionentheorie.  I.  2.  Aufl 
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Funftes  Kapitel. 


Mengeiilehre. 

Einer  Funktion  mehrerer  reellen  Veranderlicken,  sowie  einer 
Funktion  einer  oder  mehrerer  komplexen  Veranderlicken  liegt  ein 
Stiick  eines  w-dimensionalen  Raumes  als  Definitionsbereich  zugrunde. 
Dieser  Bereich  kann  sowohl  durch  explizite  Angabe  seiner  Punkte,  — 
z.  B.  durch  eine  Ungleichung,  etwa  im  Falle  n  =  2 

x2  +  y2  <  a2, 

—  als  auch  vermoge  impliziter  Forderungen  bestiiumt  werden.  Zur 
Erlauterung  letzterer  Bestimmungsweise  diene  der  Bereich  einer  Ebene, 
welcher  aus  dem  Inneren  einer  geschlossenen  Kurve  besteht.  Die 
Behandlung  der  Funktion  erfordert  die  Zerlegung  des  Definition  s- 
bereiches  —  bleiben  wir  noch  bei  n  =  2  —  vermoge  Kurven,  welche 
darin  gezogen  werden.  Hierzu,  sowie  zur  zweiten  Bestimmungsweise 
jenes  Bereiches  benotigt  man  eine  Reihe  von  Siitzen  aus  der  Ana¬ 
lysis  situs,  deren  Richtigkeit  zvvar  aus  Anschauungs-  und  Analogie- 
griinden  schon  einleuchtet,  deren  strenge  Begriindung  aber  sei  es 
auf  aritbmetiscbem,  sei  es  auf  geometrischem  Wege  —  spezielle 
Untersuchungen  erbeiscbt.  Die  ersten  zebu  Paragraphen  des  gegen- 
wiirtigen  Kapitels  sind  einer  aritbmetischen  Behandlung  dieser  Satze 
gewidmet.  Wegen  des  durchaus  speziellen  Cbarakters  des  Gegen- 
standes  wird  der  Leser,  welcher  jetzt  zum  ersten  Male  an  die 
Funktionentheorie  berantritt,  gut  tun,  die  Beweise  zu  iibergeken  und 
sich  blob  die  Definitionen  und  die  Satze  zu  merken. 

Hieran  scblieBt  sich  noch  eine  Bespreckung  einiger  weiterer  Be- 
griffe  und  Satze  aus  der  Mengenlekre,  welche  namentlich  durch  zahl- 
reiche  zur  Erlauterung  dienende  Beispiele  den  Leser  mit  wichtigen 
Auffassungen  der  modernen  Funktionentheorie  bekannt  machen,  sowie 
ihn  in  den  Stand  setzen  soli,  die  einschlagige  Literatur  leichter  zu 

verfolgen. 

Nachdem  sich  der  Leser  die  Entwicklungen  dieses  Kapitels  zu 
eioen  aemacht  hat,  wird  es  ihm  von  Nutzen  sein,  dem  ersten  Tell 


§  l.  Kurven. 
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von  C.  Jordan,  Corns  d'analyse ,  Bd.  1,  2.  And.,  1893,  eine  Lektiire 
zu  widmen.  Wegen  der  Literatur  der  Mengenlebre  sei  auf  A.  Schoen- 
flies,  Bericbt  iiber  die  Mengenlelire,  Jahresbericht  der  Deutschen 
Mathematiker-  Vereinigung ,  Bd.  8,  P900  verwiesen,  woselbst  auch  die 
hauptsachlichsten  Satze  dieser  Theorie  in  iibersichtlicher  Weise  zu- 
sammengestellt  sind. 


§  1.  Kurven. 

a)  JordanscJie  Kurven.  Vom  Standpunkte  der  Funktionentheorie 
aus,  wenn  es  sich  uni  die  Arithmetisierung  des  Bereiclis  der  unab- 
hangigen  Yariabelen  handelt,  ist  eine  Kurve  als  eine  Punktmenge 
aufzufassen.  Die  allgemeinste  Klasse  von  einfachen  Kurven,  welclie 
wir  auch  mit  dem  Namen  Jordanschen  Kurven1)  belegen  wollen,  wird 
durch  foKende  Definition  eingefulirt:  Unter  einer  Jordanschen  Kurve 
versteht  man  eine  Punktmenge  C  =  {(#>2/)},  deren  Elemente  (%,y) 
ein-eindeutig  und  stetig  auf  das  eindimensionale  Intervall 
sofern  C  nicht  geschlossen,  auf  die  Punkte  des  Kreises 


(1)  £  =  cosA£,  ?7  =  sinA2, 

falls  C  geschlossen  sein  soil,  abgebildet  werden  konnen.2)  Analytiscli 
heiBt  das,  daB 

(2)  x  =  y  =  <p(t) 

ist,  wo  f  (£)  und  tp{f)  stetige  1  unktionen  von  t  sind,  welche  im  ersten 

Falle  till  a  lie  Punkte  des  genannten  Intervalls  emdeutig 

erklart  sind.  Im  zweiten  Falle  sind  diese  Funktionen  fur  alle  Werte 

von  t  definiert,  sie  lassen  ferner  die  primitive3)  Periode  co  =  2;r/A 

zu.  Lbeidies  besitzen  die  beiden  Gleicbuno'en 

© 


.  _  x=f(f),  y  =  <p{t ), 

9 

V  7^  ^  C'  Jordan’  welch er  diese  Kurven  eingehend  untersucht  hat;  Cours 
d’analyse,  Bd,  1,  2.  Aufl.,  1893,  S.  90.  ’ 

no  72-  Diese  Formulierung  der  Jordanschen  Definition  riihrt  von  A.  Hurwitz 

matikfrK,  ^  or  Taf ’  ,18?7 »  Verhandlungen  des  Ersten  Internationalen  Mathe- 
matikei -Kmigresses ,  Leipzig,  1898,  S.  102.  Was  die  Stetigkeit  anbetrifft,  so 

veilangt  Huiwitz,  dafi  beirn  Grenziibergange  lim  t  =  t  der  Bildminkt  \ 
emer  Grenzlage  (x,  p)  zuatreben  soil,  8oll  ^  .^^5  vjl 

XLTr’  ”  ,  “  ‘  e°Xkbt;  Dara“8  leicht,  dae  wenn  ut 

®  r  }  J>  die_einzige  Haufungsstelle  einer  beliebigen  Teilmenge  ’  x  v  \ 

perfekt.  C  g°bort'  H,“nach  lst  C  abgescklossen  und 

.  3)  D.  h.  jede  Periode  ist  ein  ganzzabliges  -Vielfaches  von 

10* 


148 


I,  5.  Mengeulehre. 

w°  (V,  y')'  ein  beliebiger  Punkt  von  C  ist,  im  ersten  Falle  nur  eine 
emzige  Losung  t  =  t',  im  zweiten  Falle  nur  solche  Losungen,  welche 
sicb  um  Perioden  voneinander  unterscheiden. 

Umgekehrt  definieren  die  Gieichungen  (2),  sofern  f(t)  mid  cp(t) 
den  genannten  Bedingungen  geniigen,  eine  einfache  Kurve.1) 

Zu  beacliten  ist ?  daB  die  obige  Definition  keine  besondere  Zu- 
ordnung  der  Punkte  von  C  den  Punkten  t  bevorzugt.  Im  ubrigen 
deckt  sicb  die  Gesamtheit  alter  moglichen  Zuordnungen,  wie  man 
leicht  zeigt,  mit  der  Gesamtheit  der  Transfer mationen 


T  =  x(t), 


wo  %  eine  eindeutige  stetige  monotone,  in  keinem  Intervalle  konstante 
Funktion  von  t  ist.  Dabei  spielen  im  Falle  einer  nicht-geschlossenen 
Kurve  zwei  Punkte  derselben,  namlich  die  Endpunkte,  eine  aus- 
gezeichnete  Rolle,  indem  sie  stets  dem  groBten  uud  dem  kleinsten 
Werte  von  t  entspreclien.  Dieses  Punktepaar  bleibt  also  invariant 
gegeniiber  den  Transformationen  (3). 

Eine  zweite  invariante  Eigenschaft  einer  nicht-geschlossenen  Kurve 
besteht  in  der  Anordnung  dreier  Punkte  P,  Q,  Pi  derselben.  Wir 
sagen,  Q  liegt  zwischen  P  und  Pi,  wenn  entweder  G <  tq<C  tR  oder 
tR<i  tq<C  tP  ist.  Wie  man  sieht,  liegt  von  drei  Punkten  stets  einer 
zwischen  den  beiden  anderen.  Nach  Ausfiihrung  von  (3)  liegt  dann 
der  transformierte  jenes  mittleren  Punktes  wieder  zwischen  den  beiden 
anderen  transformierten.  —  Im  Falle  einer  geschlossenen  Kurve  liefert 
erst  die  Anordnung  von  vier  Punkten  eine  Invariante. 

b)  Reg ulare  Kurven.  Es  hat  gewiB  begriff lichen  Wert,  die 
Kurven  so  in  die  Analysis  einzufiihren,  wie  wir  es  soeben  getan. 
Gliicklicherweise  braucht  man  aber  nicht  den  bisherigen  Grad  der 
v  Allgemeinheit  hinfort  beizubehalten,  es  geniigt  vielmehr  fur  die  aller- 
meisten  Zwecke  der  Analysis,  wenn  man  sicb  auf  eine  besondere 
Klasse  von  Kurven  beschrankt,  welche  der  gewohnten  Anschauung 
entspreclien  und  als  regular  bezeichnet  werden.  Wir  haben  solche 


l,i  Bekanntlich  konnen  die  Gieichungen  (2),  sofern  man  nur  verlangt,  daB 
fit )  und  cp(t)  eindeutig  und  stetig  seien,  eine  Abbildung  der  Strecke  0  t 
auf  das  voile  Quadrat  0<*<1,  0<i/<l  definieren.  June  derarGge  Ab¬ 
bildung  ist  indessen  nicht  umkebrbar  eindeutig.  Man  vergleiche  Peano  Math. 
Ann.,  Bd.  36  (1890)  S.  157;  Hilbert,  ebenda,  Bd.  38  (1891),  fe.  459;  Moore, 

Transactions  Amer.  Math.  Soc.,  Bd.  1  (1900),  S  t2.  ,  ,  ,  -  >it 

Her  auBere  Flacheninhalt  (vgl.  §  12)  einer  Jordanschen  Kurve^ braucht  mcht 
gleich  0  zu  sein.  Cf.  Osgood,  „A  Jordan  curve  of  positive  area  ,  Transactions 

Amer.  Math.  Soc.,  Bd.  4  (1903),  S.  10 1. 
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Kurven*  bereits  von  der  Anschauung  aus  m  bap.  2,  §  -  detin.eit,  u 
die  Definition  dann  noch  erhartet.  In.  AnschluB  an  die  gegenwartige 
arithmetische  Auffassungsweise  soli  jene  Definition  nocli  emma  le. 

gesetzt  vverden.  *  n 

Eine  einfache  Knrve  moge  cjlatl  heiBen,  wenn  sie  erne  ubeialL 

stetig  sich  di-ehende  Tangente  besitzt,  d.  h.  wenn  sie  sicli  so  auf  die 

Strecke  L<t<t1  resp.  auf  den  Kreis  (1)  abbilden  laBt,  daB  die  ent- 

sprechenden  Funktionen  f(t),  <p(t)  ausnahmslos  stetige  Ableitungen 

besitzen  und  dab  iiberdies  fur  jeden  in  Betracbt  kommenden  \\  ert 


von  t 

(4)  fW+cp\ty>o 

ist.  Nacb  der  friiheren  Terminologie  deckt  sicli  also  die  Definition 
von  glatt  mit  derjenigen  eines  regularen  KurvenstucL es ,  Kap.  2,  §  -• 
Eine  regulcire  Kurve  entsteht,  indem  man  eine  endliche  Anzahl 
nicbt - gescblossener  glatter  Kurven  stetig  aneinander  reilit.  AV  egen 
der  analytiscben  Darstellung  derselben  wire!  aul  Kap.  §  -  verwiesen. 

Eine  reguliire  Kurve  kann  sowohl  einfacli  sein  als  aucb  mehr- 
fache  Punkte  enthalten,  ja  diese  kbnnen  sogar  in  unendlicher  Anzahl 
auftreten.  Man  denke  etwa  an  die  aus  den  beiden  glatten  Kurven  a) 
und  b)  zusammengesetzte  Kurve: 


x  =  t,  —  T  <t  <  T, 

y  =  t2  sin-^-,  t  =b  0;  y  =  0,  t  =  0. 

V 


Hierbei  ist  T=l/kn  (Jc  =  einer  naturlichen  Zalil)  zu  nehmen. 

[X  =  2T  —  t,  T<t<3T, 

h)  '  V  =  0. 

Fallen  zwei  Bestandteile  einer  regularen  Kurve  kings  eines  ganzen  • 

o  O  o 

Bogens  zu«amnien,  so  kann  man,  abnlicb  wie  bei  den  Riemannschen 
Flachen  (man  vgl.  den  zweiten  Abschnitt),  auch  bier  Riemannsche 
Elemente  einfiihren. 

Von  grundlegender  Bedeutung  ist  der  folgende  leicht  zu  be- 
weisende 

Satz.  Eine  reguliire  Kurve  la  fit  sick  stets  in  eine  endliche  An¬ 
zahl  von  Teilboyen  zerleyen,  deren  jeder  in  der  Gestalt  dargestellt  icerden 
kann : 

y  =  F(x),  resp.  x  =  <£(?/), 

U0bei  resih  eindeutig  und  nebst  der  ersten  Ableitung  stetig  ist 
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,  l lr  werden  sPater  die  Definition  nocli  auf  den  Fall  ausdehnen 
daB  die  Kurve  sicli  ins  Unendliche  erstreckt,  indem  wir  dann  ver- 
angen,  daB  sie  im  Endlichen  regular  verlaufe  und  eine  Asymptote 
esitze,  deren  Richtung  sich  die  'Tangentenrichtung  nahert.  Es  zernt 
sicli,  daB  erne  also  definierte  regulare  Kurve  der  erweiterten  Ebene 

(Kap.  7,  §  9)  diese  Eigenschaft  bei  einer  Transformation  letzterer  durcfi 
reziproke  Radien  beibehalt. 

In  diesem  Kapitel  versteht  man  scblechtweg  unter  einer  Kurve  eine 
Jordansche  Kurve;  sonst  aber  im  Buche  eine  endliche  regulare  Kurve. 

Aufgabe  1.  Seien  f(t),  cp(t)  im  Intervalle  a<£t<b  stetige 
Funktionen,  und  seien 


x  =  ■  y  =  rp(t). 


Daun  ist  die  I  unktnienge  [  (so ,  y )  abgesclilossen  und  im  allgemeineii 
perfekt. 


Aufgabe  2. 

Gleichungen 

© 


Man  untersuche  die  Kurven,  welche  durch  die 


x  =  y  =  <p(t) 


definiert  werden,  wobei  f(t)  und  cp(t)  im  nicbt-abgeschlossenen  Intervalle 


*0  <  *  <  k 

eindeutig  und  nebst  den  ersten  Ableitungen  stetig  sind.  AuBerdem 
soil  stets 

f(02+g/(02>0 

sein;  auch  sollen  mehrfache  Punkte  niclit  vorbanden  sein,  d.  h.  die 
Gleicbungen 

=  y'=<p(t) 

sollen  hochstens  eine  Losung  t  =  t'  zulassen. 

Als  erste  Beispiele  seien  die  in  Polarkoordinaten  durcfi  die  Glei- 
chungen  gegebenen  Kurven  erwiihnt: 

a)  r  =  1/6  0<<9<oo; 

Tt  3  7t 

b)  0  =  tan  r,  y  <  r  <  — • 


§  2.  Das  zweidimensionale  Kontinuum. 

In  einer  Ebene  sei  eine  Punktmenge  von  folgender  Beschaffen- 
heit  vorgelegt: 

a)  jeder  Punkt  der  Menge  ist  ein  innerer  Punkt,  d.  h.  zu  jedem 
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Punkte  (*0,  *)  der  Menge  gibt  es  eine  positive  GroBe  h  derart  daB 
aUe  Punkte  (x,y),  wofttr  .st,  zur  Menge 

gehoren ; 

b)  die  Menge  hangt  zusammen *  d.  h.  je  zwei  Punkte  der  Menge 
lassen  sich  durch  eine  einfache  regulare  Kurve  miteinander  verbinden, 


deren  Punkte  samtlick  zur  Menge  gehoren.1) 

Eine  derartige  Punktmenge  nennt  man  ein  zweidimensionales 
Kontinuum.  Wir  werden  es  haufig  in  der  Folge  als  einen  Bereich  1 
bezeicknen,  dock  wollen  wir  an  dieser  Stelle  nicht  unterlassen,  den 
Leser  darauf  aufmerksam  zu  machqn,  dab,  wenn  in  der  Matkematik 
von  einem  Bereick  die  Rede  ist,  die  Frage  stets  vor  allem  entsckieden 
werden  muB,  ob  der  Rand  mit  dazu  gerecknet  werden  soil  oder  nicht. 
Im  Falle  eines  Kontinuums  wird  in  der  Analysis  der  Rand  niemals 
einbegriffen,  und  dies  soil  in  der  Folge  auck  yon  einem  Bereick  7 
o-elten,  sofern  das  Gegenteil  nicht  bemerkt  ist. 

Wegen  der  Definition  von  Umgebung,  Haufungsstelle,  abgeschlossm, 
perfelct  usw.  vergleiche  man  das  1.  Kapitel,  §  8. 

Analytisck  kann  ein  Bereick  T  durch  Ungleickungen  definiert 
werden.  Beispiele: 

1.  das  Innere  eines  Recktecks: 


a  <  x  <  A,  b  <  y  <  i?; 

2.  das  Innere  eines  Kreises: 


a  -  r  <x  <.a  -f-  r,  b  —  ]/r2  —  {x  —  a)-  <y<b  -f  ]/r2  —  (x  —  a)2; 

3.  das  Innere  eines  Dreiecks  oder  allgemeiner  die  Punkte  ( x ,  y), 
deren  Koordinaten  gleichzeitig  den  drei  Ungleickungen  geniigen: 

ai%  +  bty  +  c,>  0,  0  <  |  a, |  +  1 6. | ,  i=  1,2,3, 

wobei  nock  vorausgesetzt  wird,  daB  es  wenigstens  einen  Punkt  gibt, 
fiir  welchen  die  drei  Relationen  gleichzeitig  besteken; 

4.  der  Streifen 

a<x<b,  f(x)<y<f(x)  +  g, 

wo  f(x)  eine  stetige  Funktion  von  x  im  genannten  Tntervalle  und  q 
eine  positive  Konstante  bedeutet. 
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Zur  Probe  fiihren  wir  den  Beweis  im  Falle  4  ans 
em  behebiger  Punkt  des  Streifens;  dann  ist 


Sei  ixoAJ0) 


f  ixo)  ^  Vo<  t  (^0)  "P  9- 

Man  nehme  eiue  Pos^ive  GroBe  Tc  so  an,  daB  gleicbzeitig 


/  (xo)  <  Vo  k, 

Uo  +  k  <f  (x0)  4-  (j 

sei.  Sodann  kann  man  nach 
Kap.  1,  §  4,  Aufgabe  6  eine  po¬ 
sitive  GroBe  8  finden,  derart,  daB 
gleicbzeitig 

/  0*0  <Vo  ~ 

Vo  "P  ^  <C  f  (x)  4-  9 


bleibt,  sofern  x0—  8<x<x0  +  8 
ist.  Bezeicbnet  man  die  klemere  der  beiden  GroBen  /,-,  d  mit  h,  so 
wird  der  Bedingung  a)  der  Definition  geniigt. 

Um  jetzt  nachzuweisen,  daB  Bedingung  b)  ebenfalls  erfiillt  ist, 
seien  A:  ( x0 ,  y0 )  und  B:  (oct,  yf)  irgend  zwei  Punkte  des  Streifens. 
Ist  insbesondere  =  x1}  so  lassen  sicb  A  und  B  direkt  durcb  die 
Strecke 


x  =  xo>  y0£y£vi  resP-  yi£y<y0 


miteinander  verbinden.  Sonst  kann  man  die  gesuchte  Verbindungs- 
kurve,  wie  folgt,  berstellen.  Sei  x0  <  xv  Yon  A  aus  ziebe  man  die 
Kurve 

F:  y-yo  =  f(x)-f(.xo),  x0£x£x1 


und  sei  B':  (x\  y  )  der  Punkt,  in  welchem  T  die  Gerade  x  =  xx  trifft, 
*  also 

x  =xly  y'  =  f{x f)  +  y0  -  f(x0) . 


Dann  liegt  r  im  Streifen,  denn  fiir  r  ist 


nnd  es  ist  ja 


V  =  fix )  +  Vo  ~  f  Oo) . 
o<y0-f(xo)<9- 


An  r  fuge  man  nun  nocb  die  geradlinige  Yerbindungsstrecke  B'B 
an,  womit  denn  die  in  Aussicht  gestellte  Kurve  zu  stande  kommt, 
sofern  y  =  f  (x)  eine  regulare  Kurve  ist. 

Die  Ergiinzung  im  allgemeinen  Falle  ist  nicbt  scbwierig.  Y/egen 


s  2.  Das  zweidimensionale  Kontinuum. 


153 


der  gleichmafiigen  Stetigkeit  von  f(x)  im  abgeschlossenen  Interfile 
x0£x<xt  hat  man 

f(x)-f{x')  <n*  x-x'\<8. 

Dabei  soil  7]  gleich  der  kleineren  der  beiden  GroBen  y0  —  f(x 0)  und 
f(x )  g  __  yQ  gesetzt  werden.  Zerlegt  man  nun  das  Intervall 
xQkx£xl  durch  die  Punkte  a0  =  x0,  •••,  in  eine  endliclie 

Anzahl  von  Teilintervallen ,  deren  Lange  stets  kleiner  als  d  bleibt, 
so  kann  man  r  durch  folgende  gebrochene  Linie  ersetzen: 


at  <  x  <  «f  +  1 ,  y  =  f{at)  +  y0  -  t\x o’)  5 
x  =  a{ ,  1)  +  Vo  ~  f  (xo)  <y<f  (ai)  +  Vo  ~  fixo)> 

resp.  f  (at)  +  y0  —  f  (x0)  ^  y  /’(«*_  i  >  +  2/o  —  /  (#<>)• 

Dazu  wird  noch  der  Punkt.  (#0,  y0)  gerechnet. 

Der  Leser  wolle  den  Beweis  im  Falle  3.  durchfiihren,  indem  er 
bemerkt,  dab  jeder  Punkt  der  Yerbindungsstrecke  der  beiden  Punkte 

rb)>  (£2;  Vi)' 

x  —  =  (£*  —  $i)t,  y  -  Vi  =  (V2  -  Vi)  *,  0£t£l, 

zur  Menge  gebort,  sofern  dies  von  den  Endpunkten  gilt,  da  mail 
dann  hat: 


aix  +  hy  +  =  («A  +  b,v,  +  Ct)t  +  (<*&  +  biVl  +  Ci)  (1  -  t). 

tiler  den  Band  eines  Kontinuums.  Der  Rand  eines  Bereiches  T 
kann  aber  noch  ganz  anderer  Natur  sein,  als  man  sich  ihn  o'ewolm- 
lich  denkt,  wie  folgende  Beispiele  zeigen. 

A)  Der  Bereich  T  bestehe  aus  alien  Punkten  der  oberen  Halb- 
ebene  (y  >  0),  die  Punkte 


(w=l,  2,-.. 

I  m  =  0,  ±  1,  +  2,  •  • . 


ausgenommen.  Hier  gibt  es  isolierte  Randpunkte,  es  gibt  aber  auch 
Randpunkte,  die  eine  Kurve  bilden,  namlich  die  Gerade  y  =  0.  Durch 
kemen  Bogen  dieser  Kurve  werden  jedoch  aUe  in  der  Nachbarschaft 
desselben  gelegenen  Randpunkte  erschopft. 

B)  Der  Bereich  T  bestehe  aus  den  Punkten  des  in  der  oberen 
Halbebene  gelegenen  Halbkreises 


x~  +  y2<2h, 


°<y, 
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mit  Allsnakme  der  folgenden  Punkte:  in  den  Punkten  der  z-Achse: 

y  =  0,  x  =  0,  l/n,  n  =  ±'l,  ±2, 

errichte  man  ein  Lot  auf  derselbfn  von  der  Lange  1,  und  zwar  nacli 
der  Seite  km,  wofur  y  >  0  ist;  die  Punkte  dieser  Lote: 

a’  =  0,  l/n,  0<«/<:i' 
sollen  nickt  zu  T  gekoren. 

Hiei  gibt  es  Randpunkte,  welcke  die  merkwiirdige  Eigensckaft 
liaben,  daB  sick  ein  veranderlicker  Punkt  P  von  T  keinem  davon  als 

Grenzpunkt  stetig  nakern  kann,  okne  aus  T  kerauszutreten.  Fassen 
wir  etwa  den  Punkt 

A:  x  =  0,  t/  =  4 

ins  Auge.  Yon  einem  festen  Punkte  0  von  T  aus  kann  ein  Punkt  P 
allei  dings,  liings  eines  ganz  in  T  gelegenen  Weges  fortriickend,  in 
eine  beliebig  kleine  vorgegebene  Nachbarsckaft  von  A  gelangen,  etwa 
in  einen  um  A  besckriebenen  Kreis  vom  Radius  <5  <  Das  sei  nun 
einmal  gesckeken;  der  Punkt  P  liegt  in  diesem  Kreise.  Jetzt  kann 
man  eine  zweite  Lmgebung  von  A  so  waklen,  daB  P,  um  in  diese 
zu  gelangen,  aus  jenem  Kreise  wieder  keraustreten  und  sick  sogar 
von  A  um  mekr  als  die  Entfernung  4  zuriickzieben  muB. 

In  diesem  Beispiele  bilden  die  Punkte  von  der  ausgezeickneten 
Eigenschaft  des  Punktes  A  bloB  eine  endlicke  Anzahl  regularer 
Ivurvenstiicke,  namlick  eine  einzige  geradlinige  Strecke.  Einen  all- 
gemeineren  Fall  erkiilt  man,  wenn  man  die  Lote  in  den  Punkten  einer 
in  der  Strecke  y  =  0,  —  1  ^  ^  ^  1  gelegenen  perfekten,  in  keinem 
Intervalle  dickten  Menge  erricktet.  Ein  Beispiel  einer  solcken  Menge 
wird  spiiter  mitgeteilt,  vgl.  §  12.  Ist  x  einEndpunkt  der  dabei  benutzten 
Intervalle  (n),  und  A  ein  Punkt  ( x y'),  wo  0  <  y’  <  1  ist,  so  kann 
sich  P  dem  Punkte  A  zwar  von  der  einen  Seite  her  stetig  nahern, 
nickt  aber  von  der  andern.  1st  dagegen  x  eine  Haufungsstelle  der- 
artiger  Endpunkte,  ohne  selbst  ein  Endpunkt  zu  sein,  so  kann  P 
lanes  keines  in  T  eeleeenen  W  eges  dem  Punkte  A  zustreben. 

Durck  dieses  Beispiel  wird  der  Begriff  eiues  Randes  resp.  eines 
Randstiickes  nakegelegt,  auf  welchem  Punkte  dieser  merkwiirdigen 
Eigensckaft  sogar  iiberall  dicht  gesiiet  sind. 

Wir  scklieBen  diesen  Paragrapken  mit  einigen  Satzen  iiber  Kon- 

tinuen. 

1.  Satz.  Die  Randpunkte  eines  endlichen  Bereiches  1  bilden  eine 
abyeschlossene  PunJctmenge. 
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• 2 .  Satz.  1st  C  eine  Kurve,  welclte  ganz  in  einem  Bereich  T  liegt , 
so  hat  der  Abstand  eines  variabelen  P  unites  derselben  von  den  verschie- 
denen  Bandpunkten  von  T  ein  positives  Minimum. 

Der  erste  Satz  ist  evident.  Zum  Beveise  des  zweiten  zeigt  man 
allgemein,  wenn  {{x,  y))  und  {{x',y')\  zwei  beliebige  abgeschlossene 
Punktmengen  obne  gemeinsamen  Punkt  sind  und  man  die  untere 
Grenze  der  Entfemung  ]/(x  —  x  )2  +  {y  —  y'f  zweier  Punkte  derselben 
voneinander  mit  x  bezeichnet,  daB  es  dann  stets  einen  Punkt  der 
einen  Menge  {x ,  y)  und  einen  Punkt  der  anderen  Menge  (x',  y')  gibt, 
deren  Entfernung  voneinander  genau  x  betragt.  D 

3.  Satz.  Set  P  ein  Punkt  eines  Bereiclis  T  und  sei  Q  ein  zweiter 
PunJd,  der  T  nicht  angehort.  Verbindet  man  P  mit  Q  mittels  einer 
Kurve  C,  so  wird  mindestens  ein  Punkt  von  C  zum  Bande  von  T  ge¬ 
lt  or  cn. 


4.  Satz.  Stolen  zwei  Bereiche,  welche  keinen  gemeinsamen  Punkt 
besitzen,  Icings  einer  oder  mehrerer  reguldrer  Kurven  zusammen,  so  bilden 
die  inncren  Punkte  dieser  Bereiche  nebst  den  Punkten  der  Kurven  (die 
Endpunkte  letzterer  ausgenommen )  einen  Bereich  T. 


5.  Satz.  Haben  zwei  Bereiche  i\  und  T2 
Punkt  und  ist  jeder  Band  punkt  von  Tx  cntweder 
aufierer  Punkt  von  T2,  so  liegt  'J\,  in  lv 


einen  gemeinsamen 
ein  Band-  oder  ein 


Zusatz.  Haben  1\  und  7’,  einen  gemeinsamen  Punkt  und  fallen 
alle  Hire  Bandpunkte  zusammen ,  so  sind  sie  miteinander  identisch. 

Dei  Beweis  dieser  Satze  bietet  keine  Schwierigkeit  und  wird 

dem  Leser  uberlassen.  Wir  fugen  noch  als  Aufgaben  einige  weitere 
Satze  hinzu. 


Aufgabe  1.  Sei  P  ein  Punkt  ernes  Bereiches  T  und  Q  ein  Punkt 
welcher  nicht  zu  T  gehort  und  auch  kein  Randpunkt  von  T  ist  Man 
zeige,  daB  ’es  dann  einen  Randpunkt  von  T  gibt,  dessen  Abstand  von 
wemger  als  derjemge  des  Punktes  P  von  Q  betragt. 

PunkfUff)abe  ^^ien  zwei  Bereiche  oline  gemeinsamen 

kt.  Dann  bildet  die  Gesamtheit  ihrer  Punkte  keinen  Bereich  T. 

1)  Man  vgl.  Jordan,  Cours  d' analyse,  Bd  1  ■>  Aufl  iaqq  o  0.  c 

wird  ^ «• Si-  -  (StUil  g3e°: 

(S.  2^^nggratda?r1e  BeratpSteadJ0^an  den  Be*riff 

der  Geraden  *  J \  o<\v\<i  L  a  ",  KrC1Ses  *  +</2<l  nebst 
+  ’  <  1  J  1  =  ’  SOWie  die  aus  den  beiden  Kreisen  x*  4-  «*  <-  , 

'  }  +'J  znsammenge8etzte  Menge  mit  einbegreift.  J  <  ’ 
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Anfg.be  3.  Haben  zwei  Bereiche  Tu  T ,  einen  gemeinsdmen 
i  uukt  so  bildet  die  Menge  aUer  Punkte,  welche  mmdestens  einem 
dieser  Bereiche  angehoren,  einen  Bereicli  T.  Die  gemeinsamen  Punkte 
von  ^1  uu^  ^2  bilden  ein  oder  ifiehrere  Ivontinuen. 

Aufgabe  4.  Man  zeige,  daB  das  Innere  eines  Kreises,  dessen 
Mittelpunkt  ein  gewohnlicher  Punkt  oder  eine  Ecke  einer  einfachen 
regularen  Kurve  ist,  bei  passender  Einschrankung  des  Radius  durch 
die  Kurve  in  zwei  Kontinuen  zerlegt  wird. 


§  3.  Darstellung  eines  Bereiches  durch  eine  unendliche  Reihe  von 

Teilbereichcn. 


Die  Entwicklung  einer  Funktion  in  eine  unendliche  Reihe  von 
Funktionen  findet  lkr  Analogon  hier  in  deiu  folfenden 

Fun damentalsatz.1 2)  Sei  ein  beliebiger  Rereich  T  vorgelegt.  Dann 
hi  fit  sich  eine  Reihe  von  Bereichen  T(),  Tlr...  angeben ,  welche  sich  einzeln 
aus  Qmdraten  zusammensetzen,  ineinander  eingeschachtelt  sind,  und  T 
genau  ausfullen.  Genauer  ausgedriickt  haben  die  Teilbereiche  folgende 
Eigenschaften: 

a)  jeder  innere  and  Randpunkt  von  Tn  Uegt  sowohl  in  T  als  in  Tn  +  l ; 

b)  jedem  Punkte  P  von  T  entspricht  ein  Wert  von  n,  fur  welchen 
P  in  Tn  Uegt}) 

Wir  denken  uns  den  Bereich  T  in  arithmetischer  Weise  (diesen 
Ausdruck  im  weitesten  Sinne  verstanden,  vergleiche  die  Beispiele  des 
vorhergehenden  Paragraphen)  festgelegt;  dann  kann  der  Bereich  Tn 
durch  eine  endliche  Anzahl  von  Ungleichungen  bestimmt  werden, 
denn  er  setzt  sich  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Quadraten  zu- 
sammen,  und  ein  Quadrat  laBt  sich  ja  durch  Ungleichungen  erklaren. 

Sei  T  zunachst  endlich,  und  nten  fasse  einen  Punkt  0  von  T  ins 
Auge.  Durch  die  Geraden  * 


x  = 


VI 

2 «  7 


m,  m  =0,  +  1,  +  2, 


werde  die  Ebene  in  ein  Quadratnetz  eingeteilt.  Bei  geeigneter  Wahl 


1)  Wir  denken  uns  den  Bereich  T  als  ein  Kontinuum,  doch  gilt  der  Satz 
auch  fiir  jeden  Bereich,  welcher  aus  den  Punkten  eines  Kontinuums  nebst  einigen 
oder  auch  alien  Randpunkten  desselben  besteht.  Andererseits  kann  naan  die 
Bereiche  T-,  t ,  sowohl  als  Kontinuen  wie  als  Bereiche  <$,  Kap.  §  -  au  as^en. 
Dabei  wird  man  in  den  Bedingungen  a)  und  b)  das  Wort  in  durch  innerha  > 
zu  ersetzen,  sowie  unter  P  einen  innern  Punkt  von  T  zu  verstehen  haben. 

2)  Der  Bereich  Tn  entspricht  der  Summe  sn  der  ersten  n  Glieder  der  un- 
endlichen  Reihe,  nicht  dem  einzelnen  Gliede  uu  derselben. 
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von  »-*  kann  man  dann  erreichen,  dafi  einige  der  Quadrate 
0  0  ■  ■■(?,  inklusive  ihrer  Bander  in  7  liegen  und  daB  ubeidies 

der  Punkt  0  im  Innern  oder  auf  dem  Rande  ernes  derselben,  welches 
wir  t  nennen  wollen,  liegt.  Die  Quadrate  Qlt  •••,  Qt  bilden  eine 
endliche  Anzahl  zweidimensionaler  Kontinuen,  die  mrgends  uberein- 
ander  greifen,  die  aber  im  allgemeinen  gemeinsame  Randstucke  be- 
sitzen  werden.  Gehen  wir  vom  Bereiche  t  aus  und  sehen  wir  zu,  ob 
ein  zweites  Quadrat  Qt  langs  einer  ganzen  Seite  darau  grenzt.  1’alls 
es  ein  solches  gibt,  so  werde  dasselbe  auf  Grund  des  4.  Satzes  you 
2  an  diesen  Bereicli  angefiigt.  Dadurch  entstebt  ein  neuei  B*j- 
reich  tu  der  ebenso  wie  t  inklusive  seines  Randes  in  T  liegt  und 
iiber  keines  der  iibrigen  Jc  —  2  Quadrate  binubergreift.  Am  Bereiche 
ty  wird  jetzt  diesellie  tlberlegung  wieder  angestellt  und  ty  wild  so 
womoglich  durch  eines  der  Jc  —  2  iibrig  gebliebenen  Quadrate  zu 
einem  Bereiche  U  erganzt,  welcher  alinlich  lieschaffen  ist  wie  t  und  tv 
Wiederholt  man  diesen  Schritt,  so  gelangt  man  schlieBlich  zu 
einem  Bereiche  T0,  der  den  Punkt  0  enthalt,  sich  aus  den  Quadraten 
Qk  bzw.  aus  einem  Teil  derselben  zusammensetzt,  und  nebst 
seinem  Rande  (der  inzwischen  in  mehrere  Stiicke  zerfallen  sein  kann) 
in  T  liegt.  Dieser  Bereich  bildet  nun  das  erste  Glied  der  Reihe. 
Wie  man  leicht  erkennt,  ist  er  unabhiingig  von  der  Reihenfolge,  in 
welcher  die  einzelnen  Quadrate  angehangt  werden,  nicht  aber  von  der 
Wahl  des  Punktes  0.  Jedem  Randpunkte  P  von  T0  entspricht  min- 
destens  ein  Randpunkt  von  T,  der  hochstens  um  die  GriiBe  2—  7<^|/2 
von  P  absteht.  Sei  ht  die  kleinste  Entfernung  von  einem  Punkte 
des  Randes  von  T0  bis  zu  einem  Punkte  des  Randes  von  T  (vgl.  den 
2.  Satz  von  §  2).  Dann  ist  0  <  7/x  <!  2"V  Nach  der  1.  Aufgabe 
von  §  2  steht  jeder  Punkt  des  Bereiches  T0  um  mehr  als  Jty  vom 
Rande  des  Bereiches  T  ab. 


Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Herstellung  des  zweiten  Bereiches  Tv 
Indern  wir  die  Einteilung  der  Ebene  in  Quadrate  weiter  fortsetzen, 
wahlen  wir  n  =  nx  so,  daB  die  Diagonalen  der  Quadrate  des  Netzes 

kleiner  als  \  ausfallen  —  es  muB  also  2~"»]/2  <  hy  sein  und 

richten  unser  Augenmerk  auf  die  neuen  Quadrate  Qt'}  •  .  Q’k,}  welche 

in  T,  aber  nicht  in  T0  liegen.  An  jeden  Randpunkt  von  T0  muB 
dann  mindestens  ein  solches  Quadrat  stoBen,  wie  der  Leser  streng 
anthmetisch  nacliweisen  kann.  Und  nun  wird  man,  von  J0  ausgehend, 
diesen  Bereich  durch  sukzessive  Adjungierung  von  Quadraten  Q'  ge- 
rade  so  erweitern,  wie  vorhin  beim  Bereiche  t  geschehen  ist.  Das 
rgebnis  wird  ein  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Quadraten  Q ,  Q' 
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bestehender,  mit  seinem  Rande  in  T  gelegener  Bereich  T  sein  in 
welchem  T0  nebst  seinem  Rande  liegt,  und  welcher  ferner  analog- 
wie  T0,  so  beschaffen  ist,  daB  jedem  Randpunkte  P  yon  T  minde- 
stens  ein  Randpunkt  von  T  entspricht,  der  hochstens  urn  die  GroBe 
2-»iy2  von  P  absteht. 

Sei  ferner  h2  die  kleinste  Entfernung  von  einem  Punkte  des 
Randes  von  Tx  bis  zu  einem  Punkte  des  Randes  von  T.  Dann  wird 
man  einen  Bereicb  P2  in  ahnlicher  Weise  herstellen,  wie  soeben  T 
Durcb  fortgesetzte  Wiederholung  des  Verfalirens  entspringt  hiermit 
eine  unbegrenzte  Folge  von  Bereichen  T0,  Tu  •  .  .,  deren  alle  der  For- 
derung  a)  des  Satzes  entsprechen,  und  es  eriibrigt  also  nur  noch  zu 
zeigen,  daB  aucli  der  Forderung  b)  Geniige  geleistet  wird. 

Dazu  verbinde  man  0  mit  P  durcb  eine  in  T  verlaufende  Kurve  C 
und  bezeicbne  mit  h  die  kleinste  Entfernung  von  einem  Punkte  von  C 
bis  zum  Rande  von  T  (vgl.  §  2,  2.  Satz).  Nimmt  man  dann  k  sor 
daB  2~n*y2<h  wird,  so  wird  C  ganz  im  Bereiche  Tk  liegen.  In 
der  Tat,  wiirde  G  aus  Tk  heraustreten,  so  miiBte  C  nach  dem 
3.  Satze  von  §  2  einen  Randpunkt  A  von  Tk  enthalten.  Demnacb 
gabe  es  einen  Randpunkt  von  T,  dessen  Abstand  von  A  hochstens 
2~n*y2  betragt  und  somit  kleiner  als  h  ware.  Mit  diesem  Wider- 
spruch  schlieBt  der  Beweis  des  Satzes  im  Falle  eines  endlichen  Be- 
reiches  T. 

Erstreckt  sich  T  dagegen  ins  Unendliche,  so  sieht  man  leicht, 
wie  die  notige  Erganzung  zu  bewerkstelligen  ist.  Man  konnte  etwa 
eine  Reihe  konzentrischer  Kreise  mit  dem  gemeinsamen  Mittelpunkte  0 
und  den  Radien  P  =  1,  2,  •  •  •  nehmen  und  dann  bei  jedem  Schritte 
des  Verfahrens  alle  solchen  Quadrate  Q ,  aber  aucli  nur  diese,  in  Be- 
tracht  zielien,  welche  innerhalb  des  nteu  Kreises  liegen. 

‘Indem  wir  die  Entwicklungen  von  §§  6,  7  antizipieren,  fiigen 
wir  noch  die  folgende  Erganzung  des  vorstehenden  Satzes.  hinzu. 

Der  Band  eines  keliebigen  Tn  besteht  aus  einer  endlichen  Arnold 
regulcirer  Kurven  (Polygonzuge),  welche  hochstens  eine  endliche  Anzahl 
von  Doppelpunkten  besitzen. 

Die  aufieren  Punkte  von  Tn  bilden  k  Kontinuen,  %x  )  ’  ’  '  >  ^ kr 
uovon  das  eine  aus  dem  Aufieren  einer  einfachen  reguldren  gescJdossenen 
Kurve  (§  6  )  besteht;  jedcs  der  iibrigen  macht  das  Innere  einer  solchen 

Kurve  aus. 

Wir  bemerken  vorerst,  daB  jede  zum  Rande  von  Tn  gehonge 
Quadratseite  ein  zu  Tn  gehdriges  Quadrat  von  einem  nicht  zu  J  n  ge- 
horigen  Quadrat  trennt,  wie  aus  der  Entstehungsweise  von  Tn  sofort 
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ersiqhtlich  ist.  Fangen  wir  mit  einer  beliebigen  Quadratseite  an, 
welche  zum  Kande  von  Tn  gehort.  Dann  reiht  sicb  mindestens  erne 
zweite  sojche  Quadratseite  ans  Ende  dieser,  —  welches  Ende  wir 
nehmen,  ist  da  gleichgiiltig.  An  -letztere  hangen  wir  wieder  eine 
dritte  Quadratseite  des  Randes  an,  und  wiederbolen  den  Schott.  Da 
der  gauze  Rand  von  Tn  nur  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  solchen 
Quadratseiten  besteht,  so  muB  die  Fortsetzung  des  Prozesses  schlieBlich 
zu  einer  Quadratseite  fiihren,  welche  bereits  einmal  angetroflen  ist. 
Hiermit  stellt  sich  eine  einfache  regulare  geschlossene  Kurve  F \  ein, 
welche  ganz  zum  Rande  von  Tn  gehort  und  die  Ebene  nach  §  6  in 
zwei  Kontinuen  zerlegt.  Nach  dem  1.  featze  von  §  7  liegt  Tn  ganz 
auf  einer  Seite  von  Fx,  also  entweder  ganz  im  Innern  oder  ganz 
auBerhalb  dieser  Kurve.  Das  auf  der  anderen  Seite  von  rx  gelegene 
Kontinuum  rnoge  mit  Xj  bezeichnet  werden. 

Ist  der  Rand  von  Tn  hiermit  noch  nicht  erschopft,  so  fange  man 
mit  einer  weiteren  zur  Begrenzung  gehorigen  Quadratseite  s  an  und 
wiederhole  den  obigen  ProzeB.  Entweder  erhalt  man  auf  diese  Weise 
wiederum  eine  einfache  regulare  geschlossene  Kurve  jT2,  welche  ganz 
zum  Rande  von  T„  gehort  und  die  Ebene  in  zwei  Kontinuen  zerlegt, 
wovon  das  eine,  %2,  ganz  auBerhalb  Tn  und  'X,  liegt;  oder  aber  man  stoBt 
auf  einen  Punkt  von  Fr  Im  letzteren  Falle  wollen  wir  zu  s  zuriick- 
kehren  und  vom  anderen  Ende  dieser  Seite  ausgehen.  Dann  konnen  wieder 
dieselben  beiden  Falle  eintreten.  Ergibt  sich  nun  hier  eine  einfache 
regulare  geschlossene  Kurve,  F2,  so  hat  man  im  wesentlicben  den 
friiheren  Fall  vor  sich,  da  F2  die  Ebene  in  zwei  Kontinuen  zerfiillt, 
wovon  das  eine,  £2,  ganz  auBerhalb  Jn,  liegt.  Trifi't  dies  indessen 
nicht  zu,  so  wird  man  wieder  zu  zuriickgefiihrt.  In  diesem  Falle 
miissen  abei  die  beiden  auf  erlialtenen  Endpunkte  der  bewuBten 
Kurve  zusammenfallen.  Denn  sonst  laBt  sich  aus  dieser  Kurve  und  . 
einem  Bogen  C  von  I\  wieder  eine  einfache  regulare  geschlossene 
Kurve  zusammensetzen,  die  zum  Rande  von  Tn  gehort  und  die  Ebene 
m  zwei  Kontinuen  zerlegt,  wozu  das  eine  %  auBerhalb  T  %  lieo-t 
Hiermit  stoBen  wir  aber  auf  einen  Widerspruch,  indem  sowohl  als 
2  an  C  grenzen,  und  zwar  von  verschiedenen  Seiten  her,  da  % 
auBerhalb  cll  liegt.  Wir  erhalten  also  auch  in  diesem  Falle  eine 
einfache  regulare  geschlossene  Kurve  F,  von  der  friiheren  Beschaffen- 
e^  nur  hat  diese  jetzt  einen  Punkt  mit  rx  gemeinsam.  Hier  bildeu 


F[  und  F2  zusammengenommen 


eine  regulare  geschlossene  Kurve  mit 


emem  Doppelpunkte. 

Sollten  noch  Randpunkte  von  Tn  vorhnndcn  sein,  so  werden 


wir 
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wieder  in  derselben  Weise  verfahren.  Es  kann  jetzt  vorkommen,  daft 
die  schnttweise  kergestellte  Ivurve  L  mit  einem  Endpunkte  A1  an  I] 
und  mit  dem  anderen  Endpunkte  A2  an  r,  keranreicht.  Haben  r\ 
und  r,  keinen  gemeinsamen  Punkt,  —  sonst  unterscheidet  sich  ja 
der  Fall  nicht  wesentlich  von  einem  bereits  behandelten,  —  so  wird 
man  L  von  Ax  aus  weiter  fortsetzen.  Dies  ist  sicker  moglich,  da  in 
diesem  falle  vier  zum  Rande  von  Tn  gekorige  Quadratseiten  in  Ax 
zusammenstoBen,  wovon  bisker  erst  drei  in  Betrackt  kamen.  Dann 
muB  L  entweder  in  sick  selbst  oder  in  einem  Punkte  von  j To  schlieBen, 
und  im  letzteren  Falle  muB  dieser  Punkt  eben  der  Punkt  A sein. 
in  alien  Fallen  stellt  sick  also  eine  weitere  einfacke  regulare  ge- 
scklossene  Kurve  rs  von  der  bewuBten  Besckaffenkeit  ein. 

Wen n  mekrere  getrennte  Kurven  rif  ■  ■ I]  vorliegen,  erfakrt 
die  SckluB weise  nur  insofern  eine  Modifikation,  daB  die  Kurve  L  inekr 
als  zwei  Kurven  F.  antreffen  kann,  eke  sie  scklieBt.  Hiermit  ist  denn 
der  Satz  vollig  bewiesen. 

Hdngt  der  Bereich  T  ewfach  zusammen  (vgl.  unten,  §  7),  so  wird 
cmch  jeder  T n  einfaclt  zusammenh dngen,  sofern  man  nur  den  einen  Fall 
ausschlieftt,  daft  T  sich  ins  Unendliche  erstrecH  und  dabei  einen  im 
Fndlichen  befindlichen  Hand:  hat. 

Sollte  Tn  namlick  mekrfack  zusammenkangen,  so  wird  sein  Rand 
zum  Teil  aus  einer  einfacken  regularen  gescklossenen  Kurve  besteken, 
innerkalb  dei'en  Randpunkte  von  T  liegen.  Da  nun  aber  auck  auBer- 
kalb  dieser  Kurve  Randpunkte  von  T  liegen,  so  wird  man  kiermit 
zu  einem  Widerspruck  gefiikrt. 

Aufgabe.  Gegeben  seien  ein  Bereick  7  und  eine  beliebig  kleine 
positive  GrdBe  e.  Dann  laBt  sick  n  so  bestimmen,  daB  ein  vor- 
gegebener  Randpunkt  von  T  um  weniger  als  e  von  einem  Randpunkt 
von  Tn  abstekt.  Gilt  der  Satz  gleickmiiBig  fur  den  ganzen  Rand 
von  T  im  Falle  7  endlick  ist? 

§  4.  Vorbereitungen  zum  Beweise  des  Hauptsatzes  von  6. 

Die  Ansckauung  zeigt,  daB  einfacli  gestaltete  gescklossene  Kui^en, 
wie  z.  B.  ein  Kreis  oder  ein  Quadrat,  die  Ebene  in  zwei  Teile,  — 
in  ein  inneres  und  in  ein  auBeres  Gebiet,  —  zerlegen,  und  man  uber- 
tragt  diesen  Satz  allgemein  auf  aRe  gescklossenen  Kurven,  sofern  sie 
sich  selbst  nickt  iibersckneiden.  Allein  fur  die  Polygone  ist  der  Satz 
sclion  nickt  mekr  anschaulick,  denn  man  kann  sick  ja  nur  von  einer 
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auBcrst  beschrankten  Klasse  von  Polygonen  eine  deutlicbe  V  orstellung 
machen.  In  der  Tat  bernht  der  Sate  selbst  fur  die  aUgemeinen  em- 
fachen  Polvgone  bloB  auf  einem  Analogiescblusse. 

la  der  Analysis  ist  dieser  Sate  von  grundlegender  Bedeutung. 
Fur  ihre  Zwecke  genugt  es,  ihn  in  folgendem  Umfange  auszusprechen: 
Eine  einfaclie  regulare  geschlossene  Rurve  teilt  die  Ebene  in  awe t 
Bereiclie.  Wir  haben  uns  in  diesem  und  den  beiden  folgenden  Para- 
graphen  mit  einem  arithmetischen  Beweise  desselben  zu  beschaftigen, 
welcher  von  Hrn.  L.  D.  Ames  herruhrt  und  wegen  Strenge  und  Ein- 
facbbeit  wohl  als  befriedigend  angeseben  werden  kann.1) 

Definition  dev  Stvecken .  Unter  einer  St  veche  veisteben  wn  die 

aus  der  regularen  Kurve 

j 

y  =  <p(t)  =  btt  +  bj  ’  °-  - 

/'(0s  +  v\ty  -  «,s  +  b* >  o 

bestehende  Punktmenge  {(a:,  y) } ,  der  wir  noch  ein  weiteres,  geo- 

1)  Bisher  war  meines  Wissens  nur  ein  Beweis  des  Satzes  bekannt,  und 
zwar  derjenige  des  Hrn.  Scboenflies:  Gdttinger  Nachrichten ,  1890,  S.  79; 
der  Satz  wird  daselbst  nicht  ganz  in  dem  Umfange  des  Textes  bewiesen.  Hrn. 
Sell oen flies  gebiihrt  auch  das  Verdienst,  die  Notwendigkeit  eines  aritbmeti- 
sclien  Beweises  fur  die  Analysis  zuerst  bervorgehoben  zu  baben.  An  Einfacbbeit 
labt  jedocb  sein  Beweis  zu  wiinschen  iibrig.  Um  einen  geometrisch  so  uahe 
liegenden  Satz  aritbmetisch  zu  begriinden,  bieten  sicb  namlicb  in  der  Hegel 
mehrere  W  ege  dar.  Scbliigt  man  einen  bestimmten  davon  ein,  so  kann  es  einem 
leicbt  begegnen,  dab  man  bald  in  ein  Gestriipp  von  geometrischen  Tatsachen 
gerat,  deren  jede  eine  besondere  Aritlimetisierung  erfordert,  so  dab  man  sich 
genotigt  siebt,  den  AngrifF  von  einer  anderen  Seite  zu  versuchen.  Im  vor- 
liegenden  lalle  fiibrt  der  \\  eg,  den  Hr.  Ames  gegangen  ist,  direkt  zum  Ziele; 
man  vergleiche  Ames,  Bull.  Amer.  Math  Soc.  2.  Reihe,  Bd.  10  (1904  ,  S.  30K 
sowie  Amer.  Journ.  of  Math  ,  Bd.  27  (1905).  Andere  Beweise  sind  spater  von 
G.  A.  Bliss,  Bull.  Amer.  Math.  Soc ,  2.  Reibe,  Bd.  10,  (1904),  S.  398  und  von 
O.  Veblen,  transactions  Amer.  Math.  Soc.,  Bd.  5  (1904),  S.  365,  sowie  ebenda 
Bd.  0  (1905)  gegeben  worden.  Der  Veblensche  Beweis  ist  ein  geometrischer 
und  berubt  direkt  auf  dem  von  Hrn.  Veblen  in  der  zuerst  genannten  Abhand- 
ung  aufgestellteu  Systeme  von  Axiomen  der  Geometrie.  Indessen  zieben  wir 
bier  eine  arithmetiscbe  Behandlung  desbalb  vor,  weil  sicb  der  Leser  hierbei  mit 
neuen  Begnffen  und  Beweismetboden  wenig  zu  plagen  braucht,  er  gelan^t  mit 
semen  analytisch  definierten  regularen  Kurven  und  den  ibm  geliiufmen  Beweis 
metboden  bequemer  zum  Ziele.  °  1& 

Bd  1ES2 S Aufl°C di^  Unter8uchungen  vou  C.  Jordan,  Cours  d’ analyse, 
Sf:, 2\,Auf?-’  *8f  ’  &‘  00  verwiesen,  wo  der  Satz,  unter  Annahme  seiner 
cbhgkeR  fur  Polygone,  allgemein  fur  Jordansche  Kurven  (§  1  be<mindet 

vxsrsi 

Osgood,  Funktionentheorie.  I.  2.  Aufl. 


162 


I,  5.  Mengeulehre. 


inetrisch  deni  Sinne  der  Strecke  entsprechendes  Merkmal  beifugen, 
indem  wir  zwischen  den  beiden  Permutationen  der  extremen  Punkte  A: 
(xo>  Vo )  und  B:  (xx,  y J  unterscheiden: 

®  =  [(*o,y0) >  B]. 

Dei  Punkt  {xQfy^j  heiBt  der  Anfang,  und  (xx,  yf)  beiBt  der  Endpunkt 
der  Strecke.  Diesen  entsprechen  in  beliebiger  Reihenfolge  die  Para- 
meterwerte  tQ,  tx . 

Zwei  Strecken  a  -  [(*„,  </„),  (x„  yjj  und  8'-  [(a:,',  (*/,  j,,')] 

heiBen  einander  gleich,  wenn 

xi  xo  =  ;ri  xo>  Vi  Vo  =  Vi  —  Vo 
ist.  Sie  heiBen  einander  entgegengesetzt  gleich,  wenn 

xi  =  i.xi  xo)  >  Vi  Vo  =  (Vi  Vo ) 

\ 

ist*,  in  Zeichen:  3(  =3(  '  resp.  31  =  —  31'.  Es  ist  insbesondere 

[A,  B]  =  -  [B,  A]. 

Unter  der  Lange  einer  Strecke  versteht  man  die  Entfernung 
zwischen  ikren  Endpunkten: 

ViPh  ~  xo)2  +  Oi  ~  Vo)2- 


Definition  des  Winkels.  Den  Winkel  zwischen  zwei  Strecken 
fafit  man  in  der  Geometrie  als  die  Figur  auf,  weiche  durch  gleiche 
Strecken  mit  gemeinsamem  Anfang  gebildet  wird,  und  man  ordnet 
demselben  eine  Zah.1  zu,  weiche  man  dann  als  das  WinkelmaB  oder 
schlechtweg  als  den  Winkel  bezeichnet.  Diese  Zahl  definieren  wir, 
wie  folgt:  Unter  dem  Winkel  zwischen  zwei  Strecken 

31  =  [(®o,  Vo),  Oi,  &)]  imd  ^  =  [OC  Vo)>  (xi>  &')]> 

-  in  Zeichen1)  0  =  ^  (31,  31'), 

versteht  man  jede  Losung  6  dev  beiden  simultanen  Gleichungen2) 


(1) 


cos  6  —  % 


sin  6  = 


x 


Vi  -  Vo 

-  Oi  -  xo) 

Xx  Xq 

Vi-  Vo  \’ 

xv  - 

Vi  -  Vo  \ 

Xx  —  x0’ 

f  r  ) 

Vi  -  Vo 

=  [A,  B]  und  2T=  [A\  B'\  die  Anfangspunkte  A 

und  A!  gemein:  A  =  A ,  so  wira  aucu  v  =  • 

gx  Hierbei  darf  man  sicli  selbstverstitndlich  nicht  auf  die  geometnsche 
Definition  von  sin  0,  cos  6  stutzen.  Wegen  einer  arithmet.scben  Definition 
dieser  Funktionen  sei  auf  Kapitel  12,  §  5  verwiesen. 


§  4.  Vorbereitungen  zum 


Beweise  ties  Hauptsatzes  von  §  0. 
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x-1  =  V(xl  —  x0y  +  («/i  —  Vof  Vix\  -  <?  +  VoY 

ist.  Doch  greift  man  haufig  bloB-  eine  Losung  beraus  und  nennt 
diese  schlechtweg  den  Wert  des  Winkels.  Bei  dieser  Definition  treten 
die  beiden  Strecken  unsymmetrisck  auf;  vertauscht  man  sie,  so  wechselt 
der  Winkel  sein  Vorzeichen: 

(«,  56)  =  -  <£  («',  21). 

Zwei  gleiche  Strecken  bilden  denselben  Winkel  mit  einer  gegebenen 
Strecke  und  den  Winkel  0  miteinander;  zwei  entgegengesetzt  gleiche 
Strecken  bilden  den  Winkel  %  miteinander. 

Yermoge  der  Funktionaleigenschaften  der  analytisch  definierten 
trigonometrischen  Funktionen  (vgl.  Kapitel  12,  §  5  et  seq.)  begriindet 
man  fur  die  also  eingefiihrten  Winkel  die  gewohnlichen  geometrischen 
Eigenschaften,  zum  Beispiel: 

;  .  (21,  93)  +  *  (23,  <£)  =  <£  (21,  6). 

Der  vorstehenden  Definition  zufolge  wird  der  von  den  Strecken 


und 


x  =  at  t  -f-  a2  | 
V  =  bxt  b2\ 

x  =  ax't  -f-  fi2'  | 
y  =  bj  t  b2  1 


t0  £  t  <t i 
<  +  ^>0 

to£  t 

<2+V2>  o 


gebildete  Winkel  0  =  ^  (51,  21 '),  falls  der  Parameter  t  so  gewahlt 
ist,  daB  der  Anfang  (x0,  y0)  und  der  Anfang  (x0',y0')  den  Parameter- 
werten  t0  resp.  t0  entsprechen,  mittels  der  Koeffizienten  «,  usw. 
durch  die  Formeln  ausgedriickt: 


♦ 


cos  0  = 
sin  0  = 


ai  ai '  ~t~  w 
gi&/  —  aP&i 

l/«i2  +  V>V¥+ V* 


und  lmngt  somit  nur  von  den  Koeffizienten  von  nicht  von  den 
konstanten  Termen  ab. 

Halbstrahlen.  Unter  einem  HalbstraM  versteht  man  die  aus  den 
Punkten  (x,  y): 


x  =  axt  +  a2 1 

y  —  bxt  -f-  J 


^  t  <  <x> 

V  +  v  >  0 


11* 


» 
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bestehende  Punktmenge  { (x,  y) } .  Durch  den  Anfang  A:  (a0,  y0),  welclier 
dem  Parameters erte  t  =  t0  entspricht,  und  einen  beliebigen  zweiten 
Punkt  (xx,  yf)  des  Halbstrahls  wird  eine  Strecke  [(:r0,  y0),  (xl}  y^] 
deiiniert,  und  alle  derartigen  Strecken  bilden  den  Winkel  0  miteinander. 
Den  W  inkel  zwiscben  zwei  Halbstrahlen  bzw.  zwischen  einem  Halbstrahl 
und  einer  Strecke  definieren  wir  nun  als  denjenigen  Winkel,  welcber 
entstelit,  wenn  man  jeden  der  beteiligten  Halbstrahlen  durch  eine  auf  die 
soeben  erklarte  Weise  ihm  zugeordnete  Strecke  ersetzt  und  den  Winkel 
zwischen  diesen  Strecken  nimmt.  Wie  man  sieht,  wird  der  Winkel 
auch  in  diesem  Palle  durch  die  Formeln  (2)  gegeben.  < 

Insbesondere  bildet  die  Strecke  bzw.  der  Halbstrahl  31  mit  der 
positiven  #-Aclise  einen  Winkel  a,  wo 


cos  a  -  - 


V«r  + V 


» ’ 


sm  a  = 


Vai  ■  +  V 


Ein  Halbstrahl  wird  somit  durch  den  Anfang  A:  (x0,  y0)  und  den 
Winkel  a,  (3)  bestimmt. 

Invariants  Eigenschaften.  In  der  Geometrie  bedient  man  sich 
a)  einer  starren  Bewegung  der  Ebene  in  sich,  b)  einer  Transforma¬ 
tion  von  einem  rechtwinkligen  Koordinatensystem  auf  ein  zweites 
solches,  wobei  die  Ordinatenachse  gegen  die  Abszissenachse  im  neuen 
System  ebenso  orientiert  ist  wie  im  alten.  Beide  Transformationen 
driicken  sich  analvtisch  durch  die  Formeln  aus: 

x  =  x  cos  a  —  y'  sin  a  -f  £0  j 
^  y  =  x  sin  a  +  y  cos  a  -j-  y0 ) 

Bei  rein  arithmetischen  Betrachtungen  handelt  es  sich  allein  um 
diese  Transformation.  Durch  Ausrechnung  findet  man  nun,  daft  suit 
‘  die  Lange  einer  Strecke,  sowie  die  WinMmafte  invariant  gegeniiber  der 
Transformation  (4)  verhalten. 


§  5.  Fortsetzung:  Ordnung  eines  Punktes;  zwei  Hilfssatze. 

Wir  fiihren  ’  jetzt  einen  fur  die  folgenden  Entwicklungen  wich- 
ticren  Begriff  ein,  namlich  die  Ordnung  eines  Punktes  in  Bezug  auf 
eine  geschlossene  Ivurve  C: 

x  =  f(t),  y  =  <p(t )> 

wo  f(t)  und  <p(t)  die  primitive  Periode  a  haben.  Sei  O:  (l,n)  em 
beliebiger  Punkt  der  Ebene,  der  nur  nicht  auf  0  l.egt,  und  sei 


§  5.  Fortseteung:  Ordnung  eiues  Punktes;  zwei  Hilfssatze.  lbo 

P:  (x  v)  ein  Punkt  von  C.  Dann  ist  der  Winkel  0,  welchen  die 
Strecke  OP  mit  der  positiven  tf-Ackse  bildet,  erne  mehrdeutige 
Funktion  des  Parameters  t,  deren  Werte  sick  um  A  leliache  von  Lit 
voneinander  unterscheiden  und  zu*  eindeutigen  stetigen  Funktionen 
zusammengefaBt  werden  konnen;  vgl.  1.  Kap.,  §  10.  Verstehen  wir 
miter  Of)  scklechtweg  eine  von  diesen  Funktionen  und  greifen  wir 
einen  beliebigen  Punkt  P':  t  =  t',  von  C  keraus,  so  erkalten  wir 

0(t'+  cal)  =  0(f)  +  2nx, 

wo  n  eine  ganze  Zakl  bedeutet.  Diese  Zakl  definieren  wir  als  die 
Ordnung  des  Punktes  0  in  Bezug  auf  die  Kurve  C.  Die  Oidnung 
kangt  nickt  von  der  AV akl  des  Punktes  P  abj  denn  die  Diffei enz 

0  (t  p  W )  -  0  f) 

ist  eine  stetige  Funktion  von  t,  welche  stets  gleick  einem  \  ielfacken 
von  2 71  ist  und  fur  t  =  t'  den  Wert  2nar  kat,  darum  bekalt  sie  diesen 
Wert  durckweg  bei.  Auck  kangt  die  Ordnung,  vom  Vorzeicken  ab- 
geseken,  nickt  von  der  besonderen  Wakl  des  Parameters  t  ab.  W  ird 
namlick  t  durck  einen  neuen  Parameter 


*  =  x  (0 


ersetzt  (vgl.  §  1,  Formel  (3)),  so  kat  die  Ordnung,  welcke  dock  als 
die  einer  primitiven  Periode  o  resp.  io  entspreckende  Differenz  in  den 
Funktionswerten  0  f  +  co)  —  0  (f)  resp.  0  f  +  g>)  —  0  (r')  defmiert  ist, 
offenbar  denselben  bzw.  den  entgegengesetzten  Wert.  Endlick  kann 
man  die  positive  ar-Achse  durck  jeden  anderen  Halbstralil  der  Ebene 
ersetzen,  okne  die  Ordnung  des  Punktes  0  dadurck  zu  andern.  Uber- 
kaupt  ist  die  Ordnung  invariant  in  Bezug  auf  jede  Transformation  (4) 
des  vorkergekenden  Paragrapken. 

1.  Satz.  Purihte  giddier  Ordnung  bildcn  Bin  oder  mdircrB 

Kontinuen. 


Mit  andeien  "W  orten  kaben  alle  Punkte  einer  bestimmten  TTm- 
gebung  des  Punktes  0:  f0,  Vo)  gleicke  Ordnung.  Sei  namlick 


<  V  ~  rj o  <  h, 


Oi:  (6>  ri)  dn  zweiter  Punkt  der  Umgebung  i  x  — 
und  seien  Of)  und  Oft)  die  Winkel,  welcke  die  Strecken  OP  bzw. 
OxP  mit  der  positiven  z-Achse  bilden.  Sckreibt  man  die  Formel  kin, 
welcke  cos  (0X-  0)  als  eine  Funktion  von  jj,  ih  t  darstellt,  so  erkellt 
soiort,  daB  bei  passender  Einschrankung  von  h 


cos  ( 01  —  0)  >  0 


166 


I,  5.  Mengenlekre. 

bleibt  was  auch  imrner  t  fur  einen  Wert  auhetmen  moge.  Darau, 
sc  lieBt  man,  daB  es  'bei  geeigneter  Wahl  von  h  eine  eindeutiae 
stetlge  Bestimmung  der  Funktion  6,  (t)  gibt,  welche  sich  von  6 «) 
um  weniger  als  */2  unterscheidet.  Aus  den  Gleichuniren 

0(t  +  a)  =  6  ( t )  -f-  2n?c , 

^1  (t  “t-  w)  =  6X  (t)  -f-  2  W  j  TT 
folgt  dann,  daB  n  =  nl  ist,  w.  z.  b.  w. 

2.  Satz.  Konnen  zwei  Punkte  0,  O'  durch  eine  die  Kurve  C 
nicht  treffende  Kurve  r  miteinander  verbunden  werden ,  so  haben  sie 
dieselbe  Ordnung. 

Die  Kurve  r  wercle  durch  die  Gleichungen 

x  •=  <p  (0 ,  y  =  (f) ,  t<> 

dargestellt,  wobei  x0  —  cp  (70),  y0  =  ip(t0)  die  Koordiuaten  des  Punktes  0 
sind.  Alle  in  der  Nahe  von  t0  gelegenen  Werte  von  t,  t0<it<iih, 
liefern  Punkte  von  r,  die  in  der  Nahe  von  0  liegen,  und  diese  haben 
nach  dem  vorstehenden  Satze  dieselbe  Ordnung  wie  0.  Nun  lasse 
man  h  wachsen.  Entweder  bleiben  die  Punkte  von  r,  welchen  Werte 
von  t  im  Intervalle  tQ  ^t  <^h  entsprechen,  stets  von  derselben  Ord¬ 
nung  wie  0 ,  —  dann  wird  aber  der  Satz  schon  zugestanden,  —  oder 
aber  solche  Werte  von  h  haben  eine  obere  Grenze  t ,  die  kleiner  als 
tx  ist.  DemgeinaB  miissen  in  jeder  Umgebung  des  Punktes  (x,  y ),  wo 
x  =  (fit),  y  =  iy(t)  ist,  Punkte  von  verschiedenen  Ordnungen  liegen. 
Dies  fiihrt  aber  zu  einem  Widerspruch.  Denn  dem  soeben  bewiesenen 
Satze  zufolge  miissen  alle  Punkte  eiger  bestimmten  Umgebung  von 
( cc ,  y)  gleiche  Ordnung  haben.  Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Zusatz.  Sei  die  Menge  oiler  Punkte  der  Ebene,  welche  eine 
bestimmte  Ordnung  haben.  Bonn  liegen  die  Randpunlde  von  alle 
auf  C. 

Wir  wollen  jetzt  zwei  Hilfssatze  aufstellen,  auf  welche  Hr.  Ames 
seinen  Beweis  des  Hauptsatzes  von  §  6  stiitzt. 

Erster  Hilfssatz.  1st  G  eine  geschlossene  Kurve1),  die  einen 


1)  Fur  unsere  Zwecke  kommen  nur  einfache  geschlossene  regulare  Kurven 
in  Betracht.  Doch  gilt  der  Beweis  ungeandert  fur  Jordansche  Kurven,  welche 
nur  einen  Bogen  F  der  genannten  Beschalfenheit  besitzen. 

Andererseits  ist  die  Giiltigkeit  des  Satzes  nicht  an  eine  besondere  Wahl 


^ei  Hilfssatze. 
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Punld  A  mthilt,  in  dessm  Vmgehmg  C  lediglich  aus  einem  einfaehm 

B°gm  '  F:  y-m 

besteht,  wo  f(x)  eine  m  Intertable  a<x<b  emdeutige  stetige  Fmktim 
von  x  ist,  so  gibt  es  in  dor  Niihe  von  A  Punkte, 
deren  Ordnungen  sich  in  Bezug  anf  C  um  1  iou- 
einander  unterscheiden. 

Sei  A:  (x0,  y0 )  ein  Punkt  von  T  und  man 
nehme  zwei  Punkte  B:  (xQ,  y0  +  Ji)  und  hx : 

(x0,  Vo  ~~  so  an>  f^a^  ^er  Strecke 

[B,  Bx]  mit  Ausnahme  von  A  auf  C  liegt.  \  on 
den  Punkten  B  und  Bx  aus  lege  man  daun  bzw. 
zwei  Strecken  BP,  BXP  an  einen  veranderliclien 
Punkt  P  von  C  und  fiihre  man  die  Winkel 

o  =  a:abp,  o x  =  $:ABlP 


Fig.  39. 


em. 


Denken  wir  uns  den  Anfang  in  den  Punkt  A  verlegt,  so  ist 


sin  0 
cos  6  = 


x 

Q 

li  —  y 
Q 


=  +  (h  -  iff 


—  x 
Qi 

Ji  +  y 

Qi 

Ch2  =  x-  +  (h  +  y)2 


sin  0l  = 
cos  0,  = 


,  2  h  x 

sin  ib  = 

PCi  7 


cos  ib  = 


Hieraus  findet  man,  indem  man  nock  ib  =  0 — 01  eintriigt: 

AO  „  o  o 

-  —  x -  —  ;/- 
99 1 

Es  handelt  sich  nun  um  den  Beweis.  dak 

|  n  _  »i  |  =  1 

ist,  wo 

^(J>A  +  <u)  ==  0  (t A)  -f"  2)171 , 

(Ja  +  co)  =  0X  (tA)  -(-  2)ixtc  . 

Sei  0(iA)  =  0X  (tA)  =  0,  danu  ist  auch  ib{tA)  =  0,  und 

^  (tA  +  w  )  =  6  (tA  -f-  w)  —  0X  (tA  -f  co)  =  2  (n  —  nx)7t. 

der  Koordinatenachsen  gebunden.  Kami  man  namlich  die  Kurve  C  mittels  der 
Transformation  (4)  §  4  in  eine  Kurve  C'  uberfuhren,  welche  einen  Bo^en  V 
der  bewuBten  Bescbatfenheit  besitzt:  ^ 

r':  V  =  fix") , 
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Wir  wollen  die  Wertanderungen  von  4,,  als  Funktion  von  t  betrachtet 
mi  Intervalle  tA  £t£tA  + ay  verfolgen  und  zeigen,  daB  der  Gesamt- 
zuwachs  il>(tA  -j-  co)  —  4>(tA)  entweder  2jt  oder  —  2  tc  betragt. 

Den  Punkten  t  des  Intervals  tA  <  t  <  tA  +  d  entspr°ecben  bei 
geeigneter  Wabl  von  d  Punkte  P,  welclie  entweder  alle  rechts  oder 
alle  links  von  der  Strecke  [P,  PJ  liegen  und  wofiir  also  durcbweg 
entweder  x  >  0  oder  x  <  0  ist.  Nebmen  wir  an,  der  erste  Fall 
liege  vor.  Dann  wird  im  genannten  Intervalle 

0  <  ip  (0 

sein.  Andererseits  fasse  man  das  Intervall  (tA  -f  co)  —  d  <  t  <  (tA  -f  a ) 
ins  Auge.  Seinen  Punkten  entsprecben  Punkte  P,  wofiir  x  <  0  ist, 
und  demgemiiB  wird  dort 

(0  <  4>  (t.i  +  w)  =  2  (m  —  Mj)  71 

sein;  denn  4’ (f)  ist  stetig,  und  sin  ip  ist  bier  negativ. 

Wir  wollen  ferner  zeigen,  daB  4>  ( t )  im  Intervalle  tA  <  t  <  tA  -f-  a 
keinen  Wert  annimmt,  welcher  ein  ganzzabliges  Yielfache  von  2;r 
ware.  Dazu  miiBte  namlich  erstens 


sodann  aucli 


sin  4<  =  0,  also  x  =  0, 
cos  ^  =  1 ,  also  h2  —  y2  =  qq x 


sein.  Nun  liegt  aber  kein  Punkt  von  C  auBer  A  auf  der  Strecke 
[P,  PJ,  folglich  ist  fur  die  in  Betracbt  kommenden  Punkte  ?/>/*, 
und  der  letzten  Bedingung  wird  somit  nicbt  geniigt. 

Aus  dieser  Uberlegung  gebt  nun  hervor,  daB  fiir  alle  Werte  von 
t  im  Intervalle  tA<C.t  <  Pi  +  to 

O  <  4>  (t)  <  2  it 

ist,  wiibrend  sicb  beim  Grenziibergauge  limtf  =  (^  +  «)-  die  Funktion 
$  (t)  dem  Werte  0  nicbt  nahern  kann  und  desbalb  notgedrungen  dem 
Werte  2tc  zustreben  muB.  Mitbin  ist 

4'  (J'A  “f-  to 1  ==  2  (yx  w  J  ^  :=  “  ^  > 

also  ist  n  —  ni  =  1* 

Im  Falle  daB  die  dem  Intervalle  tA  <  t  <tA  +  d  entsprechenden 
Punkte  P  links  yon  [B,  7?,]  liegen,  ergibt  sicli  in  ahnlicher  Weise, 
daB  n  —  nx  —  —  1  ist. 


resp 

eine 
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Zweiter  Hilf'ssatz.  Sei  T  ein  beliebiger  Bereich  und  sei 
C:  y  =  F  (x) ,  a  £x£b 

x  =  <I>  (y)„  a  £y  <  p 

eme  Kurve,  welche  hochstens  mit  Ausnahme  direr  Endpimkte  in  T 
lieyt.  Dabei  soil  die  FunMion  F(x)  bziv.  <D(y)  in  ihrem  Defimtions- 
intervallc  eindeutig  und  stetig  sein.1)  Fallen  nun  beide  Fndpunlde 
von  C  mit  JRandpunkten  von  T  zusammen,  so  wird  T  durch  C  liochstens 
in  zwei  Bereiche  zerlegt.  Sonst  bilden  die  4 
Punkte  von  T,  welche  nicht  auf  C  liegen, 
burner  noch  einen  einzigen  Bereich. 

Nehmen  wir  an,  daB  der  Bereich  1  im 
ersten  Falle  durch 
C  zerfallt  wird,  und 
bezeiclinen  wir  die 
durch  die  Entfer- 
nung  der  Punkte 
von  C  aus  T  ent- 
standene  Menge  mit 
T~.  Dann  besteht 
T~  aus  mehreren 
Ivontinuen.  Seien  A 
und  B  zwei  Punkte  von  T~,  welche  nicht  miteinander  verbunden 
werden  konnen,  ohne  aus  T~  auszutreten.  Wir  wollen  zeigen,  dab 
dann  ein  beliebiger  dritter  Punkt  V  von  T~  entweder  mit  A  oder 
mit  I>  verbunden  werden  kann.  Zu  dem  Zwecke  verbinde  man  zu- 
nachst  A  mit  1*  durch  eine  in  T  verlaufende  reguliire  Kurve 

L:  x  =  f(t),  y  =  (p(t),  0<t<l, 

wobei  t  =•()  dem  Punkte  A  entspreche.  Wird  C  von  L  getroffen, 
sonst  wird  ja  die  Behauptung  zugegeben,  —  so  seien  tx  und 

der  kleinste  resp.  der  grbBte  Wert  von  t,  der  einem  Schnittpunkte 
dieser  Kurven  entsprieht: 

f  =  Qi  =  (xi,  */i);  t  =  t2,  Q2  =  (x2,  y2). 

Ferner  verbinde  man  A  mit  B  durch  eine  zweite  in  T  verlaufende 
regulare  Kurve  L  und  zeiehne  man  wieder  den  ersten  und  den  letzten 
Schmt^unkt  derselben  mit  C  auf:  =  (*,',»,')•  Als- 

EinfachMtlrder Tnwendung1 d“  PaU  Wo#  der 


Fig.  40. 


X- 
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dann  fasse  man  einen  Bogen  r  von  C  ins  Au<*e* 

T:  y  =  F(x),  a  <  a  <C  #  <T  /3  <  b , 

welcher  aUe  vier  Punkte  Qu  Q2;  Q2'  im  Innern  enthalt.1)  Jetzt 

kann  man  eine  positive  GtroBe  li  finden,  derart,  daB  sowohl  der  Be- 
reich  (man  vergleiche  §  2,  Beispiel  4) 

1\:  cc<x<(3,  F(x)  <y<  F{x)  +  h 

als  auch  der  Bereich 

T2:  a<x<^,  F(x)  —  h  <y  <  F(pc) 

in  1  und  somit  aucli  in  T~  liegen.  Yermoge  eines  Teiles  des  Bogens 
-A  <d,  von  L  wird  dann  A  mit  einem  der  Bereiclie  1\,  T2  durch  eine 
ganz  in  T~  verlaufende  regulare  Kurve  verbunden.  Darum  wird  es 
notwendig  der  andere  dieser  Bereiche  sein,  welcher  durch  einen  Teil 
des  Bogens  BQ2  von  L  mit  B  verbunden  wird,  denn  sonst  konnten 
ja  A  und  B  mittels  dieser  beiden  Bogen  und  einer  dritten  im  betr. 
T{  verlaufenden  regularen  Kurve  miteinander  verbunden  werden,  ohne 
T~  zu  verlassen.  Andererseits  wird  P  durch  einen  Teil  des  Bogens 
P(t)2  mit  einem  der  beiden  Bereiche  PX,P2  verbunden,  woraus  dann 
folgt,  daB  P  entweder  mit  A  oder  mit  B  durch  eine  in  T~  ver¬ 
laufende  regulare  Kurve  verbunden  werden  kann.  Damit  ist  der  erste 
Teil  des  Satzes  bewiesen. 

Um  den  Beweis  des  zweiten  Teiles  zu  fiihren,  nehmen  wir  an, 
daB  etwa  das  Ende  x  =  b,  y  =  F(b)  von  C  in  T  liege,  und  kon- 
struieren  dann  unter  der  Voraussetzung,  daB  es  einen  Punkt  B  gebe. 
welcher  mit  A  nicht  verbunden  werden  konnte,  ohne  T~  zu  verlassen, 
wiederum  die  Punkte  und  Q2.  Sei 

P:  y  =  F(cc) ,  a  <  a  <  x  <  h 

• 

ein  Bogen  von  C,  welcher  die  Punkte  Qx  und  Q2  enthalt,  und  man 
stelle  die  Bereiche  1\,  T2,  wie  vorhin,  her.  Darauf  erganze  man  die- 
selben  unter  Benutzung  des  4.  Satzes  von  §  2  mittels  des  Halb- 

kreises 

b  <  x  <  b  4-  h,  F(b)  —  ]//<2  —  (x  —  bf  <y  <F  (b)  +  Yh~  -{x  —  bf 


1)  Wir  bescbranken  uns  bier  auf  die  erste  Formel  y  —  F(x),  da  die  Ent- 
wicklung  im  zweiten  Falle  x  =  parallel  verlauft.  Im  iibngen  genug t  f* 

den  Satz  bloB  im  ersten  Falle  zu  beweisen,  um  daraul  durch  die  liansfor 
mation  (4)  von  §  4:  */,  /=  -  *  dem  zweiten  Fall  gerecht  zu  werden. 


■  §  6.  Der  Fundamentalsatz.  1 1 

zu  einem  einzigen  Bereiche  T,  welcher  ubngens  bei  eventueUer 
weiterer  Beschrankung  von  /(  auch  in  T_  liegen  wird.  Darans^  sieht 
man,  daB  beide  Punkte  A  und  B  mit  T  verbunden  werden  konnen, 
ohne  T~  zu  verlassen,  und  hiermit  *ist  der  Satz  bewiesen. 


S  6.  Der  Fundamentalsatz. 

Wir  sind  jetzt  in  der  Lage,  den  bereits  in  §  4  angekiindigten 
Hauptsatz  zu  beweisen,  welchen  wir  in  folgendem  Umfange  aus- 
sprechen. 

Hauptsatz.  Eine  einfache  gesch l ossene  regulcire  Kurve  teilt  dit 
Ebene  in  zicei  Kontinuen,  wovon  das  eine  im  Endlichen  liegt,  wdhrend 
sich  das  andere  ins  Unendlichc  ersireckt.  Die  Knrve  bildet  die  voVe 
Begrenzung  eines  jeden  der  beidrn  Bereiche. 

Nacli  dem  ersten  Hilfssatze  von  §  5  zerfallen  die  Punkte  der 
Ebene  in  Bereiche  mindestens  zweier  versckiedener  Ordnungen  in 
Bezuo-  auf  die  vorgelegte  Kurve  C.  DemgemaB  wird  die  Ebene  durch 
C  mindestens  in  zwei  verschiedene  Bereiche  zerlegt. 

Andererseits  schlieBt  man  vermoge  des  zweiten  Hilfssatzes,  daB 
die  Ebene  durch  C  hochstens  in  zwei  Bereiche  zerfallt  wird.  Man 
zerlege  niimlich  C  nacli  dem  Satze  von  §  1  in  aufeinander  folgende 
Bogen  C1}  •  •  •,  CH,  wovon  sich  jeder  durch  eine  Gleichung  von  der 
Gestalt 

y  —  F(x)  resp.  x  =  O(y) 

darstellen  laBt.  Aus  der  vollen  Ebene,  welche  doch  einen  Bereich  T 
bildet,  hebe  man  dann  zuerst  die  Punkte  von  Ct  heraus.  Dadurch 
wird  die  Ebene  zufolge  des  2.  Hilfssatzes  nicht  zerstiickelt.  Plierauf 
hebe  man  noch  die  Punkte  von  C2  heraus,  wodurch  wieder  keine  Zer-  • 
legung  ein|ritt ;  usw.  Erst  der  Bogen  Cn  stoBt  mit  beiden  Endpunkten 
an  den  Rand  des  vorhergehenden  Bereiches  und  ruft  somit  eine  Zer- 
legung  hochstens  in  zwei  Bereiche  hervor.  Darum  wird  die  Ebene 
durch  C  in  genau  zwei  Kontinuen  zerlegt. 

Nach  dem  Zusatze  des  2.  Satzes,  §  5,  liegen  die  Randpunkte 
dieser  beiden  Bereiche  alle  auf  C. 

Die  entfernten  Punkte  der  Ebene  —  d.  h.  alle  Punkte,  welche 
auBerhalb  eines  bestimmten  Kreises  x2  -f  y2  =  B-  liegen  —  liaben 
®ffenbar  die  Ordnung  0.  DemgemaB  konnen  wir  das  iuBere  der 
Kurve  G  als  diejemge  Punktmenge  definieren,  deren  Punkte  die  Ord¬ 
nung  0  liaben.  Das  Innere  besteht  dann  aus  den  Punkten  von  der 
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Ordnung  1  resp.  aus  denjenigen  von  der  Ordmmg  —  1.  Dieser  Be- 
reich  liegt  innerlialb  jenes  Kreises,  also  im  Endlichen. 

Hiermit  ist  der  Satz  vollig  bewiesen. 

batz.  aS ei  1  ein  endlicher  Pereich,  (lessen  Pegrenzung  von  den 
Punkten  einer  einfachen  geschlossenen  reguldren  ICurve  C  gebildet  wird. 
Dann  fdllt  T  nut  deni  Innern  von  C  zusanunen. 

Denn  die  Punkte  von  T  liegen  innerbalb  C,  sonst  wurde  es  ja 
moglicb  sein,  einen  Punkt  von  T  mit  einem  entfernten  Punkte  der 
Ebene  zu  verbinden7  obne  C  zu  iiberschreiten.  Demnach  sind  also 
a  lie  Bedingungen  des  Zusatzes  vom  5.  Satze  von  §  2  erfullt,  wornit 
denn  der  Beweis  geliefert  ist. 

Aufgabe  1.  Sei  Cl  eine  einfache  niclit-gescblossene  regulare 
Kurve.  Man  zeige,  dab  C1  durch  eine  zweite  derartige  Kurve  C2  zu 
einer  einfachen  geschlossenen  regularen  Kurve  C  erganzt  werden  kann. 

Aufgabe  2.  Man  zeige,  daB  der  Kurve  6\  der  1.  Aufgabe  zwei 
Bereiche  T+,  T~  zugeordnet  werden  konnen,  welche  keinen  gemein- 
samen  Punkt  haben  und  beide  an  Cx  stoben,  derart,  daB  die  Um- 
gebung  eines  jeden  Punktes  von  C17  die  Endpunkte  ausgenommen, 
ausschlieBlich  aus  Punkten  von  (71?  T+,  T~  besteht,  und  zwar  be- 
teiligen  sich  Punkte  sowohl  von  T+  als  von  T~  an  jeder  solchen 
Umgebung. 

Nach  §  2,  Aufgabe  47  wird  die  Umgebung  eines  jeden  Punktes 
von  C\,  der  nur  kein  Endpunkt  ist7  durch  Cx  in  zwei  Ivontinuen  zer- 
legt,  wovon  dann  das  eine  in  T~,  das  andere  in  T+  liegt. 

Insbesondere  konnen  T+  und  T~  so  gewahlt  werden,  daB  jeder 
Punkt  dieser  Bereiche  von  einem  ihm  entsprechenden  Punkte  von  (\ 
um  weniger  als  die  willkiirlich  vorgegebene  positive  GroBe  h  absteht. 


§  7.  Weitere  Satze  aus  der  Analysis  situs. 

An  den  Hauptsatz  des  vorhergehenden  Paragraphen,  sowie  an 
das  zur  Begruiidung  desselben  verwendete  Yerfahren  kniipft  sich  noch 
eine  Reihe°von  Satzen  aus  der  Analysis  situs,  wovon  wir  einige  der 
wichtigsten  in  diesem  Paragraphen  betrachten  wollen.  Wir  schicken 
zuniichst  den  folgcnden  Satz  voraus. 

1.  Satz.  Besteht  der  Band  eines  Bereiches  T  mm  Ted  oder 
gam  aus  einer  einfachen  geschlossenen  regularen  Kurve  C  und  liegt  ein 
Punkt  von  T  in  (auflerhalb)  C,  so  liegt  T  gam  in  (aufcrhalb)  C. 


§  7.  Weitere  Satze  aus  der  Analysis  situs.  ITo 

Der  Satz  folgt  unmittelbar  aus  dem  5.  Satze  von  k  2. 

Unter  einem  Ruekkehrschnitt  versteht  man  eiue  einfache  regulare 
geschlossene  Kurve,  welche  in  einem  gegebenen  Bereiche  7  gezogen 
ist.  Als  Querschnitt  bezeichnet  man  jede  einfache  Kurve,  deien  Km  - 
punkte  sich  am  Rande  von  T  befinden,  sonst  aber  m  7  liegt,  uni 
wovon  auBerdem  jeder  an  keinen  Endpnnkt  stoBende  Bogen  regular  ist. 

2.  Satz.  Em  Ruekkehrschnitt  E  zerlegt  einen  Bereich  in  zwei 
Bereiche ,  wovon  der  eine  in  E,  der  andere  aufierhalb  E  liegt .  Jeder 
P unld  von  E  ist  ein  Randpunkt  beidcr  Bereiche. 

Der  erste  und  der  letzte  Teil  des  Satzes  ist  eine  Verallgemeine- 
rung  des  Hauptsatzes  von  §  6  und  wird  durcli  denselben  Beweis  be- 
griindet.  Der  zweite  Teil  ergibt  sicli  aus  dem  1.  Satze. 

Aus  den  vorhergehenden  Entwicklungen  iolgert  man  noch  den 


Zusatz.  Besteht  T  aus  dem  Innern  einer  einfachen  regularen 
geschlossenen  Kurve,  so  liegt  das  Innere  ones  RUckkehrschn ittes  E  in  1, 
das  Aufiere  von  T  liegt  aufierhalb  E,  und  die  ubrigen  Punkte  der 
Ebene  bilden  einen  endlichen,  in  T  enthaltenen  Bereich,  dessen  Begren- 
zung  aus  E  und  don  Rande  von  T  besteht. 

Eine  Menge  der  Kandpunkte  eines  Bereiches  T  bildet  ein 
einziges  Randstiick,  wenn  folgende  Bedingungen  erfullt  sind: 

a)  es  gibt  einen  Ruekkehrschnitt  derart,  daB  alle  auf  der  einen 
Seite  desselben  befmdlichen  Kandpunkte  von  T  zur  Menge  91  gehoren; 

b)  es  gibt  keinen  Ruekkehrschnitt  derart,  daB  ein  Teil  von  91 
innerhalb  und  ein  anderer  Teil  aufierhalb  desselben  lieet. 

Erstrecken  sich  insbesondere  mehrere  Randkurven  ius  Unend- 
liche,  so  werden  diese  hiernach  stets  nur  als  ein  einziges  Randstiick 
gezahlt.  Ein  Randstiick,  welches  aus  mehr  als  eine  in  Punkte  besteht, 
ist  iibrigens  eine  perfekte  Menge. 

3.  Satz.  Ein  Querschnitt,  dessen  Endpunkte  in  ein  und  demselben 
Randstucke  liegen,  zerlegt  den  Bereich  in  zwei  Bereiche.  Liegen  da- 

gegen  seine  Endpunkte  in  zwei  vcrschiedenen  Randstiicken,  so  zerfdllt 
der  Bereich  nicht. 


Man  teile  den  Querschnitt  zuniichst  in  drei  Bogen  AB  BC 
CD,  wo  A  und  D  am  Rande  liegen,  wahrend  sich  BC  in  der  Ge 
falti  =  F{-X)  resp  -  0  M  darstellen  15Bt;  vgl.  den  Satz  von  g  1 
m  ubrigen  solleu  B  und  C  gewohnliche  Punkte  des  Querschnitts 
kerne  Ecken  sein.  Sind  AB  und  CD  regular,  so  zerlegen  si, 
<len  Bereich  7  mcht;  vgl.  den  2.  Hilfssatz,  §  5.  Im  anderen  FaUe  is, 
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eme  weitere  Uberlegung  notig,  welche  auch  sogleich  erfolgen  soil. 
Hebt  man  nun  nocli  den  Bogen  BC  fort,  so  zerfallt  tier  Bereich  nach 
jenem  Hilfssatze  hochstens  in  zwei  Teile.  Sei  M:  fa,  y0)  ein  Punkt 
des  Bogens  BC,  welch  letzterer'in  der  Gestalt  y  =  F(x)  darstellbar 
sei,  und  seien  Mx:  fa,y0+  h)  und  l/2:  fa,y0  —  h)  zwei  benachbarte 
Punkte  von  M.  1st  soeben  bei  der  Forthebung  von  BC  keine  Zer- 
stiickelung  von  T  eingetreten,  so  kann  man  jetzt  Mx  mit  M2  durch 
eme  emfache  regulare  Kurve  verbinden,  welche  in  T  verlauft  und  den 
Querschnitt  gar  nicht,  die  Strecke  MXM2  nur  in  deren  Endpunkten 
trifft.  Aus  dieser  Kurve  nebst  der  Strecke  MXM2  laBt  sicli 
sodann  ein  Riickkehrschnitt  von  T  zusammensetzen,  welcher  die 
Punkte  A  und  B  voneinander  trennt.  Das  verstoBt  aber  gegen  die 
\  oraussetzung,  daB  A  und  B  zu  einem  einzigen  Randstiicke  gehoren. 

Die  vorhin  erwahnte  Erganzung  soil  nun  erbracht  werden.  Wir 
wo  lien  zunachst  bloB  die  Punkte  von  AB  aus  T  fortheben.  Die  re- 
sultierende  Menge  9)?  hat  nur  innere  Punkte,  denn  alle  in  T  gelt-genen 
Haufungsstellen  von  AB  gehoren  zu  dieser  Menge.  Demnacli  besteht 
9)7  aus  einem  oder  mehreren  Kontinuen.  Seien  P,  Q  zwei  beliebige 
Punkte  von  937.  Ich  behaupte:  P  und  Q  lassen  sicli  durch  eine  ein- 
fache  regulare  Kurve  miteinander  verbinden,  ohne  aus  93t  hinauszu- 
treten.  Durch  eine  solche  Kurve  L  des  Bereiches  T  kdnnen  sie 
schon  nach  Voraussetzung  verbunden  werden.  Trifft  L  die  Kurve 
AB,  so  haufen  sicli  die  Schnittpunkte  jedenfalls  nicht  in  der  Nahe 
von  A,  und  darum  kann  man  einen  Bogen  AB'  von  AB  bestimmen, 
welcher  inkl.  des  Endpunktes  B'  frei  von  Schnittpunkten  ist.  Fangen 


wir  jetzt  wieder  von  vorne  an  und  lieben  wir  bloB  die  Punkte  von 
AB  aus  T  fort,  so  liegen  P  und  Q  in  einem  einzigen  der  sicli  also 
ero’ebenden  Kontinuen,  welches  aucli  B'  als  Randpunkt  besitzt.  Letzteres 
wird  aber  nie  zerstiickelt,  wenn  der  Bogen  BB>  nach  Art  des  Yor- 
ganges  beim  Beweise  des  Hauptsatzes  von  §  6  in  Teilbogen  zerlegt 
wird  und  diese  der  Reilie  nach  fortgehoben  werden. 

Daraus  folgt,  daB  9)7  aus  einem  einzigen  Kontinuum  besteht. 
Hierauf  wendet  man  dieselbe  Uberlegung  wieder  an,  indem  man  nun 
aus  93?  die  Punkte  von  CD  forthebt.  So  erhalt  man  schlieBlich  das 
Resultat,  daB  T  durch  Forthebung  der  Punkte  von  AB  und  CD 
nicht  zerfallt,  w.  z.  b.  w. 

Urn  jetzt  den  zweiten  Teil  des  Satzes  zu  beweisen,  begmnen  wir 
wieder  mit  der  Forthebung  der  Bogen  AB  und  CD,  wodurch  ein 
Bereich  T~  entstehe.  Die  Randstiicke  von  T~,  wozu  AB  und  CD 
gehoren,  mogen  mit  97x  und  9?2  bezeichnet  werden,  Avobei  9i\  lm  End- 
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lichen  liege.  Sodann  lafi  sich  ein  Riickkehrschnitt  I  ziehen,  der  ^ 
im  Innern  enthalt,  wahrend  9i2  aufierhalb  F  liegt.  Man  konstruiere 
jetzt  zwei  Streifen  Tu  T,,  welche  beide  an  den  Bogen  BC  stofien, 
wie  dies  beim  Beweise  des  2.  Hilfssatzes,  §  5,  geschah,  olme  ein<-n 
Randpunkt  von  T~  zu  umfassen.  Diese  Streifen  liegen  beide  in  T~ 
und  werden  durch  einen  auch  in  T~  gelegenen  Bogen  von  T  mitein- 
ander  verbunden.  Andererseits  schlieBt  man  unter  YViederaufnahme 
des  beim  genannten  Beweise  verfolgten  Gedankenganges,  daB  ein  be- 
liebiger  Punkt  F  von  T~  entweder  mit  Tx  oder  mit  T2  dnrch  eine 
einfache  reguliire  in  T~  verlaufende  Kurve  verbunden  werden  kann. 
Damit  ist  der  Satz  vollig  bewiesen. 

Unter  einern  einfach  zusammenhdngenden  Bereiche  versteht  man 
ein  Kontinuum,  welches  nach  Ausfiihrung  eines  beliebigen  Quersclinitts 
zertallt  oder  aber  aus  der  ganzen  Ebene  besteht.1)  Man  zeigt  leiclit,  daB 
jedes  der  beiden  Stiicke,  in  welche  ein  solcher  Bereich  zerlegt  wird, 
wieder  einfach  zusammenhiingt.  Aus  den  vorhergehenden  Entwick- 
lungen  folgert  man  olme  Schwierigkeit  nachstehende  Stitze. 

4.  Satz.  Damit  ein  bcrandeter  Bereicli  J  einfach  zusammenhdnge , 
ist  notuendig  and  hinreichend,  dafi  der  Band  nur  aus  einem  einzigen 
Stiicke  bestehe,  oder  auch,  teas  auf  dasselbe  hinauskommt,  daft  einer  der 
beiden  Tcile,  in  ivelchc  ein  bcliebigcr  Biickkehrschnitt  den  Bereich  zer¬ 
legt,  nur  aus  Punkten  von  T  bestehe. 

5.  Satz.  1st  T  ein  Bereich ,  dessen  Band  aus  n  Stucken  besteht, 
so  Id  fit  sich  T  dnrch  Ausfiihrung  von  n  —  1  Querschnitten  in  einen 
einfach  zusammenhdngenden  Bereich  verwandeln,  und  zivar  kann  man 
einerseits  nicmals  mehr  als  n  -  1  Querschnitte  ziehen,  olme  T  zu  zer- 
stiicleln,  u  din  end  1  andererseits  menials  durch  weniger  als  n —  1  Quer¬ 
schnitte  zu  einem  einfach  zusammenhdngenden  Bereich  ivird. 


1)  Diese  Definition  ist  so  verfaBt,  daB  die  Eigenschaft  eines  Bereiche* 
eintaeh  zusaintnenhangend  zu  sein,  invariant  gegenuber  den  linearen  Transforma 
tionen  der  Ebene  Rap.  6,  §§  11,  16-19,  bleibt.  In  der  Physik  kann  es  woh 
vorkommen  daB  die  ganze  Ebene  eikl.  eines  einzigen  Punktes  nicht  als  e  Jae 
zusammenbangend  gelten  soli;  man  denke  etwa  an  das  Kraftefeld 


X  = 


—  y 
F-  +  tr 


Y  = 


x 


F-~d!r 


(*»  y) 

J  Xdx  -f-  Yd g  =  tan-1  c. 

la  .  61 


Dasselbe  ist  nicht  konservativ.  Dem^emaB  emnfipV.li  •  . 

Kontinuum,  welches  alle  auBerhalb  nines  besthnmte  if  'h  hler’  em  bl'ranJcl 

urnfaBt,  als  mehrfach  zusammenhange”?  aZ ZSn  JUT"  *''*****!  ’S’* 
stuck  vorhanden  ist.  nzusenen,  selbst  wenn  nur  ein  Ram 
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D  e  f  i  n  i  t  i o n.  Ein  Bereich  T  heifit  n-fach  zusammenhdngend , 
wenn  er  durcli  Ausfulirung  von  n  —  l  Querschnitten  in  einen  einfach 
usammenlian  ^6D(1gd  verwandelt  werden  kann.  Daf'iir  ist  notwendig 
uiid  hinreichend,  daB  dessen  Rand  aus  n  Stucken  besteke. 

6.  Satz.  Sind  n  ein f ache  regular e  geschlossene  Kurven  gegehen, 
derart  daft  jede  derselben  aufterhalb  oiler  andcren  liegt,  so  bilden  die 
Punkte  der  Ebenen,  ivelche  gleichzeitig  aufterhalb  aller  der  Kurven  liegen, 
einen  n-fach  zusammenhangenden  Bereich. 

Sind  n  —  l  solche  Kurven  gegebcn  und  liegen  sie  ebenfalls  aufter¬ 
halb  einander ,  jedoch  innerhqlh  einer  nten,  so  bcgrenzen  able  n  Kurven 
zusammengenommen  einen  endliehen  n-fach  zusammenhangenden  Bereich. 


§  8.  Innere  Normale  und  Integration  in  positivem  Sinne  iiber 

den  Rand  eines  Bereiches. 


Unter  der  Tangente  und  der  Normale  einer  regularen  Kurve 


C :  x  =  f(t),  y  =  (p(t) 


in  einem  gewohnlichen  Punkte  x0  =  f(t0),  2/0  ==  ^  (^o)  versteht  man 
die  Gerade 

f'(t0)  (y  -  y0)  =  <p'(t0)  ( x  -  x0) 

resp. 

<p\t o)  (y  -  y0)  +  f' (to)  (x-x0)  =  0. 


Sei  T  ein  Bereich,  dessen  Begrenzung  zum  Teil  oder  ganz  aus 
einer  einfaclieu  regularen  geschlossenen  Kurve  C  besteht,  wobei  sich 
iibrigens  in  der  Niike  keines  Punktes  derselben  zu  C  nicht  gekorige 
Randpunkte  von  T  befinden  diirfen.  Als  innere  Normale  in  einem 
gewohnlichen  Punkte  P  von  C  bezeichnen  wir  dann  denjenigen  von  P 
ausgehenden  Halbstrahl  n,  welcher  mit  der  Normale  zusammenfallt 
und& zunachst  in  den  Bereich  T  eintritt.  Sei  i;  der  Winkel,,  welchen  n 
mit  der  positiven  z-Achse  bildet,  und  sei  x  =  v  —  x/2.  Denjenigen 
Halbstrahl,  der  von  P  ausgeht  und  den  Winkel  t  mit  der  positiven 
a:-Achse  bildet,  nennen  wir  die  positive  Tangente  im  Punkte  P.  Er 
liegt  in  der  Tangente  in  diesem  Punkte.  Ferner  ist 


cos  r  = 


sf'it) 


vnty+<p'(tr 


scp'(f) 

~’WWtvW 


wo  f,  je  nach  der  W  ahl  des  Parameteis  t , 
und  sich  spater  als  die  Ordnung  eines 
weisen  wird. 


den  W  ert  1  oder  1  hat 
innern  Punktes  von  C  er- 
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1st  dagegen  eine  einfache  regulare  geschlossene  Kurve  vorgelegt, 
welche  nicht°als  Randkurve  eines  Bereiches  angesehen  wird,  so  soli 
die  positive  Tangente  von  C,  wie  folgt,  erklart  werden.  Man  be- 
trachte  das  Innere  T  von  0;  dann  tod  der  Kurve  C,  als  Randkurve 
des  Bereichs  T  aufgefaBt,  nach  der  vorstehenden  Definition  erne  po¬ 
sitive  Tangente  zugeordnet,  und  letztere  ist  es  eben,  welche  als  die 
positive  Tangente  der  vorgelegten  Kurve  C  definiert  werden  soli. 

Satz.  Hat  e  in  einem  Punkte  von  C  den  Wert  1,  so  hat  f  <n 
jedem  Punkte  von  C  diesen  Wert. 

Der  Satz  ist  gleichbedeutend  mit  folgendem:  Die  Ebene  der  Ana¬ 
lysis  ist  keine  Doppdflache. 

Wir  setzen  voraus,  daB  1  irn  Innern  von  C  liegt.  Der  Beweis 
fur  den  anderen  Fall  verlauft  diesem  parallel. 

Sei  P:  (x0,  y0)  ein  gewohnlicher  Punkt  von  C.  Man  nehme  die 
innere  Normale  und  die  positive  Tangente  zur  positiven  y-  resp. 
rc'-Achse  eines  neuen  Koordinatensystems.  Arithmetisch  heiBt  das, 
daB  man  die  Transformation  von  §  4  ausiibt: 

^  \x  =  x  cos  r0  —  y'  sin  r0  +  #0, 

|  y  =  x  sin  r0  +  y  cos  r0  +  y0 , 

und  dann  die  transformierte  Kurve 


C':  x'=f\(t),  y  =  (Pl  (£) 

ins  Auge  faBt.  Die  Ordnung  des  Innern  von  C  ist  bekanntlich  gleicli 
der  Ordnung  des  Innern  von  C  und  werde  t  genannt.  Der  Beweis 
wird  nun  geliefert,  indem  wir  feststellen,  daB 


cost0  = 


t'f'do) 


Vf'doY+v'dy 

% 

ist.  In  der  Tat  ergibt  sich  aus  (1): 


sm  r0  = 


*V(f0) 


(2) 

(3) 

Im  iibrigen  ist 

(4) 


f  f'(0  —  fi'CO cos  to  —  <Pi'(0 sin  ro> 

W'(0  =  flit)  sin  T0  +  (p^t)  cos  t0, 

nof+  t(o2= y1,(o2>  o. 

<Pi'(t0)  =  0,  also  /i  (^0)2>  0. 


Anderseits  ee.en  B,  (*'-0,  y-h)  nod  Bt:  (*'=0,  /__/,) 

p'  ,  zwel  P™kte  der  Ulu8ebunS  von  P.  Darn,  hat  Bu  als  auBerer 
unkt  von  1 ,  dle  Ordnung  0.  Dagegen  wird  der  innere  Punkt  B 

Osgood,  1  unktionentheorie.  I.  2.  Aufl.  f 
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wie  man  aus  dem  Beweisverfahren  des  1.  Hilfssatzes  von  §  5  erkennt 
die  Ordnung  1  haben,  falls  a;'  in  der  Nahe  von  P  zugleich  mit  t 
wachst;  im  anderen  Falle  hat  B  die  Ordnung  —  1.  DemgemaB  wird 
gleichzeitig  entweder  * 


oder 


wU =/;'(«  >o, 


(lx' 

dt  \t  =  t, 


=  fi\t0)  <  0, 


s'  =  —  1 


sein,  also  bat  man  in  alien  Fallen 


*  ft’ (to) 

Vfi(to)*  +  'Pi'W 


=  ifi’%)  =  x 


Setzt  man  endlicb  in  (2)  t  =  t0  nnd  multipliziert  man  diese  Glei- 
chunsren  mit 


so  kommt 


‘'IVf'  (<„)*+  e'lVfi'W+WW, 


cos  r0  — 


*r&) 


Vf'(t0y+q>'(t0y‘ 


sin  r0  = 


s'  qp' 


VFW+  ■?'(«’ 


,  w.  z.  b.  w. 


In  der  Integralrecbnung  bedient  man  sicb  des  geometrischen  Be- 
griffs  des  Sinnes,  in  welcbem  eine  Kurve  durcblaufen  wird,  um  das 
Yorzeicben  festzulegen,  welches  einem  iiber  den  Rand  eines  Bereicbs 
erstreckten  Integrale  beigelegt  werden  soil.  Arithmetisch  entsprecben 
wrir  diesem  Bedfirfnisse  durch  folgende  Definition,  welcbe  an  den  so- 
eben  erklarten  Begriff  der  positiven  Tangente  ankniipft.  Sei  S  ein 
Bereich,  dessen  Rand  C  aus  einer  oder  mehreren  einfacben  regularen 
gescblossenen  Kurven  bestebt,  und  seien  P,  Q  zwei  langs  C  eindeu- 
tige  stetige  Funktionen  von  x,y.  Unter  dem  in  positivem  Sinne 
fiber  C  erstreckten  Integrale 

•r 

/;\  /  Pdx  4 -  Qdy 

% 

verstehen  wir  die  Summe  der  fiber  jede  Kurve  des  Randes  erstreckten 
Integrale 

/  (P  cos  x  +  Q  sin  t)  ds, 

0 

wobei  r  den  von  der  positiven  Tangente  mit  der  positiven  a:-Achse 
gebildeten  Winkel  und  l  die  Lange  der  jeweiligen  Randkurve  be- 
deutet.  Unter  ersichtlicher  Modifikation  des  Wortlauts  paBt  die 
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Definition  auch  fur  den  Fall  einer  einfachen  regularen  geschlossenen 
Kurve  C,  welche  nicfit  als  Ilandkurve  eines  Bereiches  aulgefaht  wud. 

Satz.  Sei  S  ein  von  einer  oder,  mehreren  einfachen  regularen  ge¬ 
schlossenen  Kurven  begrenzter  Uereich  tend  seien  S1 ,  S2  die  beiden  JJe- 
reiche,  in  ivelche  S  c lurch  einen  bestimmten  regularen  Querschnitt  T 
zerlegt  wird:  JDann  ist 

I  Pdx  +  Qdy  =  (Pdx  +  Qdy  +  I  Pdx  +  Qdy, 

C  c\  ^2 

wobei  die  Integrate  je  in  positivem  Sinne  rcsp.  iiber  C,  C\ ,  C2  erstreckt 
werden. 

Seien  C',  C"  die  zu  C\  resp.  C2  gehorigen  Teile  von  C,  so  daB 
sich  also  Cx  aus  C'  und  r,  C2  aus  C"  und  j T  zusammensetzt.  In 
jedem  gewohnlichen  Punkte  von  C  fallt  die  innere  Normale  des 
Bereiches  S1  mit  der  innern  Normale  von  S  zusammen  und  darum 
liefert  C’  denselben  Beitrag  zum  ersten  wie  zum  zweiten  Integrale. 
Ebenso  liefert  C"  denselben  Beitrag  zum  ersten  wie  zum  dritten 
Integrale.  Dagegen  bildet  die  innere  Normale  von  Sx  in  jedem  ge- 
wohnlichen  Punkte  von  I’  den  Winkel  x  mit  der  innern  Normale  von  S9 
in  demselben  Punkte,  was  zur  Folge  hat,  daB  der  von  r  herriihrende 
Beitrag  zum  zweiten  Integral  entgegengesetzt  gleich  dem  entsprechenden 
Beitrag  zum  dritten  Integral  ist. 


§  9.  Zerlegung  eines  regularen  Bereiches  in  Teilbereiche  von 

normalem  Typus. 

Unter  einem  regularen  Bereiche  verstehen  wir  einen  Bereich  S, 
wie  er  in  Kap.  2,  §  2  ties  niiheren  definiert  ist.  Der  allgemeinste 
derartige  Bereicli  entstelit,  indera  man  mit  dem  Innern  einer  ein- 
faclien  regularen  geschlossenen  Kurve  (nebst  Randel  beginnt  und  in 
diesem  Bereiche  einen  Riickkehrschnitt  zielit.  Das  Innere  der  letzten 
hurve  wird  ans  dem  genannten  Bereiche  entfernt,  und  der  ProzefS 

L  i„d  nWied7h0lt'  A’Stlann  *»»  ueue  Randpunkte 

zahlen  Endr'l  Q  a  konstrai«rt>  <>*«>»  P»nkte  dann  doppelt 
endliche  a  m  "  der  Reihe  “ach  »  Randstiicke  eine 

-arr-:  r;  r“ 

„„  „tll.  tll(W  B;  "  k"'“ 
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Wir  wollen  in  diesem  Paragraphen  einen  arithmetischen  Beweis 
liir  erne  gewisse  Zerlegung  eines  regularen  Bereiches  geben,  deren 
man  sich  bei  der  Ableitung  einer  Reihe  von  grundlegenden  Satzen 
der  Analysis  bedient.  Es  liandelt  sich  namentlicli  um  die  Arithmeti- 
sierung  des  Bereiches  der  unabhangigen  Veranderlichen  in  der  Inte- 
gralrechnung  und  der  Funktionentheorie. 

Definition  eines  Bereiches  6.  Unter  einem  Bereich  6  ver- 
stehen  wir  zunachst  einen  zweidimensionalen  abgeschlossenen  Bereich, 
welcher  aus  den  Punkten  (x,  y)  besteht,  wofiir 

0  a,  rp ( x )  <^y  <  f(x) 

ist.  Hierbei  sollen  fix),  cp(x)  im  abgeschlossenen  Intervalle  0  <  x  <  a 
eindeutige,  stetige,  mit  stetigen  Ableitungen  erster  Ordnung  ver- 
sehene  Funktionen  von  x  sein,  welche  innerhalb  des  Intervalls  der 
Ungleichung  oreniigen: 

O  O  o  O 

(f  (pc')  <  f(x) ,  a<x<b. 

Fur  unsere  Zwecke  sind  es  insbesondere  Bereiche  a  von  zweier- 
lei  Typen,  die  in  Betracht  kommen. 


Typus  I.  qp(x)  =  0. 

-  -  ■■  i 


Typus  II.  f  (0)  =  qp  (0)  =  0 ,  cp  (x)  ^  0 . 


Ein  besonderer  Fall  des  zweiten  Typus  ist  die  bchnabelspitze, 
doch  kann  die  Gerade  y  -  x<p'(0)  sowohl  von  einer,  als  auch  von 
beiden  Kurven  unendlich  oft  getroffen  werden.  Beispiel. 

(f.(x)  =  xA  sin  l/x,  x>  0,  (p (0)  =  0 . 

Hierauf  erweitern  wir  die  Definition  des  Bereiches  a,  so  dafi  sie 
ieden  Bereich  umfaBt,  welches  durch  eine  oder  mehrere  der  folgenden 
Trausformationen  aus  einem  der  soeben  definierten  Bereiche  <?  ler- 

vorgeht: 

a)  eine  Parallelverschiebung; 

b)  eine  Drehung  um  den  Winkel 

c)  eine  Spiegelung  in  der  rz-Achse. 
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Arithmetisch  wird  der  neue  Bereich  6  mittels  einer  der  Transfer- 

mationen  definiert: 

\x  —  ex',  \x  —  x0  =ey', 

l y  —  Vo =  W’  \y  ~  rix ’ 

wobei  (x,  y )  ein  beliebiger  Punkt  des  neuen  Bereiches  a,  (x,  </')  den 
entsprechenden  Punkt  eines  der  vorhin  definierten  Bereiche  a  be- 
deutet,  wahrend  die  Koeffizienten  s,  r,  unabhangig  voneinander  die 
Werte  1  und  —  1  annehmen. 

Wir  wenden  uns  nunmehr  zu  der  in  Aussicht  genommenen  Zer- 
Wuno-  welche  durch  nachstehenden  Satz  genau  prazisiert  wird. 

Theorem.  Ein  regnlarer  Bereich  id /St  sick  in  eine  endliche  An- 
zahl  von  Bereichen  <5  zerlegen. 

Um  das  Wesentliche  an  dem  Beweise  hervortreten  zu  lassen, 
wollen  wir  zuvorderst  voraussetzen,  daB  der  Band  C  des  vorgelegten 
Bereiches  S  lediglicli  aus  einfachen  regularen  geschlossenen  sicli 
gegenseitig  nicht  treffenden  Ivurven  ohne  Ecken  bestehe.  Hierbei 
wird  man  bereits  mit  Bereichen  a  von  Typus  I  auskommen.  Man 
teile  die  Ebene  mittels  der  Geraden 


m 

X  —  — , 
2/< » 


n 


V  =  E>’  m,n  =  0,  +1,  ±2, 


genommen 


emige 


in  ein  Quadratnetz  ein. 
so  groB 
werden,  daB 
der  Quadrate  inklu- 
sive  ihrer  Bander 
innerhalb  S  liegem 
Solche  werden  zu  den 

betreffenden  Berei- 

% 

chen  a  gerechnet. 
Und  nun  wollen  wir 
zeigeu,  daB  g  ferner- 
hin  so  gewahlt  wer¬ 
den  kann,  daB  auch 
die  iibrigen  Quadrate, 


Hier  soil  die  natiirliche  Zahl  g  zunaebst 


Fig.  12. 


welche  einen  inneren  Punkt  mit  S  gemein  haben,  entweder  einzeln 
Oder  in  Paaren  durch  C  in  zwei  Bereiche  zerlegt  werden,  wovon  der 
eine  m  S  hegt  und  ein  Bereich  <r  von  Typus  I  ist  oder  aus  zwei  solcben 
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l[m  einen  beliebigen  Punkt  P  einer  Randkurve 


C:  x  —  f(t ),  y  =  cp(t) 

kann  man  einen  Kreis  bescbreibetf,  welcher  einen  P  enthaltenden  Bogen 
derart  abgrenzt,  daB  die  Scbwankung  von  r,  wo 


COSr-— _ 


sin  t  = 


VfWTVW 


ist,  in  den  Punkten  desselben  die  GroBe  7tj 6  nicht  iibersehreitet: 


Ferner  soli  der  Kreis  auBer  diesem  Bogen  keinen  weiteren  Randpunkt 
von  S  in  seinem  Innern  oder  auf  seinem  Rande  enthalten.  Es  ist 
klar,  daB  jeder  kleinere  Kreis  um  P  derselben  Eigen schaften  teilhaftig 
wird.  Sei  p  die  obere  Grenze  der  Radien  solcker  lvreise,  welcbe  den 
vorstebenden  Bedingnngen  geniigen.  Ferner  sei  h  die  untere  Grenze 
dieser  Werte  p  fur  die  samtlicben  Punkte  P  des  ganzen  Randes  von  S. 
DaB  h  >  0  ist,  beweist  man  in  wobl  bekannter  Weise. 

Jetzt  wollen  wir  y  so  annebmen,  daB  die  Diagonale  eines  Qua¬ 
drats  des  Netzes  von  der  Seitenlange  x  kleiner  als  /i/2  ausfallt: 


*l/2  < 


h_ 

T  ’ 


damit  ein  Quadrat,  welcbes  einen  Randpunkt  P  im  Innern  oder  auf 
seiner  Grenze  enthalt,  nebst  den  acbt  anstoBenden  Quadraten  inner- 
balb  eines  um  P  bescbriebenen  Kreises  vom  Radius  ii  liegen  wird, 
wobei  2x]/2  <  h'  <  li  ist.  Wie  man  siebt,  gelten  die  also  bestimmten 
GroBen  x,li  gleicbmaBig  fur  den  ganzen  Rand  von  S. 

Hiermit  ist  y  endgiiltig  bestimmt.  Die  Quadrate  des  Netzes, 
welcbe  einen  innern  Punkt  mit  S  gemein  baben,  liegen  zum  Teil 
nebst  ibren  Randern  ganz  innerbalb  S  und  sind  bereits  als  Bereicbe  6 
aufgenommen  worden.  Um  fiir  die  iibrigen  noch  die  vorbin  auf- 
gestellte  Bebauptung  zu  erweisen,  zeicbnen  wir  zuerst  alle  Punkte 
yon  C  auf,  in  welchen  C  parallel  zur  x-Achse  verlauft.  Sei  P  ein 
solcber  Punkt  und  sei 

Q:  x0  <  x  <L  x0  -f  x,  Vo<y<  Vo  +  x> 

ein  Quadrat,  welcbes  so  wobl  P  (im  Innern  oder  am  Rande)  als  aucb 
innere  Punkte  von  S  entbalt.  Dann  lassen  sicb  diejenigen  Punkte 
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von  C,  welche  in  Q  und  den  acht  benachbarten  Quadraten: 

x0-x<x<x0  +  2x,  y0  —  *<.y  <2/0+  ~x 

liegen,  durch  die  Gleickung  darstell^n : 

y  =  f(x), 

wo  f{x),  sowie  f  (x)  im  Intervalle  x0  x  ^  x  xQ-\-  2x  stetig  sind 
und  ini  ubrigen  1  __ 

\f{x)\<\lVl 


ist.  Trifft  diese  Kurve  keine  zur  #-Ackse  parallele  Seite  von  Q,  so 
zerlegt  sie  Q  schon  in  zwei  Bereiche,  wo  von  der  eine  in  S  liegt  und 
ein  Bereich  6  von  Typus  I  ist.  Im  anderen  Falle  sei  es  die  Seite 
y  =  y0  +  x,  welche  von  C  getroffen  wird,  und  man  betrachte  das 
Rechteck: 

E:  x0<x<x0+x,  y0<  y  <  y0+  2x. 


Da  die  Schwankung  der  Funktion  f(x )  im  Intervalle  x0  <!  x  x0  -f-  x 
die  GroBe  ?c/]/ 3  nicht  iibertrifft,  vgl.  Kap.  1,  §  6,  Aufgabe  4,  so  gilt 
fiir  E  derselbe  SckluB  wie  vorhin  fiir  Q.  Der  also  gewonnene  Be¬ 
reich  <?  wird  nicht  immer  in  Q  liegen.  Man  kann  ihn  aber  stets 
durch  die  Gerade  y  =  y0- hx(l  —  l']/3)  in  zwei  neue  Bereiche  <5 
spalten,  deren  jeder  in  einem  Quadrate  mit  der  Seitenlange  x  liegt. 

Jetzt  ziehe  man  einen  zweiten,  dem  Innern  des  soeben  benutzten 
Quadrats  Q  bzw.  Rechtecks  E  (beide  mogen  der  Kiirze  halber  mit  91 
bezeichnet  werden)  nicht  angehorigen  Punkt  in  Betracht,  in  welchem  C 
parallel  zur  a’-Achse  verlauft,  und  stelle  man  dieselbe  Uberlegung 
wieder  au.  Das  dabei  benutzte  neue  Rechteck  9T  wird  keinen  innern 
Punkt  mit  dem  friiheren  9\  gemein  haben.  Denn  sonst  batten  91 
und  9i  ein  Quadrat  gemein,  welches  dann  im  Innern  oder  auf  seinem 
Rande  Puryjcte  von  zwei  getrennten  Bogen  des  Randes  C  enthielte, 
und  das  geht  eben  nicht  an. 


Man  wiederkole  das  Yerfahren,  so  lange  nocli  unerledigte  Punkt 
vorhanden  sind,  in  weleken  C  parallel  zur  z-Achse  verlauft.  Der  Pr< 
zeB  muB  eventuell  schlieBen,  da  es  ja  nur  eine  endliche  Anzakl  vo 
Quadraten  gibt,  die  iiberhaupt  in  Betracht  kommen  konnen  Nacl 
dem  nun  diese  Punkte  alle  erledigt  sind,  ziehe  man  die  Punkte  liera. 
in  welche.,  C  parallel  zur  ,,-Achse  verlauft,  und  verfahre  mit  diese 
111  ahuhcher  Weise.  Hierdurch  eutsteht  eine  zweite  Reihe  von  B< 

,  en.  ®’  dle  )edenf‘llls  ttbereinander  greifen.  DaB  sie  abe 

auch  nicht  nut  den  frUheren  Bereichen  ,  in  Kol.ision  geraten  geh 
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daraus  hervor,  daB  r  hier  einen  Wert  hat,  wofiir  |cotr  <  1  /  y 3  ist? 
wahrend  ja  bei  den  anderen  Bereichen  |tanTj<l/y3  war. 

Jetzt  bleibt  eme  endliche  Anzahl  von  Randbogen  iibrig,  welche 
nirgends  parallel  mit  einer  Koordinatenachse  sind.  Folglich  wird  jedes 
Quadrat,  in  welches  einer  dieser  Bogen  eintritt,  dadurch  in  zwei  Be- 
reiche  zerlegt,  wovon  der  eine  in  S  liegt  und  entweder  schon  ein 
Bereich  g  ist  oder  durch  eine  Parallele  zu  einer  seiner  Seiten  in 
zwei  Beieiche  G  zerfallt.  Endlicli  kann  es  noch  Quadrate  geben, 
welche  nur  eine  Ecke  mit  C  gemeinsam  haben,  sonst  aber  in  S  liegen. 
Ein  solches  Quadrat  kann  direkt  als  ein  Bereich  g  aufgenoinmen 
werden.  Will  man  aber  vermeiden,  dab  ein  Bereich  a  blob  mit  einem 
Punkte  an  C  heranreicht,  so  kann  man  das  in  Rede  stehende  Qua¬ 
drat  zunachst  mit  einem  anstobenden  Bereich  a  vereinigen,  um  dann 
den  neuen  Bereich,  wie  ersichtlick  moglich,  in  Bereiche  a  der  bisher 
betrachteten  Arten  wieder  zu  zerlegen. 

Es  konnte  noch  der  Einwand  erhoben  werden,  dab  die  Rander 
der  in  Betracht  gezogenen  Bereiche  G  stellenweise  zusammenfallen, 
dab  also  der  vorgelegte  Bereich  S  nun  doch  nicht  so  zerlegt  sei,  wie 
in  Aussicht  genommen.  Fiir  die  Anwendungen  ist  dies  nicht  storend. 
Um  jedocli  eine  einwandfreie  Formulierung  des  Satzes  zu  haben, 
konnen  wir  uns,  wie  folgt,  ausdriicken. 

Ein  regular er  Bereich  S  la  fit  sich  (lurch  eine  endliche  Anzahl  von 
Bereichen  g  uberdecken ,  welche  hochstens  in  ihren  Eandpunkten  uber- 
einander  greifen  und  jeden  Punkt  von  S  mindestens  einnud  enthalten. 

Hiermit  ist  der  Beweis  des  Satzes  in  dem  in  Aussicht  genom- 
menen  Umfange  erbracht.  Will  man  g  durch  einen  groberen  ganz- 
zahligen  Wert  ersetzen,  so  labt  sich  die  neue  Einteilung  dadurch  be- 
werkstelligen,  dab  jeder  der  obigen  Bereiche  fiir  sich  in  leicht  ersicht- 
licher  Weise  in  kleinere  Bereiche  g  zerlegt  Avird. 

Eden  und  Spitzen.  Indem  wir  jetzt  an  den  Fall  herantreten, 
dab  Ecken  und  Spitzen  vorhanden  sind,  setzen  wir  immer  noch 
voraus,  dab  der  Rand  von  S  aus  einfachen  regularen  geschlossenen 
sich  gegenseitig  nicht  tretfenden  Kurven  bestehe.  Durch  passende 
Wahl°des  Index  g  des  Netzes  konnen  wir  zunachst  erreicken,  dab 
die  Umgebung  einer  Ecke  oder  Spitze  in  Bereiche  G  zerlegt  wird. 
Hebt  man  diese  Bereiche  fort,  so  hat  der  neue  Bereich  S  nur  Ecken, 
—  das  Auftreten  von  Spitzen  kann  man  hier  offenbar  durch  ge- 
schickte  Wahl  jener  Bereiche  G  vermeiden,  —  und  zwar  wird  stets 
mindestens  eine  Seite  einer  Ecke  von  einer  geradlinigen  Strecke  ge- 
bildet,  welche  in  einer  Geraden  des  Netzes  liegt,  Jetzt  wird  man 
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die  frflhere  Uberlegung  mit  der  folgenden  Modifikation  wiederholen. 
Del-  Rand  C'  von  S'  bestebt  aus  einer  endhchen  Anzahl  regularer 
Kurvenstiicke.  Sei  P  ein  beliebiger  Punkt 


von 


C  und  man  besckreibe  eineri  Kreis 


um  P,  dessen  Inneres  (lurch  C  in  zwei 
Kontinuen  zerlegt  wird.  Der  Radius  dieses 
Kreises  soli  nun  so  beschrankt  werden,  dab 
der  Kreis  hochstens  eine  Ecke  von  C  ent- 
halt,  und  dab  auberdem  die  Schwankung  von  r  in  den  im  Kreise  be- 
findliclien  Punkten  ein  und  desselben  Kurvenstiickes  die  Grbbe  ;t/6  nicht 
liberschreitet.  Von  bier  ab  verlauft  der  Beweis  wie  im  friiheren  Falle. 

Der  allgemeinste  Fall  wird  nunmehr  auf  die  bereits  erledigten 
zuriickgefiihrt,  indem  man  £  (lurch  eine  endliche  Anzahl  regularer 
Querschnitte  in  Bereiche  der  vorstehenden  Art,  verwandelt.  Jeder 
dieser  Querschnitte  kann  als  eine  geradlinige,  einer  Koordinatenachse 
parallele  Strecke  genommen  werden. 

Aufgabe.  Man  zeige,  dab  der  Gesamtflacheninhalt  der  an  den 
Rand  C  stobenden  Bereiche  6  (lurch  passende  Wahl  von  u  beliebig 
klein  gemacht  werden  kann. 


§  10.  Zusammenstellung  eines  einfacli  zusammenhangenden 
Bereiches  aus  Teilbereichen  von  normalem  Typus. 

Kach  dem  Hauptsatze  von  v}  3  kann  ein  Bereich  P  m  eine  un- 
endliche  Reihe  von  Teilbereichen  entwickelt  werden,  wovon  ein  jeder 
aus  einer  endhchen  Anzahl  von  Quadraten  besteht.  Im  FaUe  T  im 
Endlichen  liegt  und  einfach  zusammenhangt,  wurde  auch  gezeigt.  dab 
die  Teilbereiche  Tn  ebenfalls  einfachen  Zusammenhang  aufweisen.  An 
das  Resultat  (les  vorhergehenden  Paragraphen  ankniipfend  wollen  wir 
jetzt  beweisen,  dab  ein  einfach  zusammenhangender  regularer  Bereich  S 
(lurch  eine  endliche  Reihe  dargestellt  werden  kann.  deren  einzelne 
Glieder  je  aus  einem  Bereich  a  bestehen,  wahrend  die  Summe  der 
ersten  n  Glieder  derselben  stets  einen  einfach  zusammenhangenden 
Bereich  bildet.  Wir  sprechen  den  Satz,  wie  folgt,  aus: 

Hauptsatz.  1st  S  ein  einfach  zusammenhangender  regularer  Be¬ 
reich,  und  sind  <$„  .  .  6N  die  Bereiche  a,  in  welche  sicli  S  nacli  dem 

jZz  m\so  “ ime  *** 

o  '  '  v  q  16  Si’  •  •  •  Sx>  wovon  der  erste  S  mit  a  und  der  letzte 

Z  LTm'Tf  t“ndfWdc,te  im  ^en  so  bescltaffen  sind, 

I  \  aus  Sk_l  dureh  Hinzufugung  von  a,  entsteht 
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Wir  wollen  zuerst  voraussetzen,  daB  der  Bereich  ^  an  den 
Band  C  von  S  stoBt.  Seien  0.2,  .  .  .  ap  die  weiteren  Bereiche  a,  welche 
ebenfalls  an  C  stoBen.  Dann  zerfallt  der  Rand  von  (?.  (i  =1,2,.  .  .p) 

in  zwei  Teile,  wo  von  der  eine,  —  entweder  ein  Punkt  oder  ein  Bogen, _ 

zum  Rande  von  S  gehort,  wahrend  der  andere  einen  Querscbnitt 
\on  N  bildet.  AuBerdem  stoBt  6i  an  <si_1,  sowie  an  0.  +  1  langs  eines 
Bogens  ^  on  r.f  aber  an  keinen  weiteren  dieser  Bereiche,  sofern  wir  die 
Bereiche  c 1  von  vornberein  so  bestimmen,  daB  keiner  davon  bloB  mit 
einem  Punkte  an  den  Rand  von  S  reicht.  Um  nun  von  SN  auf  S v  1 
berabzusteigen,  beben  wir  62  aus  S  beraus.  Da  namlicb.n  einen 
Querscbnitt  von  S  bildet,  so  wird  S  nacb  dem  3.  Satze  von  §  7  et  seq. 
durcb  denselben  in  zwei  einfacb  zusammenhano-ende  Bereiche  zerlefft, 
wovon  der  eine  aus  02,  der  andere,  SN_lf  aus  den  N—  1  iibrigen 
Bereicben  6  bestebt.  Wiederbolt  man  das  Verfabren,  indem  man  der 
Reibe  nacb  d3f  ...  6  f'orthebt,  so  erhalt  man  sukzessive  die  weiteren 
Bereicbe  SN_p  +  1,  welcbe,  ebenso  wie  SN_X,  alle  einfacb  zusammen- 
bangen. 

Bei  der  Ausfiibrung  des  nachsten  Schrittes,  namlicb  bei  der 
Fortbebung  eines  Bereiches  0  +1,  kann  es  indessen  vorkommen,  daB 
der  Bereicb  SA_p  zerfallt.  Wir  wollen  aber  zeigen,  daB  diesem  Ubel- 
stande  durcb  passende  Wabl  von  GJI  +  1  stets  vorgebeugt  werden  kann. 
In  der  Tat  wird  S.r  ,  ,  einen  Punkt  (x,  y)  umfassen,  wofiir  min- 
destens  einer  der  folgenden  vier  Falle  eintritt: 

a)  x  ist  groBer  als  das  x  irgend  eines  Punktes  von  <q, 

b)  x  „  kleiner  „  „  x  „  „  „  „  61, 

c)  y  „  groBer  „  „  y  „  „  „  „ 

d)  y  „  kleiner  „  „  y  „  „  „  »  6i- 

Nehmen  wir  an,  Fall  a)  liege  vor.  Sei  dann  A  der  groBte  Weit 
von  x,  welcher  einem  Randpunkte  von  SN_p+1  entspricbt.  Sodann 
sei  Y  der  groBte  Wert  von  y,  welcber  einem  der  Randpunkte  (X,  y) 
entspricbt.  Hiermit  erhalt  man  einen  Punkt  (A,  I  )  des  Randes  von 
S  in  welchem  zwei  Seiten  eines  recbteckigen,  SN_p +i  angeko- 

rigen  Bereiches  0  zusammenstoBen,  und  uberdies  gehoren  diese  Seiten 
zum  Rande  von  S. y_p  +  v  Eine  weitere  Seite  resp.  die  beiden  iibrigen 
Seiten  dieses  Bereiches  bilden  dann  einen  Querscbnitt  von  Sy_p+1. 

Infolgedessen  wird  SM_p  +  1  durcb  Fortbebung  dieses  Bereiches 
nicbt  zerstuckelt,  und  hiermit  hat  man  einen  solchen  Bereic  1  <5p  +  x 
erlangt,  wie  man  ihn  sucht. 

O  / 
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Durch  Wiederkolung  dieser  Uberlegung  vermeidet  man  jedesmal 
eine  etwaige  Zerstiickelung  des  jeweiligen  Bereiches  Sk  und  gelangt 

somit  schlieBlich  zum  Bereiche  S1  =  6l. 

Wir  haben  vorausgesetzt,  daB  an  den  Rand  von  S  stoBt.  1st 
das  nickt  der  Fall,  so  seien  G1 , 02 , .  .  .  die  Bereiche,  welche  an 
den  Rand  von  S  stoBen,  und  man  hebe  zunachst  diesc  Bereiche  der 
Reihe  nach  fort.  Alsdann  zeigt  man  genau  so  wie  vorliin,  daB  man 
stets  einen  weiteren  von  verschiedenen  Bereich  6  fortheben  kann,  ohne 
den  jeweiligen  Bereich  Sk  zu  zerstiickeln.  Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Fiir  andere  einfach  zusammenhangende  Bereiche  liiBt  das  Theorem 
auf  eine  Entwicklung  schlieBen,  welche  mit  dem  letzten  Satze  von 
§  3  im  wesentlichen  identisck  ist. 

Zusatz.1)  Sei  T  ein  einfach  zusammmhdngender  Bereich,  und 
sei  A  ein  Punht  von  T.  Babei  soil  aber  der  Fall  ausgeschlossen  werden , 
daf>  T  sich  ins  Unendliche  erstrccht  und  einen  im  Endlichen  gelegenen 
Band  hat.  Dann  Id  ft  sich  eine  unendliche  Folge  einfach  zusammen- 
hdngender,  den  Punht  A  im  lnnern  enthaltender  reguldrer  Bereiche  T n 
angeben,  welche  folgendermaften  bcschaffen  sind: 

a)  Tn  liegt  inhl.  seines  Bandes  in  T: 

b)  I*  + 1  gdd  aus  Tn  hervor,  indent  ein  Quadrat  zu  Tn  hinzugefiigt 
wird;  dabei  braucht  die  Diagonale  dieses  Quadrats,  sowie  der  grofite 
Durch  messer  von  7j  cine  vorgegebene  positive  Grbfie  h  nicht  zu  iiber- 
schreiten;  im  ubrigen  darf  J\  als  Quadrat  gewahlt  werden; 

c)  jeder  vorgegebene  Punht  von  T ,  sowie  jeder  vorgegebene  inhlusive 
seines  Bandes  tn  T  gelegenc  Bereich  wird  eventuell  innerhalb  eines  be- 
stimmten  Tm,  und  daher  auch  innerhalb  jedes  spdteren  Tn,  n  >  m  zu 
liegen  hommen. 

Der  Beweis  von  Satz  B'),  Kap.  4,  §  3  ergibt  siclr  direkt  aus 
diesem  Satze,  indem  man  MoB  Satz  B)  des  genannten  Paragraphen 
aut  den  Bereich  Tn  anwendet  und  bemerkt,  daB  die  in  T  einmal 
defimerte  Funktion  F(x,  y)  beim  tbergange  von  T  zu  T "  kei.ie 
Anderung  mehr  erleidet.  "  *  +  I  keme 


Anwenduug  auf  mehrdeutige  Funktioneu. 

Die  Satze  von  Kap.  1,  §  10  lassen  sich  auf  Funktioneu  zweier 
V  ariabelen,  wie  folgt,  ubertragen. 

ixt.  SollDderZBaand  vonT  Jhzum  BereiZgCSI>r°?en’  d,#  T  em  Kontinuum 
Modifikationen  in  der  Formulierung  n8«g,  vgf  W*f),T  'e'Ch‘e 
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1.  Satz.  Jeder  Stelle  (x0,  y0)  des  endlichen l)  einfach  zusammen- 
hangenden  Defmitionsbereichs  T  einer  mehrdeutigen  FunHion  sollen  sich 

a)  eine  besiimmte  Umgebung 

I x  ~  xo  I  <  hf  I V  ~  Vo  I  <  hj  und 

b)  eine  Reihe  je  in  derselben  ausnahmslos  definierter  eindeutiger 
Funktionen 

"1  flippy  V)  1  &2  ~  t vfay  V) )  '  '  ' y 


so  zuordnen  lassen,  da/5  zivischen  diesen  Funldionswerten  and  den  Wetien 
der  vorgelegten  mehrdeutigen  Funktion  in  der  genannten  Umgebung  eine 
ein-eindeutige  Beziehang  statt  hat. 

Dann  wird  eine  alinliche  Zusammenfassung  der  Werte  der  mehr¬ 
deutigen  Funktion  auch  im  gro(5en  moglich  sein;  d.  h.  es  wird  eine 
Reihe  je  im  ganzen  Defi n ition sbercich e  T  eindeutig  definierter  Funktionen 
gcben,  deren  Werte  geradezu  den  Wertvorrat  der  mehrdeutigen  Funktion 
einmal,  aber  auch  nur  einmal  liefern. 

Wir  beschranken  den  Beweis  auf  die  beiden  fur  die  Praxis  wich- 
tigen  Falle: 


i)  der  Bereich  T  ist  regular,  §  9,  und  moge  demgemiiB  mit  S  be- 
zeichnet  werden; 

ii)  der  Bereich  T  ist  ein  Kontinuum,  wozu  also  die  Randpunkte 
nicht  gerechnet  werden. 

Im  Falle  i)  bedarf  vor  allem  der  Begriff:  Umgebung  eines  Rand- 
punktes,  einer  nakeren  Erklarung.  Ist  P  ein  Punkt  des  Randes  C  von  S 
und  beschreibt  man  einen  Ivreis  urn  P  als  Mittelpunkt,  so  wird  das 


Innere  des  Kreises  durch  C  im  allgemeinen  in  eine  endliche  Anzahl  von 
Bereichen  zerlegt,  wovon  n  in  S  liegen.  Bei  Verklemerung  des  Radius 
kann  sich  die  Zahl  n  andern,  dock  sieht  man,  dak  n  fur^aUe  unter- 
balb  einer  bestimmten  GroBe  gelegenen  Radien  einen  lesten  Wert 
hat.  Ist  nun  dieser  Wert  von  n  groBer  als  1,  so  mussen  die 
n  Bereicke  als  getrennte  Umgebungen  des  Randpunktes  P  gerechnet 
werden,  welch  letzterer  auch  als  ein  «-facher  Randpunkt  gezahlt  wird. 

Nach  dieser  Erklarung  verlauft  der  Beweis  mi  Fall  i)  almlich 
wie  in  Kap.  1,  §  10,  indem  man  S  zunackst  m  Bereiche  o  zerlegt 
und  dann  zeigt,  daB,  wenn  der  Satz  nicht  richtig  ware,  er  dann 


1  Der  immer  noch  als  einfach  zusammenhangend  vorausgesetzte 
reich  T  darf  sich  auch  ins  Unendliche  erstrecken,  sofern  der  Rand,  tails  einer 
vorhanden  ist,  nicht  ganz  im  Endlichen  liegt. 


» 
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mindestens  fiir  einen  Bereich  o'  falsch  sein  miiBte.  Hierauf  zeilegt 

man  o'  weiter  in  ersicbtlicher  "W  eise. 

Zur  Behandlung  von  Fall  ii)  zjeht  man  blob  den  Zusatz,  S.  187 
heran  und  wendet  das  Ergebnis  von  Fall  i  )  aul  die  Bereicbe  J n  an. 
Von  bier  ab  verlauft  der  Beweis  wie  friiher,  Kap.  1,  §  10. 


2.  Satz.  Zu  den  Voraussetzungen  des  1.  Satzes  fuge  man  nock 
die  beiden  weiteren  hinzu; 

c)  in  jedem  Pwikte  von  T  sollen  sick  je  zivei  Werte  der  melirdeu- 
tigen  Funldion  um  mehr  als  eine  bestirnmte  positive  Konstante  G  vonein- 
ander  unterscheiden ; 

d)  die  Fmiktioncn  fn(x,  y)  sollen  so  gewahlt  werden  konnen,  da/5 
sic  stetig  sind. 

Dann  lassen  sick  die  eindeutigen  Funktionen ,  auf  die  sick  nack 
deni  1.  Satze  die  Werte  der  mehrdeutigen  Funldion  verted  en,  so  bestim- 
men,  und  zivar,  von  der  Jieikenfolge  abgesehen,  nur  auf  eine  einzige 
Weise,  da/5  auch  sic  ini  ganzen  Bereich  T  stetig  sind. 

Die  Bedingung  c)  kann  durcb  jede  der  folgenden  Bedingungen 
ersetzt  werden: 


o  )  in  einem  beliebigen  Funkte  von  1  sollen  die  Werte  der 
mebideutigen  bunktion  samtlick  voneinander  versebieden  sein  und 
auBerdem  soil  die  Anzahl  der  Werte,  welche  die  Funktion  in  den 

verschiedenen  Punkten  von  T  annimmt,  eine  bestirnmte  feste  Zabl  N 
niemals  iibertreffen ; 


c  )  an  Stelle  von  T,  G  in  der  obigen  Bedingung  c)  sollen  bzw. 

f5  ’  (t  treteD>  wobei  S'  einen  beliebigen  regularen  nebst  Rande  inner- 
halb  T  gelegenen  Bereich  und  G'  eine  nur  von  S'  abhangige  posi¬ 
tive  DroBe  bedeuten. 

ZumCeweise  beginnen  wir  mit  dem  FaU  i)  und  erkennen  sofort 

daB  es  erne  feste  pos.trn,  Zahl  /,  gibt,  derart  daB  der  Definitions-’ 

ereie  i  <  er  un  tion  /„(.r,  )/)  jedenfalls  so  genommen  werden  kann 
dab  er  den  Bereich 


x  xo  \<Jl>  I  y  —  y0  |  <  k 

umfaBt.  Jetzt  brauebt  man  die  Bereicbe  n  nm-  , 

Kap.  4,  §  3.  abnlich,  wie  derjemge  von  Satz  B^ 

Die  ubngen  balle  ergeben  sicb  nun  sofort. 
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Aufgabe.  Man  zeige,  daB  eine  unendliche  Reihe,  welche  in  der 
Umgebung  eines  jeden  Punktes  eines  abgeschlossenen  Bereichs  gleich- 
maBig  konvergiert,  auch  im  ganzen  Bereiche  gleichmaBig  konvergiert. 

§  11.  Uber  abzahlbare  and  nicht-abzahlbare  Mengen. 

In  diesem  Paragraphen  wollen  wir  eine  Eigenscbaft  der  Mengen 
besprechen,  kraft  deren  die  unendlichen  Mengen  in  zwei  Klassen  zer- 
tallen,  derart  daB  die  einen,  namlich  die  abzahlbaren  Mengen,  in 
mancher  Hinsicbt  eine  ahnliche  Rolle  in  der  Analysis  spielen,  wie 
die  eudlichen  Mengen,  wiihrend  die  anderen,  die  nicht-abzahlbaren 
Mengen,  von  diesen  durch  eine  Kluft  gescbieden  sind,  deren  genaue 
Umrisse  zwar  nicht  zu  erkennen  sind,  deren  Tiefe  man  sich  aber 
wobl  bewnBt  ist. 

Die  Begriffe  und  Siitze  dieses  Paragraphen  ruhren  zum  groBen 
Teil  von  G.  Cantor  her. 

Unter  einer  abzahlbaren  Menge  {s}  von  Gegenstanden  s  versteht 
man  eine  Menge,  deren  Elemente  den  natiirlichen  Zahlen  1,  2,  .  .  .  in 
ein-eindeutiger  Weise  zugeordnet  werden  konnen.  Ein  einfaches  Bei- 
spiel  hiervon  bieten  die  Doppel-,  sowie  aUgemein  die  mehrf'achen 
Reihen.  Eine  solche  werde  durch  das  Schema  gegeben: 


Diese  liiBt  sich  bekanntlich  in  eine  einfache  Reihe  verwandeln,  indem 
*  man  etwa  in  der  Weise  summiert,  wie  durch  die  Pteile  angedeutet 
ist.  Dementsprechend  wird  man  auf  die  einfach  unendlibhe  Folge 
gefiihrt: 

^11?  ^12?  •  •  •> 

deren  Elemente  schon  durch  ihren  Platz  in  der  Folge  den  natiirlichen 
Zahlen  zugeordnet  werden  konnen. 

1.  Satz.  Die  aus  zivei  ( und  somit  aus  m)  abzahlbaren  Mengen 

zusammengesetzte  Menge  ist  wieder  abzahlbar. 

Die  aus  einer  abzahlbaren  Menge  abzdhlbarer  Mengen  zusammen¬ 
gesetzte  Menge  Vann  ebenfalls  abgezdhlt  werden. 

Die  Richtigkeit  des  ersten  Teils  des  Seizes  erkennt  man  sofort. 
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Zum  Beweise  des  zweiten  Teds  geniigt  es,  an  das  soeben  besprochene 
Beispiel  anzukniipfen  und  die  vorgelegten  Mengen  in  der  Gestalt 
eines  zweidimensionalen  Schemas  anzuschreiben.  Insbesondere  durfen 
offenbar  beliebig  viele  der  Mengen  endlich  sein. 

2.  Satz.  Greift  man  aus  einer  dbzahlbaren  Menge  eine  unend- 
liche  Teihnenge  her  aus,  so  ist  letztere  slots  abzahlbar. 

?>.  Satz.  Die  rationalen  Zahlen  bilden  eine  abzahlbare  Menge.1) 

Die  positiven  darunter  lassen  sicb  in  der  Gestalt  nachstehenden 
zweidimensionalen  Schemas  anschreiben: 

L  I  l  l  .  .  . 

17  27  37  47 

2  2  2  2 

17  3  7  5  7  7  7  '  '  ' 

3  3  3  3 

17  27  47  57 


Diese  sind  also  nach  deni  1.  Satze  abzahlbar.  Ebenso  bilden  die 
negativen  rationalen  Zahlen  inkl.  0  eine  abzahlbare  Menge,  und  aus 
diesen  beiden  Mengen  setzt  sich  wieder  eine  abzahlbare  Menge  zu- 
sammen.  Man  kann  aber  auch  leicht  die  negativen  rationalen  Zahlen 
inkl.  0  in  das  obige  Schema  direkt  einschalten. 

Nach  dem  2.  Satze  bilden  nun  die  echten  Briiche  ebenfalls  eine 
abzahlbare  Menge. 

O 


Aufgabe.  Unter  einem  rationalen  PunJde  der  Ebene  (oder  all- 
gemeiner  eines  w-dimensionalen  Baumes)  versteht  man  einen  solchen. 
dessen  Koordinaten  samtlich  rationale  Zahlen  sind.  Man  zeige,  daft 
diese  Punkte  eine  abzahlbare  Menge  bilden. 


Begiiff  do)  J\ldchtigheit.  Zwei  endliche  Mengen  { s }  und  Jo} 

stehen  stets  in  einer,  aber  auch  nur  in  einer  der  drei  Beziehuno-en 
zueinander: 

a)  {*)  <  {<?}, 

b)  {*}>{*}, 

c)  Is}  =  {tf}, 


je  nachdem  im  PaUe  a)  jedem  Element  von  (a)  ein  Element  von  In' 
zugeordnet  werden  kann,  ohne  {0}  zu  erschopfen,  mit  einer  ahnliehen 
Elk  ar,mg  fur  b)  und  c).  Hierbei  ist  der  TJmstand  wesentlich,  dab 
_ ei^einer  besonderen  Zuordnung  der  Elemente  etwa  Fall  a) 


^  Irrationalitaten 

ie’  nach  dem  Beweise  des  4.  Satzes. 
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eintritt ,  dann  jede  andere  Zuordnung  Fall  a)  gleichfalls  herbeifiihrt. 
Bei  unendlichen  Mengen  bleibt  dieser  Satz  nicht  erhalten .  In  der  Tat 
bilden  beispielsweise  die  positiven  geraden  Zahlen 

f 

Ml:  2,  4,  0,8,... 

eine  Teilmenge  der  Menge  aller  natiirlicben  Zahlen 
{^}:  1,2,3,  4,... 

imd  stehen  somit  zu  diesen  in  der  Beziehung 

Andererseits  kann  man  eine  Teilmenge  yon  {A), 

{ C }:  4,  8,  12,  16,... 

der  Menge  {B}  ein-eindeutig  zuordnen,  wodurch  nun  die  Beziehung 

mi  >  m 

erzielt  wird.  Und  ebenso  leiclit  kann  man  auch  die  Beziehung 


herstellen. 

Es  driingt  sicli  jetzt  die  Frage  auf,  ob  die  am  vorstehenden  Bei- 
spiele  erliiuterte  Eigenschaft  zweier  abzahlbarer  Mengen,  bei  zweek- 
maBiger  Zuordnung  ihrer  Elemente  der  Reihe  nach  in  alle  drei  Be- 
ziehungen  a),  b),  c)  zueinander  gebracht  werden  zu  konnen,  sich  all- 
gemein  auf  zwei  beliebige  unendliche  Mengen  uhertragt.  DaB  dem 
nicht  so  ist,  besagt  der  Satz,  daB  es  in  der  Tat  Mengen  {<?}  gibt, 
welche  zur  Menge  {s}  der  naturlichen  Zahlen  nur  in  der  Beziehung  a) 
stehen  konnen.  Eine  solche  Menge  lieiBt  nicht-cibzdhlbcw .  Zum 
Existenzbeweis  fiir  derartige  Mengen  moge  der  folgende  Satz  dienen. 

4.  Satz.  Die  Menge  [x]  der  reellen  Zahlen  id  nicht-abzdldbar. 

Gesetzt,  dem  ware  nicht  so.  Dann  miiBte  auch  insbesondere 
die  Teilmenge  0  <  x  <  1  abzahlbar  sein.  Man  stelle  die  nu  Zahl  xn 
dieser  Menge  durch  einen  Dezimalbruch  dar1): 


f.  <«) 

x  =  1 - f- 

IQ  ' 


r  (n)  c  (n) 

V  I  _L 

102  ^  103  ‘ 


0,  ■ 


Jetzt  vermag  man  eine  Zahl  x  der  Menge  anzugeben,  die  mit  keiner 

lT  Diese  Darstellung  kann  in  besonderen  Fallen  aufhOren,  eindeutig  an 
D  mese  naniBuu  B  vorzubeugen,  wollen  wir 

sein,  da  beispielsweise  0,b999 - 0,1  ist.  um 

uns  nur  unendlicher  Dezimalbriiche  bedieuen. 
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Zahl  xn  zusaramenfallt. 
hinzusehreiben: 


Dazu  braucht  man  nur  den  Dezimalbrueh 

0,  nrsK-  •  •» 


wobei  die  Ziffern  yk  so  gewahlt  sind,  daB 

7i  +  cil)>  Ys  +  C-P\  •  •  '  7k  +  ckk) 

ist,  und  daB  die  yk  iiberdies  niclit  scblieBlicli  in  lauter  Nullen  oder 
Neunen  ausarten.1)  Dann  unterscheidet  sicli  diese  Zahl  0,y1y3y3... 
von  jeder  Zahl  xn.  Aus  diesem  Widerspruch  folgt  der  Satz. 

Der ' vorstehende  Beweis  ist  dem  Cantorschen  Beweise  fiir  die 
Existenz  nicht-algebraischer  Zalden  nachgebildet.2)  Man  zeigt  namlich, 
daB  aueh  die  reellen  (und  somit  samtliche)  algebraischen  Zahlen  ab- 
zahlbar  sind.  Dazu  schreibt  man  die  algebraische  Gleichung  in  der 
Form  bin: 

aox"  +  a1xn~'1  -f-  •  •  •  +  an  =  0,  «0>  0, 


wo  die  Koeftizienten  ganzzahlige  Werte  haben,  und  setzt 


ao  4-  |  «i  [  -f-  •  •  •  -f  |  an  |  +  n  =  X. 

Alsdann  entspricht  jeder  naturlichen  Zahl  N  >  1  nur  eine  endliche 

Anzahl  algebraischer  Gleichungen,  wahrend  andererseits  jede  beliebige 

algebraische  Gleichung  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  einmal  in  dieser 

Reihe  auftritt.  DemgemaB  ordnen  sich,  den  sukzessiven  Werten  von  X 

ent.spi  echend,  die  algebraischen  Irrationalitaten  in  ein  zweidimensionales 

Schema  ein,  dessen  Zeilen  je  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Ele- 

menten  bestehen,  und  hiermifc  ist  die  Abzahlbarkeit  dieser  Zahlen 

erwiesen.  DaB  es  nun  nicht-algebraische  Zahlen  gibt,  hat  Cantor 

nach  der  soeben  beim  Beweise  des  4.  Satzes  benutzten  Methode  dar- 
getan. 

Cantor  hat  ferner  gezeigt,  daB  zwei  Kontinuen  verschiedener 
Ordnungen.  etwa  eine  gerade  Strecte  und  ein  Quadrat,  ein-eindeuti* 
aufonander  bezogen  werden  konnen  (vgl.  unten,  6.  Satz).  Die  Al° 
bddung  kann  aber  kerne  stetige  sein.  Darnach  diirfte  Peano  wohl 

dl  7  P  yT7  dCT  M6g‘ichkeit  TOrgedrungen  sein,  als  er  zeigte. 
tiger  Funktionen  *  * ^  ZWeier  <>i“',e««?er  stei 

X==f(t )>  y  =  <p(t),  o <t<i 

2)  Can . *etze  etwa  falls  cS*>  +  5  1st:  sonst  sei  y  4 

2)  Cantor,  Journ.  f.  Math.  77  (1874)  S.  258  = 

sgood,  Punktionentheorie.  I  2.  Aufl. 
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dargestellt  werden  konnen.  Dabei  werden  jedocb  gewisse  Punkte 
des  Quadrats  mebrmals  erhalten,  sodaB  also  die  Abbildung  nicht  ein- 
deutig  umkebrbar  ist. 

Zwei  unendliche  Mengen  {s},  {o}  besitzen  uacb  Cantor  die- 
selbe  Machtigkeit ,  wenn  sie  in  die  Beziehung  c)  zueinander  gesetzt 
werden  konnen,  d.  b.  wenn  sich  ikre  Elemente  einander  ein-eindeutig- 
zuordnen  lassen.  Die  Menge  {0}  bat  eine  hohere  Machtigkeit  als  {s}, 
wenn  die  Beziebung  a),  nicbt  aber  die  Beziebungen  b),  c)  zwischen 
ibnen  liergestellt  werden  konnen.  Alsdann  bat  {s}  eine  niedere 
Machtigkeit  als  {  0 } .  Hiernacb  baben  alle  abziiblbaren  Mengen  unter 
sich,  sowie  alle  Raume  unter  sicb  gleicbe  Machtigkeit,  aber  die  erste 
dieser  beiden  Macbtigkeiten  ist  eine  niedere,  als  die  zweite. 

Ein  Hauptsatz.  Um  in  einem  gegebenen  Falle  den  Nacbweis 
zu  fuhren,  daB  zwei  vorgelegte  Mengen  gleicbe  Machtigkeit  besitzen, 
ist  es  meist  umstandlich,  die  Elemente  derselben  tatsachlich  in  die 
Beziebung  c)  zueinander  zu  bringen.1)  Hier  fiibrt  der  folgende  Satz 
rascber  zum  Ziele 


5.  Satz.  Sind  {s}  und  {<5)  irgend  zwei  Mengen,  welche  sich 
sowohl  in  die  Beziehung  a)  als  auch  in  die  Beziehung  b)  zueinander 
bringen  lassen,  so  liaben  sie  gleiche  Machtigkeit. 

Ein  Beweis  des  Satzes  ist  von  F.  Bernstein  in  Cantors 
Seminar  gegeben  und  von  Borel  in  auBerst  einfacber  Form  vei- 
offentlicht  worden.2)  Wir  wollen  jetzt  einige  Anwendungen  dieses 
Satzes  kennen  lernen. 

6.  Satz.3)  Das  Inner  e  eines  Quadrats  la  fit  sich  ein-eindeutig  auf 
eine  Strecke  (exklusive  der  EndpunUe)  abbilden. 

Sei  „  „  ^  ^  , 

{(x,  y)}:  0  <  #  <  1 ,  0<*<1 

die  erste  und  .  ^ 

{!}:  0  <  |  <  1 

die  zweite  Pmiktmenge.  Dann  erhii.lt  man  erstens  (lie  Beziehung 


{(*,  »))>U)> 

mdem  man  etwa  dem  Punkte  %  den  Punkt  (I,  j)  zuordnet.  Zweitens  sei 

«  d.ese  * -  .  « ^ £ 

fvihrt  worden,  dali  sich  em  Quadrat  aui  eine  „ 

bilden  la^tpe^  Le(.ms  mr  la  throriC  des  fonctions 1898,  p.  104. 

3)  Cantor,  Journal  fur  Mathematik,  84  (187 1  §  8. 
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X  =  07ala2a3  .  .  . ,  y  —  •  •  • » 

wo  beide  Dezimalbruche  unendlich  Bind,  ein  beliebiger  Punkt  tod 
i(x,y)}.  Dana  ordne'  man  diesem  Punkte  den  I’unkt  von  { i } : 

^  CL o  @2  ^3  •  •  • 

ZU.  DaB  mail  auf  diese  Weise  nur  einen  Teil  von  {£}  erhalt,  sieht 
man  schon  an  dem  einen  Beispiel,  daB  dem  I  unkte 

t  =  0,707070  .  . . 


kein  Punkt  von  { (x,  y)}  entspricht.  Hiernach  ist 


{(*,  y)}  <{£); 


und  damit  sind  die  Voraussetzungen  des  5.  Satzes  alle  erfiillt. 

Der  vorstekende  Beweis  kann  olme  weiteres  auf  den  w-dimen- 
sionalen  Wiirfel  iibertragen  werden.  Pliermit  ist  aueh  dargetan,  daB 
alle  Raurne  gleielie  Machtigkeit  kaben.1) 

7.  Satz.  Die  3Ienge  oilier  Funktionen  besitzt  cine  hbhere  Maclitig- 
Jieit  als  das  Kontinum. 

Es  geniigt  offenbar  schon,  den  Satz  bloB  fiir  solche  Funktionen 
zu  beweisen,  welcke  im  Intervalle  0  <C  x  <C  1  ausnahmslos  definiert 
sind.  Diese  Funktionen  kaben  ja  mindestens  die  Machtigkeit  des 
Kontinuums,  da  sie  die  Konstanten,  f(x)  ~  const.,  umfassen.  Nehmen 
wir  also  an,  sie  kaben  dieselbe  Machtigkeit  wie  das  Ivontinuuni 
0  <C  |  <  1.  Dann  entspricht  jeder  Funktion  ein  einziger  Wert  von  £ 
und  umgekekrt.  Diese  Zuordnung  werde  durch  die  Bezel chnuno’ 

f*(x) 

zum  Ausdruck  gebracht.  Jetzt  fasse  man  die  Funktion 


*  <P  (x)  =  fx(x)  +  1 

ms  Auge.  Sie  gehort  zur  betreffenden  Menge  und  muB  also  mit 
0<r<l,  identisch  sein.  Im  Punkte  x  =  £'  ist  aber 

)  =  t$>{% )  +  1  4=  /|<(£'). 

Aus  diesem  Widerspruch  folgt  die  Richtigkeit  des  Satzes. 


7  vielen  Dimensionen  hat 
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Cantor  hat  allgemein  bewiesen,  daB  eine  beliebige  Menge  stets 
zu  einer  zweiten  Menge  hoherer  Machtigkeit  AnlaB  gibt. 

im  Gegensatze  zu  dem  soeben  erhaltenen  Resultate  beweisen  wir 
jetzt  den 

b.  Satz.  Die  Menge  oiler  stetigen  Funktionen  hat  dieselbe  Mdch- 
tigheit  als  das  Kontinuum. 

Indem  wir  wieder  an  den  5.  Satz  ankniipfen,  konstatieren  wir 
zuerst,  daB  eine  Teilmenge  von  {/’(#)},  namlich  die  Konstanten, 

f(x)  =  C,  I 

dieselbe  Machtigkeit  als  das  Kontinuum  hat.  Es  haudelt  sich  also 
jetzt  nur  noch  um  den  Beweis,  daB  eine  Teilmenge  des  Kontinuums 
dieselbe  Machtigkeit  als  {/’(#)}  hat.  Dabei  legen  wir  die  Eigen- 
schaft  einer  stetigen  Funktion  zu  Grunde,  in  jedem  Punkte  ihres  De- 
finitionsbereichs  bekannt  zu  sein7  sobald  ihre  Werte  in  den  rationalen 
Punkten  desselben  (also  in  den  Punkten  einer  im  Definitionsbereiche 
uberall  dichten  Menge)  gegeben  sind. 

Um  das  Wesentliclie  an  dem  Beweise  deutlicher  hervortreten  zu 
lassen,  wollen  wir  uns  zunachst  auf  solche  stetige  Funktionen  be- 
schriinken,  welche  fiir  alle  Werte  des  Arguments  definiert  sind.  Ferner 
diirfen  wir  noch  voraussetzen,  daB  der  Wert  der  Funktion  zwischen 
0  und  1  liegt,  da  dies  ja  durch  die  ein-eindeutige  Transformation 

F  (x)  =  y  +  ^  arc  tan  f(x )  j 

stets  zu  erzielen  ist.  Dem  3.  Satze  entsprechend  numeiieien  wn  nun 
die  rationalen  Werte  von  x  und  schreiben  dann  den  Wert  yn  dei  Funk-  j 
tion  in  jedem  dieser  Punkte  xn  als  unendlichen  Dezimalbruch  hin: 

xx:  y1  =  0,alWa^)aW...  «  | 

x% :  y2  =  0,a1(2)«2(2)%(2)  •  •  • 


Alsdann  fasse  man  diese  Briiche  als  zweidimensionales  Schema  auf 
und  ordne  man  demselben  etwa  die  durch  schrage  Zusammenfassung 
der  Zitfern  definierte  Zahl  zu: 

Hiermit  ist  jeder  der  in  Betracht  gezogenen  stetigen  Funktionen  eine 
Zahl  zugeordnet  mid  zwar  so,  daB  zwei  verschiedenen  Funktionen  ge- 
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trennte  Zablen  entsprechen.  DaB  man  andererseits  dadurch  nur  emen 

Teil  der  Zahlen  erhalt,  ist  ja  evident. 

Es  bleibt  nur  nocb  iibrig,  den  zweiten  Teil  des  Beweises  au 

den  gesamten  Vorrat  der  stetigen  Funktionen  auszudebnen.  Sei  also 
f(xy im  beschrankten  Intervals  (a,  b)  stetig.  Dann  kann  man  dieser 
Funktion  eine  fur  alle  Werte  von  x  definierte  Funktion  <p(x)  auf 
folgende  Weise  zuordnen.  Da,  wo  f{x)  definiert  ist,  sei  <p(x)=f(x). 
1st  f(x)  im  Endpunkte  x  =  a  des  Intervalls  ( a ,  b)  definiert  und  daher 

dort  auch  stetig,  so  sei 

q>{x)  =/*(«)  +  1,  -oo<X<a. 

Ist  f{x)  dagegen  im  Punkte  x  =  o  nicht  definiert,  wahrend  sich  f(x) 
beim  Grenziibergange  lim  x  =  einem  Grenzwert  A  niihert,  so  sei 
y{x)  =  A-\-2,  —co  <x^a. 

In  jedem  anderen  Falle  sei 

cp  (x)  =  0,  —  oo  <Cx  <La. 

In  abnlicber  Weise  erklare  man  q>(x)  fur  Werte  von  x,  die 
grofier  als  die  zum  Intervalle  gebdrigen  sind.  Wie  man  siebt,  gibt 
eine  Funktion  fix),  die  im  Intervalle  a  <  x  <  b  stetig  ist  und 
aucb  in  beiden  Endpunkten  Grenzwerten  zustrebt,  AnlaB  zu  vier  ver- 
scbiedeuen  Funktionen  <p(x)}  je  nacbdem  die  Funktion  in  den  End¬ 
punkten  des  Intervalls  erklart  wird  oder  nicht.  Jetzt  ersetze  man 
jede  stetige  Funktion,  die  nicht  fur  alle  Werte  des  Arguments  erklart 
ist,  durcb  die  zugeborige  Funktion  <p(x),  die  ausnahmslos  definiert 
ist,  und  verfahre  dann  mit  der  neuen  1  unktionenmenge  genau  so 
wie  friiher  mit  der  besonderen  Teilmenge,  welche  wir  berausgriffen. 
Hiermit  ist  die  notige  Erganzung  erbracbt. 


§  12.  liber  den  Inhalt  von  Punktmengen. 

Im  AnschluB  an  den  elementaren  geometriscben  Begriff  des 
Flacben-  bezw.  Rauminhalts  wird  der  Inhalt  einer  im  Endlichen  ge- 
legenen  Punktmenge  folgendermaBen  definiert.  Wir  fangen  mit  einer 

*  m  eineni  Raurae  von  einer  Dimension  also  auf  einer  Geraden  be- 
legenen  Menge  an  und  teilen  diese  Gerade  in  Intervalle  von  o-leicher 

ai;g"  2  eJn'  Seien  s*  und  8t  (lle  Summen  derjenigen  Intervalle 

eb,°„  P  1,  T  PU,’kten  dei'  Menge  bestehen  bezw.  mindestens 

,  ‘  ""kt  der  Menge  umfassen.  Dabei  ist  es  gleich<rultig  ob  mm 

als  abgeschlossen  ansehen  wiU°  ode^  nl  H”  “ 

h  ^  >%  ■ 


198 


I,  5.  Mengenlehre. 


LaBt  man  Jfc  jetzt  waehsen,  so  nimmt  st  niemals  ab,  and  S.  nimmt 
menials  zu,  walirend  andererseits  ftir  alle  Werte  von  it 


0  <S, 


ist.  Dem  1.  Theorem  von  Kap.  1,  §  7  gemaB  streben  also  st  und  g 
Grenzwerten  zu: 


und  zwar  ist 


lim  sk  =  1 1 ,  lim  Sk  =  1 2 , 

k  =  00  k  =  00 


Diese  GroBen  wollen  wir  nun  bezw.  als  den  inneren  und  den  ciu  (Seven 
Inlialt  der  Menge  bezeichnen.  Ist  insbesondere  I  =  1  =  1  So 
spncbt  man  sehlechtweg  vom  Inhalt  I  der  Menge.  Man  weist  leicht 
nach,  dab  sich  dieselben  GroBen  Iv  I2  einstellen,  wenn  man  an  Stelle 
der  obigen  irgend  welche  andere  gleichmaBig  gegen  0  abnehmende 
Intervalle  treten  laBt. 

Bei  der  Definition  des  Inhalts  einer  im  zweidimensionalen  Raume  i?2 
belegenen  Menge  entspricht  der  Einteilung  der  Geraden  in  Intervalle 
eine  Einteilung  der  Ebene  in  ein  Quadratnetz,  und  aknlick  im  Falle 
einer  Menge  des  II. 

o  71 


Eine  besondere  Punktmenge.  Bei  einer  Reilie  analytischer  Unter- 
suchungen  erweist  sich  eine  gewisse  Punktmenge  als  niitzlich1),  welche 
wir  hiermit  konstruieren  wollen.  Sei  0  <  X  <  1  eine  beliebige  Kon- 
stante. 

Erster  Schritt.  In  der  Mitte  des  Intervalls  0  <  x  <  1  trage  man 
ein  erstes  Unterintervall  (1)  von  der  Lange 

h  =  ^  i  ^ 

auf. 

(3)  ( 2 1  (3)  (1>  (3)  (2)  (3) 


Fig.  4d. 


Zweiter  Schritt.  In  der  Mitte  eines  jeden  der  dabei  leer  ge- 
bliebenen  Endintervalle  trage  man  ein  Unterintervall  (2)  von  der 
Lange  l2  auf,  derart  daB  die  Gesamtlange  der  Intervalle  (1)  und  (2) 

h  2 4  = 

wird. 


1)  Es  ist  dies  ein  besonderer  Fall  einer  von  Harnack,  Math.  Ann.  Bd.  19 
(1881)  S  239,  aufgestellten  Punktmenge.  Die  beigefiigte  Figur  ist  nur  schema- 
tisch  gezeicbnet.  Die  wirklichen  Liingen  der  Intervalle  wiederzugeben,  ist  mcht 
tunlich. 


199 


§  12.  Uber  den  Inhalt  von  Punktmengen. 

H-ter  Schritt.  In  der  Mitte  eines  jeden  der  bisher  leer  gebliebenen 
Iutervalle  zeichne  man  ein  Unterintervall  («)  von  der  Lange  l,  auf, 
derart,  daB  die  Gesamtliinge  der  Intervalle  (1),  >' 

J1  +  24  +  2%+---  +  2”-1I„=/l-)( 

betragt.  . 

Lafit  man  n  jetzt  unbegrenzt  wachsen  und  fafit  man  die  End- 

punkte  der  Intervalle  (1),  (2),  ...  ins  Auge,  so  gewinnt  man  dadurcli 
eine  Punktmenge  M,  welcbe  offenbar  abzahlbar  und  in  keinem  Inter¬ 
valle  dicbt  ist.  Aus  letzterem  Grunde  ist  ihr  innerer  Inhalt  gleich  0. 

Aus  M  wollen  wir  nock  eine  zweite  Menge  erzeugen,  indem 
wir  zu  1VL  alle  nicht  in  M  enthaltenen  Haufungsstellen  von  M  kinzu- 
fimen.  Die  Meno-e  9JJ  ist  eben falls  in  keinem  Intervalle  dicbt  und 
bat  also  aucb  den  inneren  Inbalt  0,  sie  ist  augenscheinlicb  perfekt.1) 

Was  den  auBeren  Inbalt  sowobl  von  M  als  von  9)t  anbetrifft, 
so  erganzt  dieser  offenbar  den  inneren  Inbalt  der  aus  den  Punkten 

o 

der  Intervalle  (1),  (2),  .  .  .  bestebenden  Menge  zum  Inbalt  des  Inter¬ 
vals  0  <  x  <  1,  also  zu  1.  Andererseits  erkennt  man,  daB  der  innere 
Inbalt  dieser  letzten  Menge  den  Wert  X  bat.  Mithin  hat  der  aufiere 
Inhalt  sowohl  von  M  als  von  9)1  den  Wert  1  —  X. 

In  9)£  haben  wir  also  ein  Beispiel  einer  perfekten,  in  keinem 
Intervalle  dichten  Menge,  deren  auBerer  Inbalt  mit  dem  inneren  In¬ 
balt  nicht  iibereinstimmt,  sobald  man  X  <  1  nimmt.  Ferner  bilden  die 
inneren  Punkte  der  Intervalle  (1),  (2),  .  .  .  eine  aus  einer  Reihe  von 
Kontinuen  bestehende  Punktmenge,  deren  auBerer  Inbalt  mit  dem 
inneren  nicht  iibereinstimmt,  sobald  man  X  <  1  nimmt, 

Eine  zu  9Jt  analoge  Menge  der  Ebene  erbiilt  man,  indem  man 
in  jedem  Punkte  von  9)1  ein  Lot  von  der  Lange  1  auf  der  Geraden 
errichtet.  ^Liegen  die  Lote  alle  an  derselben  Seite  der  die  Menge  9)i 
tragenden  Geraden,  so  bilden  sie  eine  in  keinem  zweidiniensionalen  Be- 
reicbe  dicbte  perfekte  Menge  vom  auBeren  Inhalt  1  —  X  und  vom  inneren 
Inbalt  0.  Im  iibrigen  sei  uocb  an  die  Jordanschen  Kurven  erinnert 
deren  auBerer  Inhalt  positiv  1st.2)  Eine  derartige  einfacbe  geschlossene 
Kurve  grenzt  einen  Teil  der  Ebene  ein,  dessen  auBerer  mit  seinem 
inneren  Inbalt  nicht  iibereinstimmt. 


zUdbar  SJL'nu.  SatZ  <ler  Mcugenlehre’  (laB  POrfekU  Menge  niemals  ab- 

“j  ^  §!•  einen  Aufsatz  des  Verfassers:  A  Jordan  pnrno  „ r  p.  ...  , 

Transactions  Amer.  Math.  Soc.  Bd.  4  (1903),  S.  107.  "  tlV®  Area“> 


200 


I,  5.  Mengenlehre. 


Zum  ScliluB  wollen  wir  nock  einen  Satz  erwahnen,  dessen  Be- 
weis  deni  Leser  mcht  schwer  fallen  wird. 


Satz.  Eine  unendliche  Menge  in  enter  Ebene  gelegener  eweidimen- 
swnalet  ( oder  allgemem  m  einem  if,  gelegener  n-dimensionaler)  nicht 
uberemander  gre, fender  Kmtinuen  ist  stets  abzdhlbar. 


§  13.  Eine  an  die  Menge  M  sieh  ansehlief.ende  Funktion. 

An  die  Menge  M,  §  12,  anbnupfend  woken  wir  eine  Funktion 
t  ( x ))  W^e  folgt,  definieren.  Seien 

«i(1)  (=  1), 


afn),  o,w, . 

bezw.  die  Mittelpunkte  der  Intervalle  (1),  (2),  .  .  . ,  (»).  Die  Funktion 
fix)  wird  nun  zunachst  der  Reihe  nach  fur  die  Punkte  dieser  Inter¬ 
valle  erkliirt.  Sei  tx  eine  beliebige  positive  Konstante.  Sodann 


1)  sei  x  ein  innerer  oder  Endpunkt  des  Intervalls  (1);  dann  soli 

fix)  - 

sein; 

2)  sei  x  ein  innerer  oder  Endpunkt  des  ersten  resp.  zweiten  der 
beiden  Intervalle  (2);  dann  soil 

f(x)  =  |(u  im  ersten  Falle, 
f (x)  =  ft*  „  zweiten  „ 


sein: 


g  23  Einc  an  die  Menge  JW  sich  anschlieBende  1  unktion.  201 


n)  sei  x  ein  innerer 
dann  soil 


oder  Endpunkt  des  /j-ten  der  Intervalle  (»); 


sein. 

Hiermit  ist  f  (x)  bereits  in  alien  Punkten  von  P\F  und  ( (w) }  er- 
klart.  Ist  nun  x'  ein  Punkt,  in  dem  f{x)  nocb  nicht  erkliirt  ist, 
also  ein  Punkt  vou  WV,  der  zu  M  nicht  gehort,  so  weist  man  leicht 
nach,  daB  f(x)  sich  einem  Grenzwerte  nahert,  wenn  x ,  ohne  die 
Punkte  von  M  und  { (n) }  zu  verlassen,  dem  Werte  x'  zustrebt.  Durch 
diesen  Grenzwert  soli  f(x)  im  Punkte  x'  erklart  werdenl 

Die  nunmehr  im  Intervalle  0  <  x  <  1  ausnahmslos  erklarte  Funk- 
tion  f(x)  verhalt  sich,  wie  man  nocli  nachtraglich  beweist,  ausnahmslos 
stetig  und  monoton,  und  nimmt  ferner  um  die  positive  GroBe  u  zu: 


f(0)  =  0,  /•( 

Trotzdem  hat  sie  im  aUgemeinen  eine  verschwindende  Ableitung, 
f' (pc )  =  0.  Dabei  bilden  die  Ausnahmepunkte  eine  Menge  90?  vom 
auBeren  Inhalt  1  —  A,  also  insbesondere,  falls  A  =  1  gewahlt  wird, 
vom  Inhalt  0. 


Zweiter  Absclinitt. 


Grundlagen  (ler  allgemeinen  Tlieorie  der  Funktionen  einer 

komplexen  GroBe. 


Einleitung. 


Uber  das  komplexe  Zahlensystem. 


Wir  setzen  die  reellen  Zahlen  als  bekannt  voraus  und  fiihren 
die  komplexen  Zahlen  als  GroBenpaare  ein,  indem  wir  je  zwei  reellen 
Zahlen  a,  b  ein  neues  Gedankending,  —  ein  Element  einer  unend- 
lichen  Menge,  —  zuordnen  und  dasselbe  zugleich  mit  (a,  b )  be- 
zeichnen.  Geometrisch  konnen  wir  diese  neuen  Zalilen,  wie  wir  jene 
Elemente  nennen  wollen,  durch  die  Punkte  einer  Ebene  oder  auch 
als  in  einer  Ebene  gelegene  Vektoren  deuten.  lm  ersten  ball  wird 
die  komplexe  Zahl  (a,  b)  durch  den  Punkt  vorgestellt,  dessen  Koordi- 
naten  x  =  a  und  y  ==  b  sind;  im  zweiten  entspricht  ihr  eine  Strecke 
oder  ein  Vektor1),  dessen  Anfang  ein  beliebiger  Punkt  (#0,  y0 )  der 
Ebene  ist  und  dessen  Endpunkt  in  (x0  +  a,  -f  b)  liegt. 

Zwei  komplexe  Zahlen  (a,  b)  und  (c,  d)  werden  dann  und  nur 
dann  als  gleich  erklart,  wenn  sie  miteinander  identisch  sind;  in  Zeichen 

(a,  b)  =  (c,  d) , 

wenn 

a  =  c  und  b  =  d. 


Geometrisch  fallen  die  entsprechenden  Punkte  zusammen;  bei  der 
zweiten  Deutung  sind  die  entsprechenden  Vektoren  emander  gleic  . 

Unter  einer  Verknupfung  zweier  komplexer  Zahlen  versteht  man 
ein  Verfahren,  wonach  auf  Grund  eines  willkiirlichen  Gesetzes  zwei 


1)  Weo-en  der  Definition  eines  Vektors  vgl.  das  5.  Kap.  §  k  1  ur 
iegenden  Zwecke  muC  zu  den  daselbst  erklilrten  ere ten D»r- 

ineigentliche  Vektor  0  hinzutreten.  -  Literaturangaben  bzgl.  der  ersten 

itelluns?  finden  sich  auf  S.  213. 
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vorgelegte  Zahlen  eine  dritte  Zahl  eindeutig  bestimmen.  Dieses  Ge- 
Sete  liegt  ganz  in  unsern  Handen;  wir  diirfen  es  gestalten,  wie  wir 
wollen,  "vorausgesetzt  da6  wir  nur  widersprechendes  vermeiden.  1ns- 
besondere  sind  es  zwei  Verkniipfungen,  welche  nebst  iliren  Umkeli- 
rungen  den  vier  Spezies  fur  die  neuen  Zablen  zu  Grunde  liegen  und 
welche  dementsprecbend  Addition  und  Jfultiplit'otion  genannt  u 1  a  den 
sollen. 

Die  erste  Verknupfung  (Addition).  Fur  die  erste  Verknupfung 

soil  die  geometrische  Addition  der  A  ektoren  maB- 

webend  sein,  wonach  als  Summe  zweier  A  ektoren 
©  ' 

(a)  und  (p)  derjenige  Vektor  (y)  erkliirt  wird, 
welcher,  wie  folgt,  konstruiert  wird:  der  Yektor  ( /3) 
werde  durcli  einen  gleichen  Yektor  (/F)  ersetzt, 
dessen  Anfang  im  Endpunkte  von  (a)  liegt.  Dann 
bestimmt  der  Anfang  von  (a)  den  Anfang  von  (y)  und  das  Elide 
von  (/3')  den  Endpunkt  von  (y).  —  Dies  ist  ja  nichts  anderes  als  die 
bekannte  Konstruktion  des  Parallelograinm.s  der  Krafte,  Geschwindio- 
keiten  usw.  in  der  Physik. 

Die  erste  Verknupfung  zweier  vorgelegter  Zahlen  (a,  b )  und  (c,  d) 
soli  nun  in  der  Bildung  der  neuen  Zalil  (a  -f  c,  b  +  d)  besteben. 
Diese  Verknupfung  heiBt  Addition  und  wird  durch  das  zwischen  den 
beiden  gegebenen  Zahlen  geschriebene  Symbol  +  gekennzeiehnet: 


(a,  b)  +  (c,  d)  =  (a  +  c}  b  -f  d). 

Dabei  heiBt  die  dritte  Zahl  die  Summe  der  beiden  anderen. 

Die  Verknupfung  ist  stets  ausfiihrbar  und  das  Resultat  derselben 
ist  eindeutig  bestimmt.  Fur  sie  gelten  das  kommutative,  sowie  das 
assozia  ti ve  Gesetz : 

A  +  B  =  B  +  A, 

A  +  (B+C)  =  (A  +  B)  +  C, 

wobei  die  groBen  Buchstaben  beliebige  komplexe  Zablen  vorstellen 
und  die  Bedeutung  der  Klammern  auf  der  Hand  liegt.  Die  oeorne- 
trische  Bedeutung  der  Verknupfung  ist  ja  bereits  besprochen  worden 
Die  Umkehrung  der  Addition  ist  stets  moglich  und  eindeuti<r 
egeben  seien  namhch  irgend  zwei  komplexe  Zahlen  A  _  („  b)  uml 

J  -  (cj  d)-,  gesucht  wird  eine  dritte  Zahl  X  —  (or  n)  ,,  0i„i  , 
Fordernng  genugt:  {  ’  V>’  Welche  der 

A  +  X-  B. 

Zm'  Bestin™»'>S  X  ist  notwendig  und  hinreichend,  daB 
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O 


sei,  also  ist 


a  +  x  =  c,  b  +  y  =  d 


X  =  (c  ■—  a,  d  —  b) . 

Die  Bildung  der  Zahl  X  aus  A  und  B  Avird  Subtraction  genannt 
durcli  das  Zeichen  —  ausgedriickt: 


und 


X=B-  A. 


Geometrisch  kann  man  den  Punkt  B  —  A  dadurch  konstruieren, 
dali  man  zum  Yektor  B  den  zu  A  entgegengesetzten  Vektor  — A  — 
(—  a,  —  b)  addiert.  Eine  fiir  die  Praxis  geeignetere  Konstruktion  be- 
steht  indessen  darin,  daB  man  die  Yektoren  A,  B  mit  gemeinsamem 
Anlang  bersetzt  und  dann  ihre  Endpunkte  miteinander 
verbindet.  Der  hierdurck  entstehende  Yektor,  dessen 
Anfang  im  Endpunkte  von  A  und  dessen  Endpunkt  im 
Endpunkte  von  B  liegt,  stellt  die  Differenz  B  —  A  vor. 

Pig.  47. 


B-A 


Die  zivcitc  VerCniipfuny  (Multiplication).  Wiihrend 
die  erste  Yerkniipfung  durch  ein  geometrisch-pkysikalisches  Yerfahren 
von  fundamentaler  Bedeutung  eingeleitet  Avurde,  hat  die  zAveite  Yer- 
knupfung  dagegen  ihren  Ursprung  in  der  formalen  Algebra.  Eke  die 
Matkematiker  nock  klare  Begriffe  betreffend  Y~  1  entwickelt  batten, 
operierten  sie  munter  mit  diesem  Symbol,  als  Avenn  es  eine  den  Pro- 
zessen  der  Algebra  unterworfene  GroBe  vorstellte,  die  ins  Quadrat 
erkoben  gleick  —1  ist,  indem  sie  schrieben: 


(a  +  b~\/ — 1)  (c  +  dy — 1)  =  ac  —  bd  -f-  (ad  -f  &c)]/  1 . 


Den  in  diesem  Formalismus  enthaltenen  Kern  wollen  wir  nun  keraus- 
sckalen,  indem  wir  geradezu  deiinieren:  die  ZAveite  Yerkniipfung  zAveier 
komplexer  Zaklen  A  =  ( a ,  b )  und  B  =  (c,  d)  soil  die  Zalil 

(ac  —  bd,  ad  +  be) 


liefern.  Sie  keiBt  Multiplication ;  man  nennt  die  dritte  Zahl  das  Pro- 
dukt  der  beiden  FaCtoren  A  und  B  und  driickt  die  Yerkniipfung,  Avie 

folgt,  aus:  ,  _  n 

(a,  b)  (c,  d)  =  (ac  —  bd,  ad  +  be). 

Sie  ist  stets  ausfiihrbar  und  das  Resultat  derselben  ist  eindeutig  be- 

stimmt.  .  , 

Fur  diese  Verknupfung  gelteu,  wie  man  leicht  nachrechnet,  das 

Commutative  und  das  associative,  sowie  auch  das  distributive  Gesetz  *» 
Bezwj  auf  Addition: 


f'ber  das  komplexe  Zahlensjstem. 
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AB  =  BA, 

A(BG)  =  (AB)C, 

A(B  +  G)  =  AB  -f-  AC . 

• 

AuBerdem  hat  ein  Produkt  den  Wert  (0,  0)  dann  und  nur  dann, 
wenn  mindestens  eiuer  seiner  Faktoren  gleicli  (0,  0)  ist. 

Die  Umkehrung  der  Multiplikation  ist  im  ailgemeinen  mdglicli 
und  eindeutig.  Gegeben  seien  namlich  irgend  zwei  komplexe  Zahlen 
A  =  (a,  b )  und  B  =  (c,  d)]  gesucht  wird  eine  dritte  Zalil  X  =  (x,  y), 
welche  der  Forderung  geniigt: 

AX  =  B. 

Dafiir  ist  notwendig  und  hinreichend,  daB 

ax  —  by  =  c ,  bx  +  ay  =  d 

sei.  Diese  Gleichungen  lassen  stets  eine  und  nur  eine  Losung  zu, 
sofern  nur  a2  +  b“  >  0,  d.  h.  A  4=  (0;  0)  ist.  Ist  dagegen  A  =  (0,  0), 
so  liaben  die  Gleichungen  nur  dann  eine  Losung,  wenn  auch  B  =  (0,  0) 
ist,  und  in  diesem  Falle  wird  ilmen  sogar  durch  jedes  Wertepaar  x,  y 
geniigt. 

Die  Bildung  der  Zahl  X,  falls  A  4=  0  ist,  soil  Division  heiBen, 
in  Zeichen 

Division  durch  (0,  0)  wird  nicht  erklart. 

Beziehung  zum  System  der  reellen  Zahlen.  Jede  komplexe  Zahl 
{a,  l>)  laBt  sich  in  die  humme  zweier  Zahlen  spalten: 

(a,  b)  =  (a,  0)  4-  (0,  b), 

wobei  die  eine  Zahl  nur  von  a,  die  andere  nur  von  b  abhangt.  Fassen  * 
wir  zuersf  die  Zahlen  (a,  0)  ins  Auge.  Diese  Zahlen  stehen  in  einer 
ein-eindeutigen  Beziehung  zu  den  reellen  Zahlen.  AuBerdem  herrscht 
somorphismus  zwischen  den  vier  Spezies,  wie  wir  sie  soeben  fur  die 

komplexen  Zahlen  detiniert  haben,  und  den  yier  Spezies  fur  die 
reellen  Zahlen,  da 

( a ,  0)  +  (a'>  0)  =  (a  ±  a',  0), 

(a,  0)  («',  0)  =  {aa',  0), 

frj  °)  _  /  «  n\ 

(a',  0)  \a '  1  V  ’  wo  a  H=  0 

‘St  DCmeatSPreCheUd  dfirfen  die  komplezen  Zahlen  (a,  0)  mnerhalb 
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O 

des  Gebiets  der  allgemeinen  komplexen  Zablen  (a,  b)  schleclitweg  durch 
die  reellen  Zalilen  a  vertreten  werden.1)  Wir  wollen  fortan  setzen: 

.  (a,  0)  =  a. 

Des  weiteren  hat  man 

(0,  &)  =  (&,  0)  (0,  1)  =  b(0,  1). 

Die  Zahl  (0,  1)  hat  die  Eigenschaft,  daB 

(0,  1)  (0,  1)  =  (-  1,  0)  =  -  1 
ist,  und  geniigt  somit  der  algebraischen  Gleichung: 

^2+l=0. 

DemgemaB  bezeichnen  wir  sie  mit  i  =  ]/'■ —  1  und  konnen  nunmehr 
die  allgemeine  komplexe  Zahl  in  der  Gestalt  schreiben2 *): 

{a,  b)  =  a  +  hi, 

wo  a  und  b  reell  sind. 

Polarkoordinaten.  Die  komplexe  Zahl  z  =  x  +  yi  laBt  sich  auch 
in  der  Gestalt  darstellen 


wo 


z  =  r  (cos  cp  +  i  sin  cp), 
x  =  r  cos  (p ,  y  =  r  sin  ip 


gesetzt  ist.  Dabei  heiBt 

r  =  ]/x2+y2  =  |^| 


nach  Cauchy  der  Modul,  nach  WeierstraB,  von  dem  auch  das 
Zeichen  |  z  \  herriihrt,  der  absolute  Betray  von  z,  wahrend  cp  als  Arcus : 


cp  =  arc  z, 

.  bezeichnet  werden  soli;  (dafiir  sind  u.  a.  auch  die  Benennungen  Ampli- 

1)  Ob  man  die  komplexe  Zahl  (a,  0)  kinfort  als  identisck  mit  der  reellen 
Zahl  a  oder  bloB  als  mit  ihr  liiert  anseken  will,  ist  ja  Geschmacksache. 

Im  iibrigen  wird  diese  Frage  in  befriedigendster  Weise  durch  den  modernen 
Standpunkt  entschieden,  wonach  ein  GrbBensystem  durch  1  or  derun  gen  festgelegt 
wird  Nehmen  wir  also  ein  bestimmtes  System  von  Forderungen  fur  die  reellen 
(bezw.  komplexen)  Zahlen,  etwa  das  von  Hrn.  Huntington:  „A  set  of  postu¬ 
lates  for  ordinary  complex  algebra11,  Transactions  Amer.  Math.  Sbc.,  Bd.  6  (190]5)> 
S.  209  aufgestellte,  so  diirfen  wir  jedes  GrbBensystem,  welches  diesen  lone- 
rungen  geniigt,  geradezu  als  das  System  der  reellen  (bezw.  komplexen)  Za  i  en 

illlfftl'ijSBb 

2)  Dabei  ist  zu  beachten,  daB  der  Ausdruck  hi  auch  ein  wirkliches  Pro- 

dukt ,  und  nicht  etwa  bloB  als  ein  Ausdruck  aufzufassen  ist,  worm  b  die  Stelle 

eines  Koeffizienten  vertritt. 
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Uber  das  komplexe  /ahlensjstem. 

tude  und  Argument  gebraucht  worden).  Hierbei  ist  zu  beachten,  daB 
nicht  jeder  Wert  von  arc  tan  y;x  einen  Wert  von  are  r  lietert.  bo 

ist  z.  B.  9 

arc a  =  2nx,  n  =  {),  +1,  ± •••> 

wo  a  eine  positive  reelle  Zabl  ist,  wahiend  doch 

arc  tan  0  =  n% ,  n  —  0,  +  1 ,  +  2,  .  .  . 

ist.  Allgemein  unterscheiden  sich  die  Werte  von  arc  z  um  Vielfache 
von  2  re  (niclit  a)  voneinander. 

Die  Benennungen  reelle  und  rein  imagindre  Achse,  reeller  und 
rein  wiogindrer  Bestandteil,  sowie  lonjugiert  inutgindr  werden  als  aus 
der  elementaren  Algebra  bekannt  vorausgesetzt.  !Nach  WeierstiaB 
bezeichnet  man  den  reellen  Bestandteil  von  w  =  u  -f-  vi  mit  (w), 
so  daB  also 

it  =  s3t(w),  v  =  91  ) 


ist.  Der  konjugierte  Wert  von  iv  wird  haufig  als  w  geschrieben, 
w  =  u  —  vi.  Unter  dem  Einheitskreise  versteht  man  die  Punkte 


z  =  cos  cp  -f  i  sin  cp , 

wo  die  reelle  GroBe  cp  unbeschrankt  veranderlich  ist.  Er  ist  der  Ort 
der  Punkte  z,  woftir  z  —  1  ist. 


Geometrisches  uber  Multiplikation  und  Division.  Vermoge  der 
Darstellung  durch  Polarkoordinaten  erhalt  das  Produkt  zweier  kom- 
plexer  Zahlen  eine  einfacke  Gestalt,  der  man  auch  sofort  die  bekannte 
geometrische  Konstruktion  fur  dasselbe  entnimmt.  Sei  niimlich 


A  =  r (cos  cp  -f-  i’sin  cp),  B  =  g  (cos ip  +  i  sin  ip) . 
Dann  ist  arithmetisch 


(1)  0=  AB  =  rg  [cos  (cp  +  ip)  -f  i  sin  (cp  -f  ip)]  . 

DemgemaB  hat  man  geometrisch  ein  Dreieck 
DOC  zu  konstruieren,  welches  dem  Dreiecke 
1 OA  iihnlich  ist,  und  zwar  so,  daB  die  Seite 
OB  der  Seite  01  entspricht,  wahrend  die 
Winkel  BOC  und  10^4  beide  zugleich  positiv 
oder  zugleich  negativ  ausfallen.  Dies  o-ibt 

o 


^:B0C  =  ^.10A, 


oc 


C.AB 


OB 


OA 

Oi 


oder 


OC 

Q 


r 

T 


Fig.  48. 


(3) 
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II.  Einleitung. 

o 


Fiir  den  Quotienten  A/B  findet  man  ferner 


A 

B 


r 

Q 


[cos  (cp  — 


+  i  sin  (cp  —  lit) J . 


Geometrisch  laBt  er  sich  durch  Umkehrung  der  Ivonstruktion  fur  das 
Produkt  herstellen. 


Insbesondere  ist  der  reziproke  Wert  der 
Zahl  B, 

(2)  -g  =  (cos  ^  —  i  sin  ty) . 

Geometrisch  erhalt  man  den  Punkt  1/B  am 
einfachsten  dadurch,  daB  man  zuerst  den  in 
Bezug  auf  den  Einheitskreis  zu  B  konjugier- 
ten  Punkt  B'  bestimmt: 

OB' •  0B=  1, 


und  B'  dann  in  der  reellen  Achse  spiegelt.  Das  Spiegelbild  ist  dann 
der  gesuchte  Punkt  1/B. 


Botenzen  und  Wurzeln.  Aus  der  Multiplikationsformel  findet  man: 
An  =  \A  "(cos ncp  -j-  i  sinw<p), 


qp  -f-  2  l'  n 
n 


-f-  i  sin 


qp  -|-  2  k  7i\ 

)  ’ 


wo  k  =  0,  1,  2  ,...n — 1  und  cp  =  arc  A  ist.  Letzterer  Gleichung 
entnimmt  man,  daB  die  n  Wurzeln  der  Zahl  A  die  Ecken  eines  dem 
Kreise  z\  =  \A\iln  einbeschriebenen  regularen  w-Ecks  bilden. 

Hieran  schlieBt  sich  der  Moivresche  Satz: 


(cos  cp  +  i  sin  cp)m  =  cos  mcp  +  i  sin  mcp, 

woraus  sich  noch  die  beiden  weiteren  Formeln  durch  Trennung  von 
reellem  und  rein  imaginarem  ergeben: 


„  m(m — 1)  ,„_o  -9  i 

cos  m  cp=coamcp - cos’"—  cp  sm*  tp  + 


m  (m — 1)  (m  2)  (m— 3) 


4! 


cos"*-*<psnrgp- 


sm  mcp 


\cp  =  sin  cp  |~ 


in— 1 , 


m  cos"1  *  cp  — 


m(m — cos'"- 3  cp  sin2  cp 


+-] 


Einheitswurzeln.  Ist  insbesondere  A  =  1,  so  ist  der  Ivreis 
j  g  |  ==z  |  Ai  | */"  eben  der  Einheitskreis,  und  die  eine  Ecke  liegt  auBerdem 
im  Punkte  0=1.  Indem  man 


0X  =  cos 


n 
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Uber  das  komplexe  Zahlensystem. 


setzt,  lassen  sich  die  ubrigen  Wurzeln  in  der  Form  schreiben: 


.  2qn 
3111  - 

n 

• 

Die  Summe  der  Einheitsicurzeln  verschwindet : 


2qn  .  •  •  'i(Ln  n _  9 

zq  —  5=8  cos  +*sm— , 


^4)  +  ^2  +  ’  '  *  +  en  ~~  ^  • 

Algebraisch  erhellt  dies  ja  daraus,  daB  der  Koeffizient  des  Termes 
mit  zn~l  in  der  jeue  GrbBen  bestimmenden  Gleichung. 

zn  — 1  =  0 


fehlt.  Es  gibt  aber  auch  einen  anschaulicben  mechamschen  Beweis 
dieses  Satzes.  Man  fasse  namlich  die  komplexen  Zahlen  zx,  .  .  .  sn 
als  Vektoren  auf,  deren  Anfang  in  2  =  0  und  deren  Endpunkt  in  zq 
liegt.  Alsdann  denke  man  sich  diese  '\  ektoren  als  Reprasentanten 
you  n  Kraften,  welclie  auf  den  Punkt  z  =  0  einwirken.  Wegen  der 
Symmetrie  derselben  heben  sie  sich  augenscheinlich  gegenseitig  auf, 
was  eben  analytisch  in  der  Gleichung  (4)  seinen  Ausdruck  findet. 


Einige  Ungleichungen.  Der  geometri- 

seken  Deutung  der  Addition  entuimmt  man 

obne  weiteres  folgende  wichtige  Relation: 

(I)  |(W-|B[)|^|A+B|^|A|  +  |F|, 

— 'A 

wo  A  und  B  zwei  beliebige  komplexe  0 

Fig.  50. 

Zahlen  sind.  Es  ist  dies  ja  bloB  die 

arithmetische  Einkleidung  des  Satzes,  daB  eine  Seite  eiiies  Dreiecks 
groBer  als  die  DifFerenz  der  beiden  anderen,  aber  kleiner  als  ihre 
Summe  ist.  Ein  Gleichheitszeichen  gilt  nur  dann,  wenu  die  Punkte 
*  =  0,  A,  B  auf  einer  Geraden  liegen.1)  Aus  (I)  folgt  allgemein 


1)  Der  arithmetische  Beweis  verlauft  so.  Sei 

•  A  =  a  +  bi,  B  =  c-\-di. 

Dana  soli  zuerst  bewiesen  werdeu,  daB 

V  («  +  c) 8  -f  (6  +  <  V«  *  ~+b *  +  y  c  -  -fd  - 

ist.  Man  nehme  diese  Relation  zunachst  als  richtig  an;  daraus  folgt  dann 

ac  -f  bd  <  ya  2 +  b *  Yc 2  -j-  d 
a2c-  -f-  2 abed  -f  b'‘d-<  a2c2  -f  a2d2  -)-  b-c* 

0  <  (ad  —  bey. 

Diese  letzte  Relation  ist  aber  sicher  richtig.  Von  ilir  aus  CTel«.n  ,«■ 
n,okwart.  zu  der  in  Aussicht  gestellten  Beziehunl  8  g 

Setzt  man  endlich 

A’+B'=A,  B'=-B, 

Us  good,  Funktionentheorio.  I.  2.  Aufl. 

14 


210 

(la) 


II.  Einleituno-. 

O 

I A  +  ---  +  A.  <1 A 


-  «  SIAI  +  -'-  +  \An, 

eme  Relation,  welche  aucli  fur  n  =  oo  bestehen  bleibt,  sofer 
endliche  Reihe 


n  die  un- 

C  +  -^2  -f-  '  *  * 

absolut  konversfiert. 

O 

Zwei  weitere  Relationen  ergeben  sich  eben- 
talls  aus  den  betreff’enden  Figuren,  und  zwar 
erstens 

(II)  |  arc  (1  +  £)  |  <  arc  sin  li , 

sofern 

t\<h,  0<h<l, 

ist  und  im  iibrigen  diejenigen  Bestinnnungen  bevorzngt  werden,  welche 
dem  absoluten  Betrage  nach  den  Wert  jr/2  nicht  iiberschreiten. r) 

Endlich  hat  man  die  Beziehung: 

o 


(III)  (  a  +  &  )  <  I  a  -f  In  , 

wo  a  und  b  reelle  Zahlen  sind. 

Ein  algebraischer  Satz.  Sei 
G{z)  =  aQzn  +  a1zn~1  + - f-  an  =  0 

cine  algebra  ische  Gteichung ,  r/ercn 
wuY  zl} ...  zn  bezeichnet  iverden  mogen.  Denkt 
man  sich  in  der  Zahlenebene  Stifle  in  clen 
Punkten  zk  eingescldagen  und  ein  elastischcs  Band  in  der  Gestalt  einer 
Schleife  urn  dieselben  gelegt,  so  daf  es,  nachdem  es  sich  straff  zusanmen- 


so  folgt  aus 

daft 

also 


\A’+ir\<\A'\  +  \B'\, 

+  + 

\A\-\B\<A  +  B\ 

ist.  Durch  Vertausckung  von  A  und  B  scklieBt  man  noch,  daB 

\B\  —  \A\<\A  +  B\ 

ist,  und  hiermit  ist  der  Satz  bewiesen. 

1)  Zur  arithmetiscken  Begriindung  dieser  Relation  setze  man 

f  =  g  -f  r\  i  =  r  (cos  6  i  sin  6) . 

Dann  soil  zunackst  bewiesen  werden,  daB  fur  rj  >  0 

arc  (1  -f  S)  =  arc  tan  Y+ 1  -  arC  Sin  h  =  arC  taU  yf=  h  - 

ist.  Da  die  Funktion  arc  tan  *  zugleich  mit  x  zunimmt,  so  ist  zum  Bestehen 
dieser  letzten  Beziebung  notwendig  und  hinreichend,  daB 
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gcfogen  hat,  die  Stifle  umfafit  und  ein  konvexes  Polygon  hildet,  so 
licgcn  die  Wnrzcln  dev  Gleichung 

G\z)  =  0 

samtlich  innerhalb  oder  auf  dem  Rande  des  solchergestalt  eingegrenzten 
Gebietes.1) 

Der  Satz  lafit  sich  als  eine  Ver- 
allgemeinerung  des  Rolleschen  Satzes 
auf  komplexes  Gebiet  anseken. 

Behufs  des  Beweises  denke  man 
sich  gleiche  nach  dem  reziproken  Werte 
der  Entfernung  (also  nach  dem  Gesetze 
des  logarithmischen  Potentials)  anzie- 
hende  Massen  in  den  zuniichst  als  ge- 
trennt  anzunehmenden  Punkten  zx,  .  .  .  zn  (gi  i>  1)  angebracht.  Aut 
eine  im  Punkte  z  befindliche  Masse  iiben  diese  dann  eine  Kraft  aus, 
welche,  von  einem  Zahlenfaktor  abgesehen,  durch  den  \  ektor 


Fig.  53. 


+  •  •  •  +  =  K 

■  Z.  Z  —  Zn 


.Z  —  Z , 


+  ■•*  + 


'-rj 


dargestellt  wird,  wo  K  den  konjugierten  Wert  der  Klammer  bedeutet, 
Die  Gleichgewichtslagen  fiir  diese  letzte  Masse  befinden  sich  augen- 
scheinlich  innerhalb  des  Polygons,  sofern  sich  dasselbe  nicht  eben 
auf  eine  geradlinige  Strecke  reduziert;  im  letzteren  Falle  liegen  sie 
auf  der  Strecke.  Da  nun  aber 

G'(z)_  =  1  _  1 

G(z)  z  —  z x  ‘  '  z  —  zn 

ist,  so  liefern  jene  Gleichgewichtslagen  die  Wurzeln  der  Gleichung 


1  < 

i+6-yT 


sei.  Diese  Tjngleichung  kann  man  wieder,  wie  folgt,  umformen: 

r  sin  6  h 

l  +  rcosd-yp  ZZfft  ’ 

r  [|/l  —  h  2  sin  6  —  h  cos  ©]</<. 

Tragt  man  noch  linker  Hand  h  =  sin  a,  yP-/72  =  Cosa  ein,  so  kornrnt 

r  sin  (0  —  a)  <  h  , 

was  deshalb  zutrifft,  weil  0<r<fc  ist.  Yon  hier  aus  gelangt  man  nun  ruckwarts 
ZKT  Bczietang-  _  Der  n<0  IilBt  sich  wfort  *uf  dieeen  zu- 
1)  Der  Satz  findet  sich  schon  bei  GauB,  1810-  Werke  Bd  S  ^  no 

XTs'S  V0'1  BdChei  hCr'  Pmeedi^  BdDS 
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II.  Einleitung. 

(r  (z)  =  0.  Der  Fall,  daB  mehrfache  Wurzeln  vorlianden  sind,  ist 
nicht  scliwer  zu  behandeln,  und  wird  dem  Leser  iiberlassen. 

Der  II  eierstrafische  Mittelwertsatz  fur  Integrate.  Den  Aus- 
gangspunkt  bilden  hier  die  Formeln  fur  den  Massenmittelpunkt  ( x ,  y ) 
von  n  Massenteilchen: 

Zmx  _  Zmy 

y=  zm‘  • 

Diese  beiden  reellen  Gleicliungen  werden  zu  einer  einzigen  komplexen 
Gleichung  vereinigt: 

Zmz 

Z  =  — - 

Zm 


Denkt  man  sich  nun  eine  regulare  Kurve  der  £-Ebene  mit  Masse 
belegt,  so  liegt  der  Massenmittelpunkt  derselben  im  Punkte 


/  Q(x  +  yi)  ds 


I  Qds 


wo  q  die  Dichte  der  Massenverteilung  bedeutet.  In  dieser  Formel 
ist  der  W.eierstraBsche  Mittelwertsatz  enthalten,  welcher  in  einer 
Verallgemeineruncp  des  bekannten  Mittelwertsatzes: 

o  o 


b  b 

I  F(x)  0(x)  dx  =  F(£)J  <D(x)dx, 

a  & 

auf  komplexes  Gebiet  besteht. 

\  • 

Mittelwertsatz.  Sei 


w  =  u  -4~  vi  —  f  (#) 


0(cc)  0, 


eine  in  alien  Punkten  einer  Kurve 

C:  *-?(<),  y  = 

stetige  FmUion  von  s-x  +  yi  (oder  aUgemeiner  blo/3  von  t),  uiekhe 
uberdies  so  beschaffen  ist,  dnfi  sic  C  auf  eine  regulare  Kune  der  w- 

Eb' M  r:  u—  p(t),  v  =  q{t),  afftfib 

ein-eindmtig  dbbildet.  Ferner  sei  <>  >  0  (rap.  ff  <  0 )  eine  stetige 
Fmiktion  von  t,  welchc  nur  nicht  bestdndig  verschuindet.  II  enn  mn  w 


Uber  das  komplexe  Zahlensystem. 
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durch  die  Gleichung  bestimmt  ivird: 

b  * 

I  <sf(z)dt  =  V)  j  adt, 

a  a 

so  la  fit  sick  iiler  die  Lage  von  It)  folgendcs  aussagen.  Man  umgebe  F 
mit  einem  beliebigen  Tconvexen  Polygon  oder  aMgemeiner  mit  einer  be- 
liebigen  Jconvexen  Kune  K.  Kami  liegt  lu  in  K. 

Penn  ir>  stellt  den  Massenmittelpunkt  einer  in  K  entlialtenen 
Massenverteilung  vor,  cleren  Dichte  liings  I  den  Wert  p  =  (idt/ds 
hat,  und  kann  deshalb  augensebeinlieb  niebt  auBerhalb  K  liegen. 

Vermoge  dieses  Satzes  kann  man  zeigen,  und  zwar  obne  eine 
Spaltung  in  reelles  und  rein  imaginares  vorzunebmen,  daB  das  Ver- 
baltnis  der  beiden  Periodizitatsmoduln  eines  elliptisclien  Integrals 
erster  Ordnung  niebt  reell  ausfallen  kann.1) 

Der  Karbouxscke  Satz.  Seien  a,  (pit),  il>(t)  reelle  stetige  Funk- 
tionen  von  t  im  Intervalle  a  <Lt  <fb,  und  sei  auBerdem  6  0 .  Setzt 

man  dann  fit )  =  (pit )  +  ii'if),  so  erkiilt  man: 

'  b  b  b 

J  /'( 0  o  dt  ^ f\  f{t )  \adt-\  f(l)  \jadt, 

a  a  a 


wo  a  <  £  <C  b  ist.  In  dieser  Formel  ist  der  Darbouxscbe  Mittel- 
wertsatz  entbalten,  welcher  auch  in  der  Form: 


u 

I  f(t)6dt=  Xf(£)  I  adt 


geschrieben  werden  kann,  wobei  X  eine  unbestimmte  komplexe  GroBe 
von  absolutem  Betrage  <:  1  bedeutet.  Die  letzte  Formel  gilt  aucb, 
falls  durcbweg  a  <  0  ist.  Goursat  bemerkt  nocb  (a.  a.  0.,  Nr.  289), 
daB  der  WeierstraBsche  Faktor  tu  im  allgemeinen  auf  ein  be- 
schrankteres  Gebiet  als  der  Darbouxscbe,  Xf(%),  angewiesen  ist. 


Hermite  hat  auch  schoi 


lj  Goursat,  (Jours  dJ analyse ,  Bd.  2,  Nr.  314. 
in  seinem  Cours  hierauf  aufmerksam  gemacht 

ist  .kT‘rr  Zaile“  durCh  dieP““kte  -^erEben, 


Sechstes  Kapitel. 


Analytische  Funktionen  und  die  daraaf  beziiglichen  Differeutialsiitze. 
I>ie  elenientaren  Funktionen.  Lineare  Transformationen. 

§  1.  Die  rationalen  Funktionen  als  Vorbild. 

Die  einfachsten  arithmetisch  definierten  reellen  Funktionen  einer 
reellen  A  eranderlichen  sind  die  Polynome  und  die  gebrochenen  ratio¬ 
nalen  Funktionen, 

G(x)  =  a0  +  axx  -\ - h  amxm, 

P  (r\  Gl  ^  =  a<>  +  CTi X  ~l - l~  amxW 

W  Gt(x)  b.  +  b^  +  '-.  +  b^  ’ 

denn  dieselben  werden  bereits  durch  die  vier  Spezies,  also  oline  Be- 
nutzung  eines  unendlichen  Prozesses  erklart.  Da  die  vier  Spezies 
auch  fur  komplexe  Zablen  ihre  Giiltigkeit  beibehalten,  so  iibertragt 
sich  diese  Definition  ohne  weiteres  auf  das  komplexe  Zahlensystem, 
Yor  alien  Dingen  wird  man  nach  der  Stetigkeit  und  Differenzier- 
barkeit  dieser  Funktionen  fragen.1)  Es  sei  zuniickst  die  Funktion 

vorgelegt,  wo  n  eine  natiirlicbe  Zabl  bedeute,  und  man  bilde  die 
Differenz: 

f(z o  +  A*)  -  f(z 0)  =  nzQn~lkz  4-  ~  1}  VS(A*)2  +•'••  +  (A4>" 

Daraus  ersieht  man,  dafi,  wie  auch  immer  A z  gehen  0  konvergieren 
moge,  die  rechte  und  somit  auch  die  linke  Seite  dieser  Gleichung 
dem  Grenzwert  0  zustrebt;  d.  h.  die  Funktion  z"  ist  fur  alle  Werte 
Hires  Arguments  eine  stetige  Funktion  von  z. 

Bildet  man  ferner  den  Differenzenquotienten 

f(z0  4-  Az)  —  f(z0)  =  nz  „_i  _j_  n(*—S ]0on-2Az  H - +  (A#)”-1 

A  z  1  ’ 2 

1  Wegen  der  genauen  Erklarung  dieser  Begritfe  vgl.  man  §§  2  und  4. 
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und  laBt  man  hierin  A e  wiederum  gegen  0  almehmen,  so  konvergiert 
dieser  Ausdruck  ebenfalls  gegen  einen  Grenzwert  und  zwar  gegen  die 
GroBe  ne0*-\  Die  Function  z"  ha{  fur  jeden  Wert  von  z  eine  Ab- 
Jeitung.  Letztere  ist  uberdies  eine  stetige  Funktion  von  z. 

In  almlicher  Weise  kann  man  zeigen,  daB  auch  das  allgemeine 
Polynom 

G(z)  =  a0  -f-  axz  +  •  •  •  -f-  umz'", 

sowie  jede  gebrocbene  rationale  funktion  It  (z)  =  G1  (z^jG^z),  a^>- 
gesehen  von  den  Stellen;  wo  der  Kenner  letzterer  verschwindet^  stetig 
ist  und  eine  stetige  Ableitung  besitzt,  die  durck  dieselbe  Formel  ge- 
geben  wird,  welcbe  die  Ditferentialreclmung  fur  den  Fall  reeller  Koef- 
fizienten  und  eiues  reellen  Arguments  lelirt. 

Dieses  Verbalten  der  rationalen  Funktionen  in  bezug  auf  Stetig- 
keit  und  die  Existenz  einer  Ableitung  ist  maBgebend  fur  die  all- 
gemeinste  lvlasse  von  Funktionen.  womit  sicli  die  komplexe  Funktionen- 
tkeorie  beschaftigt.1) 
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Eine  funktion  /  (z)  einer  komplexen  Veranderlichen  entsteht  da- 
durch,  daB  man  jedem  Punkte  z  eines  Bereiches  T  der  komplexen 
Zaklenebene  eine  Zahl 

iv  =  u  -)-  vi  =  /'  (z) 

nach  einem  bestimmten  Gesetze  zuordnet.2)  Dabei  darf  die  Begren- 
zung  von  T  sowolil  aus  Kurven  als  auch  aus  isolierten  Punkten 
bestehen.3)  Die  Funktion  f{z)  gibt  zu  zwei  reellen  Funktionen  u 
und  v  der  reellen  Argumente  x,  g  AnlaB,  und  umgekebrt  laBt  sich 
aus  zwei  derartigen  Funktionen  eine  komplexe  Funktion  u  +  vi  =  f(z)  * 
zusammeiftetzen. 

Wie  in  Kap.  1,  §  1(),  so  laBt  sicli  aucli  hier  der  FunktionsbeorifT 
auf  mehrdeutige  Funktionen  ausdehnen;  vgl.  Kap.  8.  In  der  Folo-e 
werden  wir  jedocli  schlechtweg  unter  einer  Funktion  stets  eine  solche 


1)  In  einem  Punkte,  wo  eine  rationale  Funktion  aufhort  • 

Avird  sie  unendlich,  wie  sich  das  Argument  g  ienem  Pnnk+l  ’v  *  *  8  S61n’ 

wiese?  WegeU  ei"et  ,les  Funktionsbegriffs  sei  auf  Ka„.  1,  ,  ,  ver- 

3)  Allgemeinere  Fiille  sind  in  Kap.  6,  §  2  besprochen. 
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verstehen,  die  wenigstens  fiir  den  in  Betracht  kommenden  Bereich 
der  unabhangigen  Yariabelen  und  fur  die  in  Betraclit  kommende  Be- 
stimmung  der  Funktion  in  den  Punkten  dieses  Bereiches  eindeutig 
ist,  sofern  das  Gegenteil  nickt  ausdriicklich  bemerkt  wird. 

Der  Begritf  des  Grenzwerts,  wie  er  in  Kap.  1,  §  2  und  Kap.  2, 
§  1  fiil-  reelle  Funktionen  entwickelt  wurde,  ubertragt  sich  sofort  auf 
Funktionen  eines  komplexen  Arguments.  Sei  f  (z')  in  der  TJmgebung 
des  Punktes  z  =  a,  hbchstens  mit  Ausnahme  dieses  Punktes  selbst, 
eindeutig  erklart  und  man  zeichne  die  Punkte  w  =  f(z),  welche  dieser 
Umgebung  angehorigen  Werten  von  z  entsprechen,  etwa  in  einer 
zweiten  Zahlenebene,  der  w-Ebene  auf.  Gibt  es  dann  einen  festen 
Punkt  iv  =  h,  in  dessen  Nalie  diese  Punkte  tv  alle  bleiben,  sobald 
die  Punkte  z  auf  eine  passende  Umgebung  yon  z  =  a  besckriinkt 
werden,  so  sagt  man,  f(z)  Iconvergiert  beim  Grenziibergange  lim  z  =  a 
gegen  den  Grenztvert  b;  in  Zeichen: 

lim  f  (z)  =  b. 


Dies  ist  namlich  so  zu  verstehen:  beschreibt  man  zuerst  einen  beliebig 
kleinen  Kreis  um  tv  —  b,  so  soli  es  dann  stets  moglich  sein,  einen 
zweiten  Kreis  um  z  =  a  zu  legen,  dergestalt  dab  jeder  im  letzteren 
Kreise  gelecrene  Punkt  z  zu  einem  im  ersteren  Kreise  befindlichen 

O  O 

Punkte  w  =  f{z)  fiihrt. 

Arithmetisch  wird  dieser  Begriff,  wie  folgt,  festgelegt.  .Jeder 
beliebig  kleinen  positiven  GroBe  s  soli  sich  eine  zweite  positive 
Grofie  d  so  zuordnen  lassen,  daB  fiir  alle  Werte  von  z,  wotiir 
0  <  I  z  —  a  I  <  d  ist, 

I  &  -  /W  I  <  £ 

bleibt. 

Eine  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafiir,  daB  f(z) 
beim  Grenziibergange  lim  z  =  a  =  a  +  gegen  den  .Grenzwert 
b  —  A  -)-  B  i  konvergiert,  besteht  darin,  daB 


lim  u  =  A, 

x  =  u,  >J  =  p 


lim  v  —  B 

x  =  a,  y  =  p 


sei,  wie  sicli  aus  den  Relationen  (I)  und  (III)  der  Einleitung: 

u  +|B  —  t>||<  A  +  Bi-w  —  vi\<  A  —  m|  +  !  B  — 1> 


-5=11  A 

Vi 


sofort  ergibt;  vgl.  Kap.  1,  §  7,  2.  Theorem,  sowie  Kap.  2  §  1.  Hie,  aus 
folgt,  daB  das  2.  Theorem  too  Kap.  1,  §  7  unverandert  fur  komplexe 


GroBen  -gilt. 
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Im  iibrigen  braucbt  die  Funktion  f  (e)  nicht  in  alien  Punkten 

z^a  der  Umgebung  von  a  definiert  zu  sein.  Wenn  sie  namlich 

bloB  in  einer  unendlicben  Punktmen?e  M  mit  der  Haufungsstelle  a 
erklart  ist,  so  gelten  sclion  alle  Definitibnen  und  Satze,  welch  esich 
auf  Grenzwerte  beziehen,  sofern  man  nur  die  Punktmenge  M  an  Stelle 
der  vollen  Umgebung  von  a  exklusive  dieses  Punktes  treten  laBt. 

Die  Funktion  f(z)  wird  unendlich  beim  Grenzubergange  lim  z  =  a, 
wenn  jeder  beliebig  grofien  positiven  Zahl  Cr  eine  zweite  positive 

Zakl  d  so  zugeordnet  werden  kann,  daB  fur  alle  Werte  von  z,  wofur 

0  <  I  g  —  a  I  <  d  ist, 

\f(.*)\>G 

bleibt;  in  Zeichen: 

lim  f  (e)  =  oo  oder  f  (a) 


co 


z  —  a 


(lies:  „f(z )  wird  unendlich  im  Punkte  a“,  oder  abgekiirzt:  „/  (a) 
wird  unendlich^).  Der  reziproke  Wert  von  f  (z)  konvergiert  sodann 
gegen  Null: 

Umgekehrt  reicht  diese  letzte  Bedingung  bin,  dam  it  f  (a)  =  oo  werde. 

Die  Funktion  f(z)  bleibt  endlich  im  Punkte  a,  wenn  es  zwei  po¬ 
sitive  Konstanten  M  und  d  gibt,  derart  daB  fur  alle  Werte  von  zf 
wofiir  0  <  |  z  —  cl  j  <  d  ist1), 

bleibt.  I,WI<'V 

Man  beachte  wobl,  daB  mit  diesen  beiden  Defhiitionen  beziiglich 
des  Unendlich- W erdens  und  des  Endlich-Bleibens  einer  Funktion  alle 
Moglichkeiten  noch  nicht  erschopft  sind.  Es  bleibt  noch  ein  dritter  Fall 
iibiig,  namlich  der,  daB  eine  Funktion  beim  Herannahen  von  z  an 
den  Punkt  a  langs  eines  W eges  unendlich  wird,  wahrend  sie  bei  der 
Wahl  eines  #anderen  Weges  endlich  bleibt.  Allgemeiner  kann  es  zwei 
Teilmengen,  je  mit  der  Haufungsstelle  a  geben,  derart  daB  fur  die 
erste  f(e)-o o  wird,  wahrend  fur  die  zweite  f(z)  endlich  bleibt.  Die 
Funktion  verhalt  sich  dann  im  Punkte  a  unbestimmt. 

Endlich  sei  noch  bemerkt,  daB  man  unter  dem  Grenziiberaanoe 
der  unabhangigen  Variabelen  lim  z  _  oo  eben  den  Grenzubergang 

s.  2/ s/i  %  ■% 

zr*,  zahi™rr  ** 

Punkte  a  uberhanpt  nicht  erklart  wurde  TOrbCT*“'  «*)  ™ 
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lim  1/z  =  0  versteht;  d.  k.  an  Stelle  der  zweiten  Relation  bei  den 
vorkergekenden  Definitionen:  0<|*r-a|<d  tritt  jetzt  1/^1  <  <5 
Oder  \e\>  G'.  1/1 

Stetigkeit.  Die  friikeren  Definitionen  der  Stetigkeit  passen  kier 
unverandert.  Demnaek  keiBt  die  Funktion  f(z)  im  Punkte  a  stetig, 
wenn 

lim  f{z)  =  f  (a) 

2  =  a 

ist;  sie  keiBt  in  einem  Bereicke  stetig,  wenn  sie  in  jedem  Punkte  des 
Bereickes  stetig  ist;  endlick  keiBt  sie  in  einem  Randpunkte  a  stetig 
kzw.  niramt  in  a  einen  Randwert  an,  wenn  bei  Besckrankunor  der 
unabkangigen  Variabelen  z  auf  die  inneren  Punkte  des  betreffenden 
Bereiches  ein  Grenzwert  lim  f(z)  zustande  koramt.  Der  Satz  von 

z  =  a 

Kap.  2,  §  2,  S.  53  gilt  aucli  fur  eine  komplexe  Funktion  f(z).  Eine 
notwendige  und  kinreiekende  Bedingung  fur  die  Stetigkeit  der  Funk¬ 
tion  u  -f-  vi  =  f  (pc  +  yi)  bestekt  in  der  Stetigkeit  der  beiden  reellen 
Funktionen  u  und  v  der  reellen  Argumente  x,  y.  Es  bleiben  die 
Siitze  von  Kap.  1,  §  3  fiber  stetige  Funktionen  auck  kier  besteken. 
Insbesondere  erweisen  sick  die  Polynome  und  die  gebrockenen  ratio- 
nalen  Funktionen  in  alien  Punkten,  wo  sie  definiert  sind,  als  stetig. 
Des  weiteren  lautet  die  Definition  der  gleickmaBigen  Stetigkeit,  Kap.  1, 
§  4,  ebenfalls  gerade  so,  wie  im  reellen  Grebiete:  f(z)  keiBt  in  einem 
Bereicke  T  gleickmiiBig  stetig,  wenn  jedem  beliebig  kleinen  positiven.f 
ein  von  z  unabhiingiges  positives  6  so  zugeordnet  werden  kann,  daB 
ffir  je  zwei  Punkte  z,  z  von  T,  woffir  \z  —  z'  \  <  d  ist,  die  Be- 
ziehung  gilt: 

Es  bleibt  der  4.  Satz  von  Kap.  1,  §  4  noch  in  Kraft:  Ist  f{z)  in 
jedem  Punkte  eines  abgescklossenen  Bereickes  stetig,  .30  ist  f(z) 
daselbst  gleickmaBig  stetig.  f  (z)  ist  dann  auck  endlick  im  genannten 

Bereicke. 


§  3.  Uber  die  Anderung  des  Arcus  einer  stetigen  Funktion. 

In  jedem  inneren  und  Randpunkte  eines  endlicken  durch  eine 
einzige  einfacke  gescklossene  Kurve  begrenzten  Bereichs  5  sei 

f(z)  =  u  -f-  vi 

eine  stetige,  nirgends  verscliwindende  Funktion  vou  *.  Dann  wird 


§  3.  tTber  die  Auderung  des  Arcus  einer  stetigen  Funktion. 
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die  reelle  Funktion 

(1)  <p  =  arc  f  (/) 

in  jedem  dieser  Punkte  unendlich  Meldeutig  definiert  und  zwar  so, 
da6,  wenn  y  eine  besondere  Bestimmung  von  (p  im  Punkte  z  be- 
deutet,  jede  andere  Bestimmung  daselbst  in  der  Formel 


cp  -{-  1c  =  +  1,  +  2,  •  • 


enthalten  ist.  In  der  Nake  eines  beliebigen  Punktes  z0  iassen  sicli 
demnack  die  versckiedenen  Bestimmungen  von  w  zu  eindeutigen  stetigen 


Funktionen  zusammenfassen,  was 
man  sick  geometrisck  durck  Fla- 
ckenstiicke  veransckaulicken  kann, 
deren  alle  aus  einem  einzigen  der- 
selben  durck  Versckiebung  dieses 
parallel  zur  <p-Ackse  um  ganzzak- 
lige  Vielfacke  von  2%  kervorgeken. 
Man  kann  die  Umgebung  von  z0 
auBerdem  nock  so  besckranken,  daB 
keine  Ordinate  eines  von  diesen  Flii- 


ekenstiicken  jemals  einer  Ordinate  eines  anderen  derselben  gleick  wird. 

Der  geometriscke  Ort  der  durck  die  Gleickung  (1)  definierten 
Funktion  bestekt  daker  aus  einer  Tiber  S  ausgebreiteten  Flacke,  deren 
Mantel  von  jeder  der  <p-Ackse  parallelen  Geraden,  welcke  5  durch- 
setzt,  in  unendlich  vielen  um  2tc  voneinander  abstekenden  Punkten 
getroffen  werden.  Im  iibrigen  verlauft  jeder  Mantel  in  der  Nake 
jedes  Scknittpunktes  stetig.  Die  versckiedenen  Mantel  kangen  also 
im  Kletnen  sicker  nic-kt  zusammen.  Konnen  sie  aber  nickt  vielleicht 
mi  Grofien  dock  ineinander  iibergeken.1)  Die  Verneinung  dieser 
Frage  bildet  im  wesentlicken  den  Inkalt  des  folgenden  Satzes. 

Tkeorem.-)  In  jedem  Punkte  eines  abgeschlossmen  Bereiches  S. 
ivelcher  von  einer  einzigen  einfachen  geschlossenen  Kurve  begrenzt  ist 
set  fiz)  erne  stetige,  nirgends  verschivindende  Funktion.  Setzt  man 
dann  erne  Bestimmung  der  Funktion 


dies  in  der  Tat  eintreten^ Man* betwhte^twa ‘die^ -°  ^UUte 
nno-e  i  <*  ?  ,  o  u*  L  *  unktion  /  tz)  =  z  im  Krpfa 

ai,c°h  unendlich  oft  um'dfe  <p-Ach«  windst.61"*1*™  MaDte1,  Welcher  sich 

24°K>pat7,  r  ‘I6'”  Jahre 

quet,  Fonctions  elliptiques  2.  Aufl.,  ch  2  '  ^  109;  ^r10^  Bou- 
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die  darauf  beziiglichen  Differential  satze 


(p  =  arc  f  {z) 


lan<)8  des  Ramies  von  S  stetig  fort ,  so  Jcehrt  dieselbe  nach  vollendetem 
Umlaufe  zum  Anfangswerte  wieder  mrtick. 

AAir  geben  zwei  Beweise  des  Satzes.  Dabei  beschranken  wir 
uns  auf  regulare  Randkurven.  Die  Verallgemeinerung  auf  beliebige 
Jordansche  Kurven  ist  nicht  scbwierig.  Der  erste  Beweis  verlauft 
so.  Gesetzt,  der  Satz  sei  falsch.  Dann  teile  man  S  in  zwei  Be- 
leiche  I  und  II.  Der  Gesamtzuwachs  von  cp  langs  des  Randes  von  S 
1st  offenbar  gleicli  der  Summe  der  den  beiden  Bereichen  I,  II  ent- 
sprechenden  Zuwachse.  Darum  muB  mindestens  eine  dieser  GroBen, 


etwa  die  dem  Bereich  I  entsprechende, 
von  Null  verscbieden  sein.  Jetzt  zerlege 
man  den  Bereicb  I  in  zwei  Stiicke  und 
stelle  man  dieselbe  Uberlegung  wieder  an. 
Durch  fortgesetzte  AViederbolung  dieses 
A7erfahrens  erbalt  man  eine  Reihe  inein- 
ander  eingescbacbtelter  Bereiche,  deren 


Punkt  z  von  S  bestimmen.  Demnach  gibt  es  in  jeder  Umgebuug 
von  z  eine  gescblossene  Kurve,  derart  daB  eine  Bestimmung  von  (p,  iiber 
dieselbe  stetig  fortgesetzt,  nicht  zum  Anfangswert  zuriickkehrt.  Hierin 
liegt  ein  Widersprucli,  denn  der  Satz  ist  ja  im  Kleinen  richtig. 

AVill  man  auf  die  Art  und  Weise  der  sukzessiven  Zerlegungen 

O  o  • 


von  S  naber  eingehen,  so  bietet  der  Satz  von  Kap.  5,  §  10  bereits 
die  notigen  Hilfsmittel  dazu.  Dabei  wird  einer  der  beiden  Bereiche, 
in  welcbe  der  jeweilige  Bereicb  zerfallt,  stets  ein  Bereicb  0  sein,  so 
daB  man  eventuell  zu  einem  Bereicb  6  gelangt,  wofiir  der  Satz  nicht 
gelten  soli.  Die  weitere  Zerlegung  dieses  Bereichs  gestaltet  sicb  dann 
in  ubersicbtlicber  AAreise. 

Der  zweite  vorhin  angekiindigte  Beweis  bestebt  einracb  darin, 
daB  wir  auf  Grund  des  letzten  Satzes  von  Rap.  5,  §  10  konstatieren, 
daB  sich  die  verschiedenen  Bestimmungen  von  9?  aucb  im  GroBen  zu 
eindeutigen  stetigen  Funktionen  zusammenfassen  lassen,  womit  denn 
alles  schon  in  Ordnung  ist. 

Aus  dem  vorstebenden  Satze  ergibt  sicb  ein  Beweis  des  Funda- 
mentalsatzes  der  Algebra.  Sei 


G(z)  =  a0zn  +  axz11  1  +  •  •  •  +  ,  ao  +  (>  ’ 

ein  beliebiges  Polynom.  Dann  muB  dasselbe  mindestens  fur  einen 
Wert  von  z  versch winden.  Ware  das  namlich  nicht  der  Fall,  so 
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wiirde  G(z)  in  jedem  Bereich  der  Ebene  den  Bedingungen  besagten 
Satzes  genugen.  Als  Bereich  S  nehrne  man  also  den  Kreis  \z  <B 
und  schreibe 

G(z)  =  z11  («0  +  T  + - f  J)  ‘ 

Dann  ist 

arc  G(z)  =  arc  zn  -f-  arc  (aQ  +  y  + - f  ^r)  ’ 


Fur  groBe  Werte  von  li  wird  der  Wert  der  Klammer  am  Rande 
;  z  |  =  B  von  S  beliebig  wenig  von  a0  abweicken,  d.  k.  der  die  Klammer 
darstellende  Punkt  der  Zahlenebene  wird  innerhalb  eines  Kreises 
liegen,  dessen  Mittelpunkt  der  Punkt  a0  bildet  und  dessen  Radius  so 
klein  genommen  werden  kann,  daB  der  Kreis  den  Punkt  z  =  0  nicht 
umfaBt.  Infolgedessen  wird  jede  Bestimmung  von 

arc  (aQ  a J z  ajz "), 

welche  sich  stetig  andern  soil,  wenn  z  den  Rand  von  S  beschreibt, 
zum  Ausgangswert  wieder  zuriickkehren.  Dagegen  ist 

arc£"  =  n6, 


wo  z  =  re6t  gesetzt  ist.  Darum  nimmt  arc£w  und  somit  auch  arc  G(z) 
nach  vollendetem  Umlaufe  um  2nn  zu.  In  diesem  Widerspruch  be- 
steht  der  Beweis.1) 

Zum  SchluB  leiten  wir  nocli  einen  Zusatz  ab,  dessen  Umkekrung 
im  Falle  einer  analytiscken  Funktion  f{z)  uns  spiiter  beschiiftigen  wird. 

Zusatz.  Sei  f  (z)  eine  Funktion.  die  in  alien  Punkten  von  S 
mit  Ausnahme  eines  einzigen  innern  Punktes  a  denselben  Bedingungen 
gemigt,  wie  vorhin.  In  a  soil  f  (z)  verschivinden  bzw.  unendlich  werden, 
und  zivar  so,  daft  sich  f(z)  in  der  Nahe  von  a  in  der  Form  dar- 
stellen  lei  fit: 

f(z)  =  (z-a)mep(z), 


wo  m  eine  positive  oiler  negative  ganze  Zahl  ist  und  ip(z)  eine  im 

Punkte  a  stetige  und  von  Nidi  verschiedene  Funktion  bedeutet.  La  fit 

l)  Es  sei  auch  auf  den  interessanten  Beweis  dieses  Satzes  verwiesen 

welcben  GauB  vermoge  eines  Doppelintegrals  gegeben  hat:  Werke,  Bd  3  S  107- 

Ostwald,  Klasstker  der  exakten  Wissenschaften ,  Nr.  14,  S.  61  Hieruber  vA 

man  ferner  Bocher,  „A  simplification  of  GauB’s  Third  Proof  “  4mPr  Tm  ■ 
of  Math  Rd  1  7  /'I  QQf^N  Q  ocn  •  -n  „  OOI  .  •  .  ,  -*.1 t/0U7 . 

( 189 s'  90.  p(  )’.  ?•  ;b0'  90wie  BuU-  ^mer.  Math.  Soc 2.  Reihe  Bd  1 

(  H95),  S.  205.  Eine  einfache  Darstellung  des  Beweises  findet  ’  l  i  • 

Goursat,  Cows  d’ analyse,  Bd.  l,  Nr.  142.  hndet  sich  auch  bei 
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man  nun  den  Punht  2  den  Band  von  S  durchlaufen,  so  icdchst  die 

%  Funktion  arc  f  (z)  am  2  m%. 

Zum  Beweise  bemerke  man,  daB  die  Relation  f  (z)  —  [z —  a)‘"(p(z) 
nicht  bloB  fur  eine  besckriinkte'Umgebung  des  Punktes  a  gilt,  son- 
dern  daB  ihr  Geltungsbereick  das  gauze  Gebiet  S  umfaBt.  Darurn 

hat  man  allgemein  fur  alle  Punkte  von  S,  und  also  insbesondere 

auch  fiir  deu  Rand: 

arc  /'  (*)  =  arc  (z  —  a)m  +  arc  cp  (g) . 

Intolgedessen  kehrt  der  letzte  Arcus  nack  vollendetem  Umlaufe  iu 
seinen  Anfangswert  wieder  zuriick,  wakrend  der  zweitletzte  Arcus  um 
2  m  7i  waclist. 

Sowokl  das  vorstekende  Tkeorem  als  auck  der  Zusatz  oelten 

O 

nock  fur  mekrfack  zusammenkangende  Bereicke,  sofern  man  eine  Be- 
stimmung  des  Arcus  liber  den  ganzen  Rand  in  positivem  Sinne  kin 
erstreckt,  wie  man  aus  der  Zerlegung  von  Kap.  5,  §  9  leickt  erkennt. 


9 


§  4.  Die  Ableitung. 

Wie  bei  den  reellen  Funktionen  einer  reellen  Veranderlicken, 
so  bildet  man  auck  kier  den  Differenzenquotienten 

Aw _ f(z-\-Az)  —  f(z) 

A  z  —  Az 

wo  g  einen  festen  inneren  Punkt  des  Definitionsbereicks  T  der  Funk¬ 
tion  w  =  f(e)  bedeutet  und  g  +  Az  ein  zweiter  Punkt  yon  T  sein 
soil.  Konvergiert  dann  dieser  Quotient,  als  Funktion  von  A z  allein 
betracktet,  beim  Grenziibergange  lira  A^  =  0  gegen  einen  Grenzwert, 
so  sagt  man,  f(g)  ist  fur  den  betreffenden  Wert  von  z  differ entiierbar, 
und  man  nennt  diesen  Grenzwert  die  Ableitung  von  f(z)  im  Punkte  z: 


lim  f(z  +  Az)—_f(z)  _  =  X)  w . 

a«=o  Az  1  \  y  « 

Die  allgem  einen  Differentiationsformeln  fur  reelle  Funktionen: 

I)  2{cw)  =  cDzw, 

Dz(w1  -f-  u'2)  =  I),  a\  +  D.w* ; 

Dz(wi  w  2)  =  wlD,ivi  + 

Wj  DZ  Wj  -  M’l  , 


I).  — 

z  u\ 


Wa 


D/(w)  -  D,f(w)D,w, 


•) 
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§  4.  Die  Ableituug. 

bleiben  noch  im  komplexen  Gebiete  besteben.  Audi  folgt  aus  der 
Existenz  einer  Ableitung  die  Stetigkeit  der  Funktion.  W  as  spezielle 
Formeln  anbetrifft,  so  ist  bereits  in  §  1  dargetan,  daB 

X)  z11  =  nzn~x,  n  =  einer  natiirlichen  Zabl. 

AuBerdem  ist 

D.c  —  0. 


Hieraus  beweist  man  sofort  die  Differentiierbarkeit  der  Polynome,  so- 
wie  der  rationalen  Funktionen. 

Audi  das  Differential  wird  ebenso  definiert,  wie  im  reellen  Falle. 
Hat  namlich  w  eine  Ableitung: 


so  setze  man 


lim 

A;  =  0 


A  ic 

A  z 


D.  W , 


A  w 
~Az 


=  Dtw  +  t, 


An ■  =  D.icAz  +  lAz , 


wo  also  lim  t,  =  0  ist.  Hierdurcb  wird  der  Zuwachs  Aiv  in  zwei 

A;  =  0 

Teile  zerlegt  und  zwar  a)  in  einen  Teil  DjcAz,  der  dem  Zuwacbse 
Az  proportional  ist;  b)  in  einen  Rest  der  aus  einer  unendlich 

kleinen  GroBe  boherer  Ordnung  als  A-  bestebt.  Den  ersten  Teil 
nennt  man  mit  WeierstraB  den  Hauptteil  von  Aic ,  und  dieser 
Hauptteil  ist  es,  welcben  man  als  das  Differential  dw  =  df(z)  der 
Funktion  definiert: 

dw  =  D2wAz . 

Dabei  ist  wohl  bemerkt  z  die  unabbangige  Variabele.  Unter  Bei- 
bebaltung  dieser  V oraussetzung  beweist  man  dann,  daB 

dz  =  Az 

ist.  So  kommt 

•  dw-D.uuh,  I)w  =  -W ■ 

2  dz 

Setzt  man  nun  aber  z  gleicb  einer  Funktion  einer  dritten  Varia- 
belen  t : 

z  =  cp(t), 

WO  ( p(t] )  differentiierbar  sein  soil,  so  bat  man: 

/ 

ds  =  (p\t)At . 

Auf  Grund  der  Relation 


Dtw  =  Dm  ■  D(z 
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ergibt  sich  dann,  daB 

div  =  DtwAt  =  1)  zw  I)  tz  At 
=  D.iv  dz 

V  * 

ist,  so  daB  also  die  Formel 

dw  =  I)ziv  dz 

allgemein  gilt,  auch  wenn  w  und  z  als  Funktionen  eines  Parameters  t 
dargestellt  sind. 

Bisweilen  will  man  der  Variabelen  z  —  x  -j-  yi  die  Bedingung 
unterwerfen,  auf  einer  bestimmten  Kurve 

x  =  “(4  y  =  xW 

zu  bleiben,  wo  «,  ^  reelle,  mit  stetigen  Ableitungen  erster  Ordnun 
x=n'{X),  y'=i(X)  versehene  Funktionen  der  reellen  Variabelen 
bedeuten.  Unter  dz  verstekt  man  dann  die  Funktion 

dz  =  {x  -f-  y  i)dk ,  dX  =  AX, 

und  es  gilt  aucb  liier  die  Relation 

dw  =  D.wdz  =  Dziv(x'  +  y'i)dX . 

Den  hoheren  Differentialen  d2w,  d*w,  .  .  .  eine  selbstandige  Be- 
deutung  beizulegen,  ist  zwecklos.  Man  faBt 

d- iv  d,liv 

dz*  ’  '  "  d71'’  '  ’ 

bloB  als  eine  Bezeicknung  fiir  die  zweite,  .  .  .  wte,  .  .  .  Ableitung  der 
Funktion  w  =  f{z)  in  bezug  auf  z  auf. 

Aufgabe.  In  einem  Punkte  z0  moge  f(z)  mit  einer  Ableitung 
versehen  sein  und  iiberdies  Kings  einer  von  z0  ausgehenden  Kurve 
einen  konstanten  Wert  behalten.  Man  zeige,  daB  dann  f'fz0)  =  0  ist. 

§  5.  Analytische  Funktionen. 

Hat  eine  Funktion  von  z  in  jedem  inneren  Punkte  eines  Be- 
reicbes  T ,  in  welcbem  sie  definiert  ist,  eine  stetige  Ableitung,  so 
beiBt  sie1)  analytisch  im  Bereiche  T.  Sie  verbalt  sicb  analytisch  in 
einem  Piinlde  z  =  £0,  wenn  sie  in  der  Umgebung  dieses  Punktes  ana¬ 
lytisch  ist.  Der  Vereinbarung  von  §  2  gemaB  werden  ja  hier  nur 

1)  Die  Bezeicbnungen  holomorph  und  regular  werden  auch  im  Sinne  von 
analytisch  gebraucht. 


>•  CJQ 
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§  5.  Analytische  Funktionen. 


solche  Funktionen  in  Betracht  gezogen,  welche  in  ihrem  Defimtions- 
bereiche  eindeutig  sind,  so  dab  also  die  vorstehende  Definition  die 
Eindeutigkeit  der  Funktion  im  Bereicbe  T  sclion  zur  Voraussetzung  hat. 

Uber  diese  Definitionen  ist  nun  folgendes  zu  bemerken.  Auf 
(ji’und  des  spater  zu  besprechenden  Groursatschen  Satzes  (vgl.  Kap.  i, 
§16)  erweist  sich  die  Forderung  der  Stetigkeit  der  Ableitung  als 
fiberfliissig,  da  namlich  die  bloBe  Existenz  einer  Ableitung  in  jedem 
Punkte  eines  Bereiches  ilire  Stetigkeit  schon  nach  sich  zieht.  Nach- 
dem  also  dieser  Satz  einmal  dargetan  ist,  liegt  es  nahe,  die  obigen 
Definitionen,  wie  folgt,  zu  formulieren:  Eine  Funktion  lieiBt  analytisch 
in  einem  Punkte,  wenn  sie  in  diesem  Punkte  eine  Ableitung  besitzt. 
Sie  heifit  analytisch  in  einem  Bereiche,  wenn  sie  sich  in  jedem  Punkte 
dieses  Bereiches  analytisch  verhalt. 

Im  iibrigen  bleibt  vor  der  Hand  daliingestellt,  ob  der  Bereich  T, 
in  welchem  wir  die  Funktion  gerade  betrachten,  nicht  eventuell  einer 
Erweiterung  fahig  sei,  oder,  wie  man  sich  wohl  auszudriicken  pflegt, 
ob  die  Funktion  nicht  fiber  T  hinaus  analytisch  fortgesetzt  werden 
konne.  Dieser  Frage  wird  in  einem  spateren  Kapitel  eine  genaue 
Untersuchung  gewidmet.  Mit  ihrer  Erledigung  kommt  erst  die  voll- 
standige  Definition  einer  analytischen  Funktion  zu  stande.  Immerhin 
werden  wir  einstweilen  jede  Funktion  als  analytisch  bezeichnen.  welche 
sich  in  einem  bestimmten  Bereiche  analytisch  verhalt. 

Aus  den  Entwicklungen  des  vorhergehenden  Paragraphen  findet 
man  eine  Reihe  \on  featzen  fiber  analytische  Funktionen. 

Sind  die  Funktionen  f{z)  and  cp(z)  beide  in  einem  Bereiche  bzw. 
m  einem  Punkte  analytisch,  so  yilt  das  ndmliche  von  den  Funktionen 


f(z)  -f  <p(z),  f{z)<p(z) 

und,  sofern  y{£)  daselbst  nicht  verschivindet,  auch  von  der  Funktion 

f{z) 

<p(z) 


.  Ist  eme  im  Punkte  «„  analytische  Funktion 
femer  <p(e)  eme  im  Punkte  *0  analytische  Funktion 
den  Wert  w„  annimmt,  so  ist  /  (,,),  als  Funktion  von 
Jrunkte  z0  analytisch. 


von  to  und  ist 
von  z,  die  dort 
z  betrachtet,  im 


Wir  ffigen  noch  den  Satz  hinzu,  daB  sich  flip 
d.'e  8ebrocl«“  rationalen  Funktionen  in  jedem  P„!kte  T7“ 
ebene,  m  welchem  sie  endlich  bleiben,  analvtiseb  Verhalt, o 

Osgood,  Funktionentheorie.  I.  2.  Aafl.  ‘  °  VeillalteU. 
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§  6.  Die  Cauchy-Riemannschen  Differentialgleicliungen. 

Eme  notwendige  Bedingung  fiir  das  Vorbandensein  einer  Ab- 
leitung  erbalt  man,  wie  folgt.  Sei 


iv  =  u  -f  vi  =  f  (z) 


eine  Funktiou  yon  z,  die  im  Punkte  z  =  z0  eine  Ableitung  zulaBt. 
Dann  konvergiert  der  Differenzenquotient  Aw/Az  gegen  ein  und 
denselben  Grenzwert,  Dzw,  wie  aucb  immer  der  Grenziibergang 
lim  A z  =  0  stattfinden  moge.  Insbesondere  wollen  wir  nun  A z 
zuerst  reelle  und  darauf  rein  imaginare  Werte  durchlaufen  lassen. 
So  kommt 


lim 

Aj  =  0 


Aw 
A  s 


=  lim 

Al  =  0 


A xu  -f-  iAxv 

Ax 


lim 

*!/=  0 


A yu  -{-  iAijV 
iAij 


} 


und  man  erbalt  also: 

(i) 


D,iv  = 


dw 
d  x 


1  div 
i  dy  ' 


Trennt  man  hier  reelles  und  rein  imaginares,  so  gelangt  man  zu  den 
Cauchy- Hiem  an n sch en  D i ft erentialgleichungen : *) 


dv 

dy 

(  v 
dx 

als  eine  notwendige  Bedingung  dafiir,  dafi  die  Funktiou  f(x)  eine  Ab¬ 
leitung  zulasse. 

Umgekebrt  seien  u,  v  zwei  reelle  Funktionen  der  beiden  reellen 
Yariabelen  x,  y,  welcbe  in  der  Umgebung  eines  Punktes  (x0,  y0)  mit 
alien  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  ausgestattet  sind.  Letztere 
sollen  auBerdem  den  Gleicbungen  (2)  genilgen.  Ferner  besitze  sowohl 
u  als  v  im  Punkte  (x0,  y0)  ein  vollstandiges  Differential,  d.  b.  wenn  man 


00 


c  u 
dx 
du 
dy  ~ 


1)  Diese  Differentialgleichungen  treten  bereiis  bei  d'Alembert  auf,  hssai 
ctune  nouvelle  theorie  de  la  resistance  des  fluides,  Pans,  1752.  Sie  waren  auch 
Sr '%£)  und  Lagrange  (1762/65)  bekannt. 

Abhandlungen  von  Stackel,  Bibliotheca  Mathemahca,  3.  Reffe,  1  190  )> 

S  109  sowie  ibid  Bd.  2  (190 1),  S.  Ill;  ferner  Bnzyklopadic  2B1 ,  §  2.  Die  tie 
deutung  dieeer  Differentialgleiclmngen  fiir  die  moderne  Funktionentheorie  *uid 
ielt  fon  Cauchy  und  Riemann  erkannt.  LeWerer  macht  e,e  ■»  -mar  Inau- 
guraldiaaertation,  GOUingen,  1851,  geradezu  zum  Ansgangapunkt 
rheorie 


§  6.  Die  Cauchy-Riemannschen  Differentialgleicliungen. 

Au  =  u(x0  +  Ax,  yQ  +  Ay)  —  u(x0,  y0) 

=  Az  +  A y  +  q(Ax,  Ay) 
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dx0 


setzt,  so  soli  q(Ax,  Ay)  unendlicb  klein  von  einer  hoheren  Ordnung 
als  Ax ,  Ay  werden,  und  zwar  in  dem  Sinne,  dafi 


lim 

A,=o,Ay=o  A*'  +  Ay 


= 0 


ist.  Diese  Bedingung  wird  stets  erfiillt,  falls  die  Ableitungen  cu/cx 
und  cu/cy  in  der  Umgebung  des  Punktes  ( x0 ,  y0)  stetig  sind. 

In  alinlicher  Weise  sei 


Av 


0  A x  +  hrAy  +  &y)} 


dx. 


wo 


lim 


dVo 
o'( Ax,  Ay) 


A*  =  0,  Ay  =  0  A*  +  AV 


=  0 


ist.  Dann  laBt  u  -j-  vi,  als  Funktion  von  z  =  x  -f  yi  betraebtet,  eine 
Ableitung  zu.  In  der  Tat  ist 


A  z 


dx<> 

Ax  -f  iAy 


cJo _ e( Ax,  Ay)  +  io(Ax,  Ay) 

Ax  -f-  iAy 


Der  erste  Term  reckts  kann  nocli  vermoge  der  Relationeu  (2)  auf  die 
Form  gebracht  werden: 


+  (A*+,Ai'> 

Ax  -f  iAy 


,  •  fop 
dx0  dx0’ 


nnd  hangt  somit  von  Ax  und  A y  nicbt  mehr  ab.  Was  den  zweiten 
leitun-^^  ^  S°  1St  naCb  den  Ungleichungen  W  und  (III)  der  Ein- 


0 (A x.  Ay)  -j- 1® (A x ,  A y) 
A x  -f  iAy 


<  T/2  fie  (Ax,  Ay)  j  o(Ax,  Ay)  ) 

=  >  A  as  +  |  Ay  |  +  ~A )  ‘ 

SriK  der  Differenzenquotient  A,/A,  gegen  einen 


lim  A'-  =  du- 


A2  =  o  Az 


j®  •  a  y0 


gendetU;^;rSXhenden  E"1U“^  ««-t  man  den  fob 


15* 
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Theorem.  In  einem  gegebenen  Bereiche  T  seien  u  und  v  zivei 
reelle  eindeutige  Funldionen  der  bciden  reellen  Variabelen  x,  y,  welche 
uberdies  mit  stetigen  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  ausgestattet 
sind,  und  man  bilde  die  hmplexe  Function 

iv  =  u  +  vi  =  f(z). 

Damit  sick  dann  f  (z)  im  Bereiche  T  analytisch  verhalt ,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daft  u  und  v  den  Cauchy -Biemannschen  Differential- 
gleichungen  Genii ge  leisten: 


du  dv  du  dv 

dx  dy  1  dy  dx 

1st  diese  Bedingung  erfullt ,  so  hat  man : 


Beispiel. 


d  rv  Id  w 
dx  i  dy 


Sei 


du 

dx 


+  i 


dv 

dx 


Dann  ist 


du 

dx 


w  =  u  -\-  vi  =  ex  cos  y  +  sin  y  . 

dv  du  ■ 

e?  cos  y  =  Cl  ,  —  =  —  e?  sin  y  = 

J  dy’  dy 


dv_ 

dx 


Mithin  laBt  diese  Funktion  w  fiir  alle  Werte  von  z  =  x  yi  eine  Ab- 
leitung  zu  und  zwar  ist 


Aufgabe  1.  Hat  eine  Funktion  f  {z)  in  jedem  Punkte  eines  Be- 
reiches  T  eine  verschwindende  Ableitung: 

=  o, 

so  ist  f(z)  in  T  konstant.  ,(Vergleiche  S.  57,  Satz.) 

Aufgabe  2.  Sind  f(z )  und  <p(z)  zwei  Funktionen,  deren  Ablei¬ 
tungen  in°  jedem  Punkte  eines  Bereiches  Tmiteinander  iibereinstimmen : 

f\z)  =  (p'{z), 

SO  imterscheiden  sich  diese  Funktionen  in  T  voneinander  ttberhaupt 
nur  um  eine  additive  Konstante: 

f(z)  =  <p(e)  +  /■'.  j 

Aufo-abe  3.  Man  beweise  durch  direkte  Ausfukrung  des  Grenz 
ttbergangs,  daB  bei  Einftthrung  von  Polarkoordinaten  die  Cauchy- 
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g  C.  Die  Cauchy- Riemannschen  Differentialgleichungen. 
Riemannschen  Differentialgleichungen  die  horm  annehmen: 


(3) 


Im  iibrigen  ist 


’  d  u _ 1  dv 

dr  r  dqp’ 

dv  1  du 

dr  —  r  dy' 

(lie  .  dw  _  11  dw 

dz  dr  i  r  dy  ’ 


wo  A  =  cos  (p  —  i  sin  cp  ist. 

Anfgabe  4.  Man  zeige,  daB  sich  die  Funktion 


w  =  log r  +  cpi,  —  x  <cp<x , 


wo  z  —  r  (cos  (p  -f-  i  sin  (p )  gesetzt  ist,  in  jedern  Punkte  z  ={=  0  ana- 
Ivtisch  verhalt. 

Anfgabe  5.  Im  Punkte  P  eines  Bereiches  T  mogen  sich  zwei 
Kurven  PA,  PH  unter  einem  rechten  Winkel  schneiden.  Hire  Bogen- 
lange,  von  P  aus  geinessen,  werde  mit  6  bzw.  r  bezeichnet.  Den 
Tangenten  PA  und  PB  in  P  nidge  als  positive!'  Sinn  derjenige  bei- 
gelegt  Averden,  welcher  dem  Avachsenden  Parameter  a  bzAv.  x  der  zu- 
gehorigen  Kurve  entspricht;  im  iibrigen  sollen  diese  Tangenten  mit 
Riicksicht  aui  ihren  Sinn  so  gegeneinander  orientiert  sein,  wie  die 
reelle  gegen  die  imaginare  Achse.  Man  zeige,  daB  dann 

du _ dv  du  dv 

do  dr  ’  dr  do 

1st. 

Aufgabe  <>.  Man  leite  die  Forme! n  der  3.  Aufgabe  mittels  der- 
jenigen  der  5.  Aufgabe  ah. 

Auigabe  7.  \  erhiilt  sich  eine  Funktion 


f  (x  -j-  iy)  =  P  (cos  0)  -j-  i  sin  &) 
in  einem  bestimmten  Bereiche  analytisch,  so  ist  dort 


sowie 


dR _  p  d& 
dx  ‘  dy * 


dR  =  _  d& 
dy  dx  7 


f\z)  __  d  log  R  .  d® 
t  (?)  dx  '  1  dx  ' 


auch 


Man  leite  die  entsprechenden.  Relation 
2  cJurc^  Polarkoordinaten  ausgedriickt 


en  fiir  den  Fall  her,  daB 
Avird:  z  —  r  cos  6  -(-  i  sin  0. 
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Aualjtische  Funktionen  und  die  darauf 


beziiglichen  Differentialsatze. 


§  7.  Die  Umkehrfunktion. 

Besitzt  eine  reelle  Funktion  einer  reellen  Veranderlichen, 

y  =  f(x), 

m  der  U mgebung  des  Punktes  x  =  xQ  eine  stetige  Ableitung  und  ist 

ferner  /  (ar0)  4=  0,  so  laBt  f(x)  in  der  Nahe  dieses  Punktes  eine  ein- 
deutige  Umkelirung  zu: 

x  =  <p(y), 

wo  cp  eine  stetige  Funktion  yon  y  in  der  Nahe  des  Punktes  y0  =  f(x0) 
1st  und  eine  stetige  Ableitung 


<p'{y)  =  1  !f{x) 


hat;  vgl.  Kap.  1,  §  6,  Aufgabe  5. 

Ein  analoger  Satz  gilt  auch  im  Kleinen  fur  F unktionen  einer 
komplexen  GroBe. 


Satz.  Sei  f (z)  eine  im  Punkte  z  =  sQ  analytische  Funktion  von 


z  und  sei  ferner  f'  (z0)  4=  0.  Man 
betrachte  eine  Umgebung  T  von  z0 : 
j  z  —  zQ  <  h,  worin  sich  f(z)  analy- 
tisch  verb  alt.  JBei  geeigneter  Wahl 
von  h  kann  man  dann  in  der  w-Ebene 
eine  Umgebung  E  von  w0 :  \w  —  w0<.  k 
so  bestimmen,  daf>  die  Gleichung 

iv  =  f{z) , 


wobei  w  einen  beliebigen  Punkt  von  E  bedeidet,  eine  und  nur  eine  in 
T  enthaltene  Losung  z  zuldft.  Die  solchergestalt  bestimmte  Umkehr- 
*  funktion 

z  —  cp  (w) 


ist  in  E  analytisch,  und  es  besteht  im  iibrigen  die  Relation: 


V  O)  =  ffi)- 

Der  Beweis  ergibt  sich  sofort  aus  deni  Satz  liber  die  Uinkeh- 
rung  zweier  reellen  Funktionen,  Kap.  2,  §  6.  Im  vorliegenden  Falle 

wird  man 

iv  =  u  +  vi  =  /  (x  +  yi) , 


u  =  ip  (x,y),  v  =  03  (pc,  y) 


also 
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xu  setzen  haben.  Dabei  besitzen  die  Funktionen  o,  stetige  erste 
Ableitungen,  welche  den  Caucby-Riemannschen  Different, algleicbungen 
genttgen  Infolgedessen  lSBt  sicb  die  Jacobische  Determinant*  auf 


die  Form  bringen 


d  u 

d  u 

C  X 

dy 

dv 

dv 

dx 

dy 

woraus  man  ersieht,  daB  dieselbe  im  Punkte  l/0,  y0)  niclit  ver- 
scbwindet.  Hiermit  sind  alle  Yoraussetzungen  des  genannten  Existenz- 
theorems  erfullt,  und  darum  steht  die  eindeutige  Umkehrbarkeit  des 

genannten  Gleichungspaares  test. *) 

Es  bleibt  nur  nock  zu  beweisen  iibrig,  daB  die  solchergestalt  ge- 
wonnene  Funktion  z  =  (p  (w)  sich  in  jedem  Punkte  von  2.  analytisch 
verhalt.  DaB  cc,y,  als  Fnnktionen  von  u,  v  betrachtet,  stetige  erste 
Ableitungen  haben,  besagt  schon  der  soeben  in  Anwendung  gebrachte 
Satz.  Diese  genugen  ferner  den  Cauchy-Riemannschen  Dilferential- 
gleichungen 

®  °  e,  ^  -"I  o 

cx dy  ox dy 

da  d v ’  dv  da7 


wie  man  nachrechnen  kann. 

Noch  einfacher  ist  indessen  der  folgende  direkte  Beweis.  Man 
vyID  doch  feststellen,  daB  Az/Aw  gegen  einen  Grenzwert  konvergiert, 
wenn  Aw  dem  Wert  0  zustrebt.  Nun  ist  einerseits 


lim 

A  ;  =  0 


A  to 
A  z 


-rw  +  o, 


wo  A  z  die  unabhangige  Yariabele  ist,  wahrend  man  andererseits 


Az  _  1 
Aw  Aw 
Az 


hat,  wobei  Aw  jetzt  als  unabhangige  Variable  aufgefaBt  werde.  LiiBt 
man  bier  Aw  gegen  0  abnehmen,  so  nahert  sich  wegen  der  Stetigkeit 
von  cp  (w)  auch  Az  der  0,  ohne  jedoch  wegen  der  umkehrbaren  Ein- 
deutigkeit  der  Beziehung  diesen  Wert  jemals  zu  erreichen.  Daraus 
erkennt  man,  daB  die  rechte  Seite  dieser  Gleickung  einem  Grenzwert 


1,  Man  erh'alt  hiermit  allerdings 
,  es.  Ymktes  w0  =  uQ  iv0.  Daraus 
kreisformige  Umgebung  ausschneiden. 


zunachst  eine  quadratformige  Umgebung 
kann  man  aber  offenbar  die  gewiinschte 
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zustrebt,  und  zwar  der  GroBe  1  //».  AuBerdem  ist  evident,  daB  diese 

Funktion  erne  stetige  Funktion  von  w  ist,  und  hiermit  ist  der  Beweis 
fertig: 

dz  .  1 

Thi  =  f  O')  =  /■>)  • 

Osni  Boicicb  _  entspricht  hiom&ch  ©in  inncrhalb  T  gelegen6s 
den  Punkt  z 0  enthaltendes  Kontinuum  S  der  ^-Ebene. 


§  8.  Konforme  Abbildung.1) 

Durch  eine  analytisehe  Funktion  tv  =  f(z)  wird  nach  dem  vor- 
hergebenden  Paragraphen  eine  ein-eindeutige  stetige  Abbildung  der 
Umgebung  eines  Punktes  e  =  z0,  in  welchem  f(z)  sicli  analytisch 
verbalt  und  f'(z)= )=  0  ist,  auf  eine  Umgebung  des  entsprechenden 
Punktes  w0  =  f(z 0)  der  'W-Ebene  definiert.  Wir  wollen  jetzt  auf  die 
Beschaffenbeit  dieser  Abbildung  naber  eingeben,  indem  wir  zeigen, 
daB  kleine  Figuren  des  einen  Bereicbs  in  annahernd  abnlicbe  Figuren 
des  anderen  Bereicbes  iibergeben. 

Die  Funktion  tv  =  az  -f  Zu  dem  Elide  wollen  wir  zunachst 
die  durcb  die  spezielle  Funktion 


(1)  w  =f(z)  =  az  +  b,  f\z  0)  =  «  +  0, 

definierte  Abbildung  untersueben.  Hier  ist 


(2) 

Setzen  wir 


so  ergibt  sich,  daB 


tv  —  tv Q  =  a  (z  —  z0) . 

z  —  z0  —  r  (cos  (p  -f  i  sin  q>) , 

w  —  tv o  =  E  (cos  <P  -+-  i  sin  &) , 

a  =  A  (cos  a  -f  i  sin  a) , 

E  =  A  r ,  =  qp  -f  « 


ist.  Um  diese  Transformation  geometriscb  bequem  zu  deuten,  spalten 
wir  dieselbe  m  zwei  Transformationen . 


(I) 


|  r  =  r, 

\  (f  ==  (p  +  a , 


(II) 


|  E  =  A? , 
!  <X>  =  a? . 


1)  Die  Resultate  dieses  Paragraphen  sind  bereits  alle  in  Rap.  § 
kalten.  Immerhin  diirfte  die  einfache  selbstandige  Herstellung  der  analytisehe 
Grundlage  fur  dieselben  vermoge  komplexer  Vanabelen  schon  an  un  ur  s  , 
von  Interesse  sein. 
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Denken  wir  uns  die  z-  und  die  w-Ebene  wie  zwei  Blatter  I  apiei 
aufeiuauder  gelegt,  mid  zwar  so,  daB  die  Puukte  z0,  tv0  iibereinandei 
zu  liegen  koramen,  wahrend  die  reelle  und  die  rein  imaginare  Achse 
der  einen  Ebene  der  reellen  bzw.  der  rein  imaginaren  Achse  der 
anderen  Ebene  parallel  laufen  und  gleichen  Sinn  haben,  so  wild,  dei 
Transformation  (I)  entsprechend,  die  ^-Ebene  uni  den  festen  I  unkt  ~q 
durch  den  Winkel  cc  gedreht  und  darauf,  der  Transfoimation  ill  ■ 
o-emaB  einer  Ahnlichkeitstransformation  mit  deni  Ahnliclikeitsver- 
haltnisse  A  unterworfen,  wobei  z0  wiederum  festbleibt.  Auf  diese 
Weise  werden  die  Punkte  der  urspriingliehen  £-Ebene  in  solche  iiber- 
gefiilirt,  welclie  auf  die  festgebliebene  /r-Ebene  projiziert  die  Ab- 
bildung  (1)  gerade  bewirken.  Hiermit  sind  wir  zum  folgenden  Satze 
gefiilirt. 

Bareli  die  Funktion 


tv  =  f(g)  =  az  +  l),  f(e 0)  =  a  4=  0, 


wird  eine  belicbige  Figur  der  z-Ebene  auf  eine  ahnliche  Figur  der 
iv-Ebene  abgebildet.  Bas  Ahnlichkeitsverhdltnis  hat  den  Wert  f'(z0)  , 
und  die  Abbildung  erscheint  um  den  Punkt  iv0  durch  den  Winkel 
arc  f'  (zQ)  vcrdreht. 

Bie  allgemeine  analylische  Funktion  tv  =  f{z).  Die  soeben  be- 

spiochene  Abbildung  ist  fiir  die  durch  eine  beliebige  analytische 

Funktion  iv  =  /  (z)  definierte  Abbildung  vorbildlich,  wofern  man  sich 

auf  eine  kleine  Umgebung  ernes  Punktes  £0  beschrankt,  in  welchem 

/  ( ~o)  mcht  verschwmdet.  Aus  der  Beziehumr 

© 


i-  Am?  . 

Inn  r  =  f  (zA 

4:  =  |)  V  0 


folgt  namlich: 


(3) 


•  Am? 

A Vz 


t  (z<j)  +  l,  A IV  =  f\zf)  A  Z 


wobei  t  zugleich  mit  A«  gegen  0  tonvergiert  und  also  fur  eine 
eine  mge  ung  1  lies  Punktes  z0  dem  absoluten  Betrage  naelr  klein 
b  eibt.  Genauer  gesagt:  Nimmt  man  eine  positive  GroBe  a  beliebio 
Uem  an,  etwa  gle.ch  einem  Hundertstel  oder  einem  Tausendstel  von 

Nun  definiert  aber  nacl,  dem  Vorhergebenden  die  Gle’ichig  *  " 

^4  )  •  dui  =  f'(z0)  Az 
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eine  Abbildung  von  7  auf  die  Umgebung  you  ic0,  wobei  jede  Figur 
von  T  in  eine  iilinlicbe  Figur  der  w-Ebene  verwandelt  wird.  Aus  (3) 
gebt  dann  Fervor,  daB  die  wirkliche  Abbildung  w  —  f  (z)  nur  ver- 
haltnismaBig  wenig  you  dieser  abweicbt  uud  insbesondere  auch  eine 
solclie  ist,  wofiir  der  Habitus  der  urspriinglicben  Figur  erbalteu  bleibt. 
In  der  Tat  ergibt  sicli  aus  (3)  und  (4),  daB 


ist.  Hieraus  Fndet  man  (Ygl.  die  Einleitung,  Formeln  (I)  und  (II)): 

!  dW  '  “  |  f'(20)  |  5  dW  \  I  Aw  i  <  I  dw  I  +  f[Zo)  ,  I dw  !  1 

arc  dw  —  arc  sin  .  .  <  arc  &iv  <  arc  dw  +  arc  sin  >  £-—  , 

I  t  {zo)  I  I  t  \~o)  I 

so  daB  also  der  Bildpunkt  ic0  +  Aw  des  Punktes  A z  von  dem 
Bildpunkte  w0  +  dw  desselben  Punktes  um  eine  Entfernung  abstebt, 
welcbe  im  Vergleich  zur  Entfernung  \dw\  klein  ist,  und  zwar  ist  die 
relative  Abvceicbung  um  so  kleiner,  je  naber  der  Punkt  z  dem  Punkte 
Zq  gelegen  ist. 

Bisber  ist  der  Punkt  z0  als  fest  angesebeu  worden.  Indessen 
o-ilt  eine  ahnlicbe  Abscbatzung  fiir  \Aw\  und  arc  Aiv  aucb  gleicb- 
maBig  fur  eine  bestimmte  Umgebung  des  Punktes  z0.  Die  GroBe  % 
bangt  aber  jetzt  sowobl  von  Az  als  aucb  von  z  ab,  und  die  ge- 
wiinschte  Relation:  £  <C  £  fur  jedes  Punktepaar  z ,  z  - j-  Az  einei 
bestimmten  Umgebung  von  z0,  erfolgt  erst  unter  Herauziebung  dei 
Mittelwertsatze,  abnlich  wie  in  §  6.  An  Stelle  von  \f(e0)  |  wird 
endlicb  die  untere  Greuze  von  \f\z)\  in  der  genannten  Umgebung 

treten. 

Hiermit  ist  die  Grundlage  geschaffen  sowohl  fiir  den  ScbluB,  daB 
die  durcb  (3)  debnierte  Abbildung  Conform  ist: 

dS  =  31  ds, 

W°  dS=  dw\,  ds  ==  Az  j ,  3f  =  f'(z)  | 

ist,  als  auch  daftir,  daB  diese  Abbildung  winkeltreu  ist: 

©  =  6  -j-  a, 

W°  ©  =  arc  die ,  0  =  arc  Az ,  cc  =  arc  /  (z). 

Wegen  des  Beweises,  daB  eine  jede  dieser  beiden  Eigenschaften  die 
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andere  stets  nach  sich  zieht,  sowie  behufs  einer  eingehenden  Er- 
lauterung  des  geometrischen  Sachverhalts  in  Bezug  auf  die  Abbildung 
kleiner  Figuren;  vergleiche  man  die  bereits  zitierte  Stella,  Ivap.  27 
§  7,  Ende. 

Bei spiel.  Durch  die  Funktion 


also 


u  =  X 


W  =  Z~  ■ 


y 


V 


=  2 


XIJ 


wird  der  erste  Quadrant  der  #-Ebene  auf  die  obere  Halfte  der  w- 
Ebene  konform  abgebildet;  vgl.  Kap.  2,  §  7,  Fig.  23. 


§  9.  Zwei  geographische  Karten. 

Die  Kartographie  hat  zur  Aufgabe,  die  Oberflache  einer  Kugel 
auf  eine  Ebene  abzubilden.  Da  dies  oline  Verzerrung  nicht  angeht, 
so  verlangt  man  wolil  entweder  a)  die  approximative  Erhaltung  der 
Gestalt  oder  b)  die  genaue  Erhaltung  des  Flacheninhalts  der  Figuren. 
Im  Falle  a)  wird  die  Abbildung  eine  konforme.  Es  gibt  zwei  in  der 
Praxis  vielfach  verwendete  derartige  Abbildungen,  und  zwar  a)  die 
stereographische  Projektion  des  Ptolemaus,  b)  die  Mercatorsche 
Karte.1) 

a)  Die  stereographische  Projektion. 

Im  Siidpol  A  der  Erdkugel  konstruiere  man  die  Tangentialebene 
und  durch  den  Nordpol  0  lege  man  einen  veranderlichen  Strahl, 
welcher  die  Kugel  zum  zweiten  Mai  im  Punkte  P  und  die  Ebene 
dann  im  Punkte  Q  trifft.  Damit  wird  die  Kugeloberflaehe  mit  Aus- 
nahrne  des  Nordpols  ein-eindeutig  und  stetig  auf  die  Ebene  bezogen. 

Die  Verwandtschaft  ist  eine  isogonale.  Zunachst  sieht  man  namlich, 

<laB  die  Breitenkreise  in  eine  Sckar  konzentrischer  Kreise,  die  Liingen-’ 

kreise  in  den  senkrecht  darauf  stekenden  Strahlbiischel  der  Ebene 

Gbergeben.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  Q  der  Ebene,  dem  der 

Punkt  P  der  Kugel  entspreche,  ziehe  man  nun  eine  Kurve  C  und 

bezeichne  das  Abbild  derselben  auf  der  Kugel  mit  F  Zur  Be- 

grdndung  der  isogonalen  Eigensehaft  muB  man  dann  folcende  Kela- 
tion  nachweisen: 

(1‘-  *£ 

insbesondlre  Nr/r  Llteratur  vergleiche  man  PnzyMopddie,  III  D  6  a,  Voss, 
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wo  PX  die  Tangente  des  Langenkreises  durch  P  und  Pg,  QM  bzw. 
die  Tangenten  von  r,  C  in  P,  Q  bedeuten;  dem  Langenkreise  APO 
entspricht  ja  die  Gerade  AQL.  Durch  die  Geraden  PQ,  Pg  lege 


man  die  Ebene  91;  diese 
Ebene  scbneidet  die  Pro- 
jektionsebene  in  der  Tan¬ 
gente  QM  der  Kurve  C, 
da  sie  den  durch  0  als 
Spitze  und  F  als  Direk- 
trix  bestimmten  Kegel  in 
P  beriihrt,  wiihrend  an- 
dererseits  C  die  Durch- 
dringungskurve  dieses 
Kegels  mit  der  Projek- 
tionsebene  bildet.  Die 
beiden  Ebenen  X  P  u , 
L  QM  (also  die  Tangen- 
tialebene  der  Kugel  in  P 
und  die  Projektionsebene) 


Fig.  57. 


stehen  senkrecht  auf  der  Langenebene  9JJ.  Um  die  in  Aussicht  genom- 
mene  Relation  (1)  zu  erhalten,  geniigt  es  also  zu  zeigen,  dab  die 
Schnitte  TP  und  TQ  dieser  Ebenen  mit  9)1  gleiclie  Winkel  mit  PQ 
bilden:  a  =  /3?  denn  daraus  folgt,  dab  die  beiden  in  (1)  auftretenden 
Winkel  Spiegelbilder  voneinander  in  Bezug  auf  die  durch  T  gelegte, 
die  Gerade  PQ  rechtwinklig  schneidende  Ebene  sind.  Dies  ergibt  sich 
aber  sofort  aus  den  Satzen  der  Elementargeometrie;  da  sowobl 
<£  TP  Q  =  a  als  $:TQP  =  P  die  Halfte  des  Kreisbogens  PO  zum 
Mabe  haben,  womit  denn  der  Beweis  erbraclit  ist. 

Betracbten  wir  die  Kugel  von  auben,  die  Ebene  von  derjenigen 
Seite  aus7  an  welcher  die  Kugel  liegt,  so  haben  wir  es  mit  einer 
isogonalen  Verwandtschaft  mit  Umlegung  der  Winkel  zu  tun.  Be- 
trachten  wir  dagegen  die  Kugelflache  und  die  Ebene  von  einem 
innerhalb  der  Kugel  gelegenen  Punkte,  oder  auch  von  derjenigen  Seite 
der  Ebene,  an  welcher  die  Kugel  nicht  liegt,  so  werden  die  Winkel 

nicht  umgelegt. 


Die  Abbilclung  ist  eine  konforme.  Es  handelt  sich  darum  zu 


zeigen,  dab  die  Relation 

O  / 


da  =  Mds 


erflillt  ist,  wo 


sich  da  auf  (lie  Kugel,  ds  auf  die  Ebene  bezieht.  Der 
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Punkt  A  sei  der  Anfangspunkt  ernes  rechtwinkligen  Koordinaten- 
svstems  (*,  y)  der  Ebene,  sowie  (?,  ,,  5)  des  Raumes,  wobe.  die  |- 
ipAchsen  tew.  mit  den  rAchsen  zusamraenfallen  und  auch 
positive  £-Ackse  durcli  den  Mittelpunkt 
der  Kugel  gekt.  Diese  kabe  deu  Durcli- 
messer  1;  ikre  Gleickung  iautet  dann, 
wie  folgt: 

(2)  r  +  ^  +  = 

Setzt  man  nock  S  P  =  r ,  A  Q  =  mul 
bezeicknet  man  die  Koordinaten  von  P,  Q 
bzw.  mit  (|,  y,  £),  (x,  y),  so  kommt: 


r 

T 

x 


r 

1— 1 

v_ 

n 


r 

r 


Fig.  58. 


woraus  sick  dann  die  analytische  Darstellung  der  stereograpkischen 
Projektion  ergibt: 


X  = 

i 

y  = 

r~  =  — 

1  —  t  7 

\°) 

i-.:7 

1  —  £ 7 

(4) 

C  _ 

X 

y  = 

V 

9 

t  _  r 

1  +  r2  • 

b 

r+F7 

1  +  1- 7 

Zwiscken  ds~  =  dx2  -f  dy2  und  da'2  =  d%-  +  dy2  +  d£2  bestekt  dem- 
nach  die  Relation: 


(5) 

(6) 


dx~  -(-  dy~  = 


d%2  +  dy2  +  dl2  = 


(i  —  £r 
dx'  +  dy s 


(1  +  r*)*  • 

Hieinait  erweist  sick  die  stereograpkische  Projektion  als  eine 
konfoime  Abbildung.  Die  siidlicke  Halbkugel  geht  in  das  Innere 
de^  Einheitskreises  iiber.  Dagegen  wird  die  Umgebung  des  Nordpols 
stark  vergrofiert  und  in  entlegene  Teile  der  Ebene  geworfen.  Um 
dem  abzukelfen,  projiziert  man  die  nbrdlicke  Halbkugel  vom  Siidpole 
aus  auf  eine  zweite  die  Kugel  im  Nordpol  beruhrende  Ebene.  Die 
beiden  Karten  zusammengenommen  liefern  so  ein  vollstandiges  Bild 
der  Erdoberflache.  Es  ist  klar,  dab  man  bei  beiden  Frojektionen 
le  Aqnatcrebene,  sowie  aUgemein  jede  andere  dieser  parallele,  das 

enthaUeUdC  Ebe“e  a'S  P-j^ionsebene 
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b)  Die  Mercatorscbe  Karte. 

Aul  einen  die  Kugel  langs  des  Aquators  beriihrenden  Rotations- 
zylmder  wird  die  Kugel,  rait  Ausnabme  der  Pole,  iu  ein-eindeutio-er 

Weise  abgebildet,  dann  wird 
der  Zylinder  langs  einer  Er- 
zeugenden  aufgeschnitten  und 
auf  eine  Ebene  abgewickelt. 
Die  Tranformation  auf  den  Zy¬ 
linder  geschieht,  wie  folgt. 
Eineni  veranderliclien  Punkte 
P  der  Kugel  wird  ein  Punkt  Q 
des  Zylinders  zugeordnet,  wel- 
cher  dieselbe  Lang-e  liat  wie  P 
und  aucb  auf  derselben  Seite 
des  Aquators  liegt,  dessen  Ab- 
stand  u  vora  Aquator  aber  so 
besimmt  wird,  a)  daB  u  nur 
von  der  Breite  cp  von  P,  nicht 
von  dessen  Lange  0,  abhangt; 
b)  daB  der  Relation 

(Id  =  Mds 


Fig.  59. 


geniigt  wird.  Zu  dem  Zwecke  setze  man  u  =  f(g> );  ini  iibrigen  babe 
der  Radius  der  Kugel  den  Wert  1.  Nun  ist 

(Ja~  =  dcp 2  +  cos2  cpdO2  =  cos2  cp  (sec2  cpdcp-  +  dO2) , 

Js2  =  du 2  +  dd2, 

wo  sich  d6,  ds  resp.  auf  die  Kugel  und  den  Zylinder  bezieken.  Daraus 
erbeUt,  daB  besagte  Relation  befriedigt  wird,  wenn  man 

du  —  sec  cpdcp  , 
u  =  log  tan  (j  +  -J) 

setzt,  und  das  ist  eben  die  Mercatorscbe  Beziebung,  wodurcb  u  und 
cp  miteinander  verkniipft  werden.  Dabei  ist  M  =  cos  cp. 

Die  Mercatorscbe  Karte  eignet  sicb  besonders  zu  Sclnitabrt- 
zwecken.  Soli  ein  Scbiff  namlicb  von  einem  Punkte  A  nacb  einem 
zweiten  Punkte  B  fabren,  obne  den  Kurs  zu  andern,  so  beiBt  das 
eben,  daB  der  beschnebene  Weg  alle  Langenkreise  unter  gleichem 
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§  10.  Die  Transformation  (lurch  reziproke  Radien. 

Winkel  achneiden  soil.  Das  Abbild  dieses  Weges  auf  dor  Mer- 
catorschen  Karte  besteht  ersichtlich  aus  der  die  Punkte  A  und  1! 
verbindende'n  Geraden,  wodurch  denn  aucli  umgekehrt  der  Kurs  be- 
stirnmt  wird. 


£  10.  Die  Transformation  durch  reziproke  Radien. 

In  einer  Ebene  werde  ein  Kreis  K  vom  Radius  a  mit  dem 
Mittelpunkt  0  angenommen.  Sei  P  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene. 
Man  ftihre  P  in  denjenigen  auf  dem  Halbstrabl  OP  gelegenen  Punkt  Q 
liber,  wofiir 

(1)  OP  ■  OQ  =  a2 


ist.  Dadurch  entstebt  eine  Transformation  durch  reziproke  Iiadien 
oder  eine  Spi  eg  clung  am  Kreise  K.  Dieselbe  ist  im  allgemeinen  ein- 
eindeutig,  nur  dem  Mittelpunkte  0  des  Kreises  entspricht  kein  eigent- 
licher  Punkt  der  Ebene.1)  Dabei  bleiben  die  Punkte  des  Kreises  K 
selbst  ungeiindert,  wakrend  das  Innere  und  das  AuBere  von  K  mit- 
einander  vertauscbt  werden.  Wendet  man  die  Transformation  zwei- 
mal  bintereinander  an,  so  fiibrt  sie  jeden  Punkt  in  seine  urspriinglicbe 
Lage  wieder  zuriick,  sie  ist  also  involutorisch. 

Geometrisck  konstruiert  man  den  Punkt  Q  in  bekannter  Weise. 
vgl.  die  Einleitung,  Fig.  49. 


1.  Satz.  Die  Transformation  durch  reziproke  Iiadien  ist  eine  kon- 
formc  mit  TJmlegung  der  Winkel. 

Zum  Beweise  geniigt  es  oflenbar  zu  zeigen,  dab  der  Winkel  a, 
welcben  die  Tangente  einer  belie- 
bigen  durch  P  gehenden  Kurve  C 
mit  OP  bildet,  gleicb  demjenigen 
M  inkel  /3  jst,  welchen  die  Tan¬ 
gente  der  Bild kurve  O'  in  Q  mit 
OQ  einschlieBt.  Durch  P  und  einen 
benachbarten  Punkt  P'  von  0  leo-e 
man  eine  Sekante  und  ebenfalls 

duicb  Q  und  Q  erne  zweite  Sekante.  Dann  erweisen  sich  auf  Grund 
der  Beziebungen 

__  OP '  OQ=  OP'.  0  Q’  =  «2 

1)  Den  unendlich  fernen  Bereich  der  Ebene  fiftt  ^ 

der  rcziproken  Radien  als  einen  PnnVi  Q  r  i  ,  aBt'  uian  ln  der  Geometrie 
*u;  vgl.  Kap.  7,  §  9  aUf  Und  °rduet  d^selben  dem  Punkte  0 
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die  Dreiecke  OPT',  OQ'Q  als  ahnlich,  und  man  hat  also 

<0PP'=^0Q'Q. 

LaBt  man  jetzt  P'  an  P  heranriicken,  so  nahert  sich  auch  Q'  dem 
Punkte  und  dor  Beweis  ergibt  sich  ohne  weiteres. 

Genau  genommen  muB  man  noch  nachweisen,  daB  der  Trans¬ 
formation  auch  die  Kontinuitatseigenschaften  zukommen,  wie  sie  in 
Kap.  2,  §  7  vorausgesetzt  sind.  DaB  dem  nun  wirklick  so  ist,  erhellt 
sofort  aus  der  analytischen  Form  der  Transformation,  welche  wir 
jetzt  heranziehen  wollen.  Fiihrt  man  ein  Cartesisches  Koordinaten- 
system  so  ein,  daB  der  Kreis  K  zum  Einkeitskreise 


wird,  so  kommt: 

(2) 

und  umgekehrt: 

(3) 


x 2  +  y2  =  1 

X  ,  _  y 

xi  ;  *  x*  -f-  ?/* ’ 

x'  y' 

x°-  +  y'*>  V-x's  +  y'*  ' 


2.  Satz.  Durch  die  Transformation  mittels  reziproker  Radien 
wird  das  System  von  Kreisen  und  Geraden  der  Phene  in  sich  iiber- 
gefiilirt. 

Die  Kurven  dieses  Systems  werden  durch  die  Gleichung  dar- 
gestellt: 

(4)  a{x 2  4-  if)  +  hx  +  cy  +  d  =  0, 

wobei  die  Koeffizienten,  damit  sich  nur  reelle  Kreise  einstellen,  an 
die  Bedingung  gekniipft  sind: 

(5)  hr  4-  c2—  ±ad  >  0. 

Durch  die  Transformation  (3)  geht  (4)  in 

a  -f  hx'  4-  cy'  4-  d{x"2  4-  y'2)  =  0 

iiber,  wofiir  nun  die  Beziehung  (5)  auch  gilt,  w.  z.  b.  w.  Eine 
Transformation  der  Ebene,  welcher  diese  Eigenschaft  zukommt,  keiBt 
mne  Kreisverwandtschaft.  ’) 

Insbesondere  werden  die  durch  den  Mittelpunkt  0  des  Ivieises  K 
gehenden  Geraden  einzeln  in  sich  transformiert,  wahrend  jeder  anderen 
Geraden  ein  durch  0  gehender  Kreis  entspricht,  dessen  Tangente 

1)  Diese  Transformationeu  sind  zuerst  von  Mobius  (1853)  eingehend  unter- 
sucht  worden;  Werke ,  Bd.  2,  S.  205  u.  243. 
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§  10.  Die  Transformation  durch  reziproke  Radien 

in  0  mit  der  betreffenden  Geraden  parallel  verlauft.  Umgekehrt 
wird  ein  durch  den  Punkt  0  gehender  Kreis  stets  m  erne  Gerade 
verwandelt.  Da  die  Punkte  vom  Kreise  K  je  in  sich  selbst  uber- 
o-ehen,  so  wird  ein  Kreis,  welcher  K  unter  einem  Winkel  a  schneidet, 
Tn  einen  zweiten  Kreis  transformiert,  welcher  K  in  denselben  beiden 
Punkten,  aber  unter  dem  Winkel  -  a  schneidet.  Schneidet  ein  Kreis 
den  Kreis  K  insbesondere  unter  einem  rechten  Winkel,  so  gelit  der- 
selbe  in  sich  iiber.  Eine  Gerade,  welche  K  trifft,  wird  in  einen  Kreis 
mit  denselben  Schnittpunkten  verwandelt,  der  auBeidem  duicli  0  gcht, 
und  umgekehrt. 

Definition.  Zwei  Punkte,  die  bei  der  Spiegelung  an  einem 
gegebenen  Kreise  einander  entsprechen,  heiBen  konjugiert.  Man  sagt 
wohl  auch,  der  eine  ist  der  Spiegelpunkt  des  anderen  in  Bezug  auf 
den  Kreis.  Diese  Definition  lafit  sich  als  eine  Verallgemeinerung  der 
gewohnlichen  Definition  der  (optischen)  Spiegelung  in  einer  Geraden 
ansehen  und  deckt  sich  mit  dieser,  wenn  der  Radius  des  Kreises 
unendlich  wird. 


3.  Satz.  Das  System  von  einem  Kreise  (bziv.  von  einer  Geraden) 
und  zwei  in  Bezug  darauf  konjugierten  Punkten  bleibt  invariant  bei 
einer  beliebigen  Transformation  durch  reziproke  Badien. 


Zum  Beweise  zeigen  wir,  dafi  alle  durch  einen  der  beiden  Punkte 
gehenden,  den  gegebenen  Kreis  senkrecht  schneidenden  Kreise  auch 
durch  den  zweiten  Punkt  gehen.  Man  fasse  irgend  zwei  dieser  Kreise 
ins  Auge  und  spiegele  die  Ebene  am  gegebenen  Kreise.  Dann  gehen 
die  beiden  Kreise  in  sich  fiber,  wahrend  ihre  beiden  Schnittpunkte 
miteinander  vertauscht  werden.  Daher  faRt  der  zweite  Schnittpunkt 
mit  dem  zweiten  der  beiden  gegebenen  Punkte  zusammen.  Umgekehrt 
sind  zwei  Punkte  in  Bezug  auf  einen  Kreis  konjugiert,  wenn  sie  die 

gemeinsameA  Schnittpunkte  einer  Schar  auf  dem  Kreise  senkrecht 
stehender  Kreise  sind. 


Ffihrt  man  jetzt  eine  beliebige  Transformation  durch  reziproke 
Radien  aus,  so  geht  der  gegebene  Kreis,  nebst  der  Schar  durch  die 
beiden  gegebenen  Punkte  gehender  Kreise,  in  ein  gleiches  System 
uber,  und  da  bei  der  Transformation  die  Winkel  erhalten  bleiben  so 
steht  die  neue  Schar  wieder  senkrecht  auf  dem  neuen  Kreise. 


Die  entsprechende  Transformation  der  Kugel.  Projmert  man  die 
Ebene  stereographs  auf  die  Kugel,  derart  daB  der  Kreis  K  in  den 

q:t:dtTht  (Tgl  S  9)’  80  definiert  die  T^fomation  (1)  Le 

■  good,  lunktionentheorie.  I  »  Aufl  ^ 

1G 
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Transformation  der  Kugel  in  sick,  beziiglich  deren  der  folgende  ein- 
fache  Satz  besteht. 

4.  Satz.  Der  Transformation  (lurch  reziproke  Badien  entspricht 
eine  Spiegelung  der  Kugel  in  der  Ebene  des  Aquators. 

Die  Koordinaten  der  den  Punkten  P:  [x,  y)  und  Q:  (x',y)  ent- 
sprecbenden  Punkte  der  Kugel  bezeichne  man  mit  (|,  rj,  £)  bzw. 
(%',  g',  £').  Dann  wird  nach  §  9,  (3), 

*  1-r  y  1-V  r  -  y-t 

sein,  woran  sick  noch  drei  ahnliche  Gleichungen  fur  die  gestrickenen 
Bucbstaben  reihen.  Durch  Kombination  dieser  mit  den  vorstehenden 
Gleichungen  (2)  kommt: 


$ 

i  -  r 


s 7  i  —  r  s’ 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  dann: 

£  =  1  -  S'. 


r 

1  — r 


1-S 

£ 


Demnach  ist 
was  eben  zu  beweisen  war. 


y  f  5-  r  i  c,r 

i  -l,  n  —v,  j—6 


--a-s), 


§  11.  Die  allgemeine  lineare  Transformation. 

In  §  8  ist  die  geometrische  Beschaffenheit  der  ganzen  linearen 


Transformation : 


w  =  a  z  +  b,  a  4=  0, 


bereits  eingehend  besprocken  worden,  und  es  ist  insbesondere  gezeigtr 
wie  sick  diese  aus  bestimmten  erzeugendcn  Transformationen  zu- 
sammensetzen  laBt.  Um  (lie  allgemeine  lineare  Transformation1) 


(1) 


IV 


az  -p  & 
c  z  d  ’ 


ad  —  be  =|=  0, 


in  aknlicker  Weise  zu  behandeln,  brauchen  wir  nur  nock  die  eine 


1 1  Der  Ausdruck 


a 


b 

cl 


—  ad  —  be 


heiBt  die  Determinante  der  linearen 


Transformation.  AusnaW  tines 

SnWaetfe  lbtn°  Dies.  Fail  lessen  ,,  Mnfort 

bei  Seite. 


8  11:  Die  allgemeine  lineare  Transformation. 
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Transformation 

(2) 

heranzuziehen.  Diese  erhalt  man  nacli  Formel  (2)  der  Einleitung, 
indem  man  die  r-Ebene  zuerst  im  Einheitskreise  spiegelt  ( vgl.  §  10), 
urn  sie  darauf  einer  zweiten  Spiegelung  in  der  reellen  Acbse  zu 

untenverfen. 

Erforscben  wir  jetzt  die  entsprecbende  Transformation  der  Kugel. 

Wenn  wir  die  Ebene  so  stereographisch  projizieren,  daB  der  Einbeits- 

kreis  in  den  Aquator  iibergeht,  so  entspricbt  der  ersten  jener  beiden 

Spiegelungen  nach  §  10  eine  Spiegelung  der  Kugel  in  der  Aquator- 

ebene.  Die  zweite  Spiegelung  fiibrt  aber  offenbar  auf  eine  Spiegelung 

der  Kuo-el  in  der  Ebene  v  =  0.  Daraus  leitet  man  sofort  das  fol- 
©  • 

o-ende  Resultat  ab. 

o 

1.  Satz.  Der  Transformation  (2)  entsprickt  eine  Drcliung  der 
Kugel  um  den  Durckmesser  g  =  0,  t,  =  4  durch  den  Win/cel  tc. 

Wir  heben  nocb  besonders  bervor,  daB  Lierbei  die  Umgebung 
des  Nordpols  auf  diejenige  vom  Siidpole  konform  bezogen  wird. 

Wenden  wir  uns  nunmehr  zur  allgemeinen  linearen  Trans¬ 
formation  (1),  wobei  wir  jetzt  c  4=  0  voraussetzen  diirfen,  so  erkennen 
wir  leiclit,  daB  sich  dieselbe  auf  folgende  Reihe  von  Hilfs-  oder  er- 
zeugenden  Transformationen  zuriickfiihren  liiBt: 

1)  z  =  z'  -f  a,  wo  ca  -f  d  =  0; 

2) 

o \  d  dec  — j—  b  tf 

3)  w  =  c  H - -■ — z  ,  wo  4=0. 

Hieimit  baben  wir  AnscbluB  an  den  bereits  erledigten  Fall  einer 
ganzen  linearen  Transformation  (§  8)  erreiebt.  Das  Ergebnis  spreeben 
wir,  wie  folgt,  aus. 

2.  Satz.  Die.  allgemeine  lineare  Transformation 

d  z  -4—  b 

w=-c7Td>  ad-bc  +  O, 

selzt  sick  aus  einer  Faralleherscluebung ,  einer  Transformation  , larch 
rezeproh  Rndien,  enter  Spiegelung  in  einer  Geraden,  einer  Drehung 

Z'  ZZhMe‘tStl'amf0rmati0n  Und  einer  meitm  r* arallelversch iebung 
a  r  z-Ebene  zusammen.  Im  besonden  ’  ' 

genden  Transformationen  feklen. 


ren  kbnnen  einige  dieser  erzeu- 


16* 
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Da  eine  jede  dieser  Transformationen  entweder  selbst  eine 
Sp.egelung  im  Smne  des  vorhergehenden  Paragraphen  ist  oder  sich 

doch  aus  zwei  Spiegelungen  zusammensetzen  laBt1)  s0  haben  wir 
ferner  den 

d.  Satz.  Die  allgemeine  lineare  Transformation  lei  ft  sich  stets 
aus  einer  geradm  AnzaM  von  Spiegelungen  zusammensetzen.  Sie  ist 
desk  alb  eine  Kreisverwandtschaft  oline  Umlegung  der  Winkel. 

Dieser  Satz  laBt  eine  l  mkekrung  zu.  Sind  namlich  allgemein' 
zwei  Kugeln  ausnahmslos  ein-eindeutig  und  konform  aufeinander  be- 
zogen,  so  smd  die  entspreebenden  Ebenen  linear  miteinander  ver- 
wandt;  vgl.  Kap.  7,  §  10,  Ende. 

Wir  fiigen  noch  einen  Satz  kinzu,  dessen  Beweis  sick  aus  den 
Entwicklungen  von  §  10  sofort  ergibt. 

4.  Satz.  Durch  die  allgemeine  lineare  Transformation  werden 
zwei  in  Bezug  auf  einen  Kreis  (bzw.  eine  Gerade)  konjugierte  Punkte 
in  zwei  Bunkte  ubergefuhrt,  wclche  in  Bezug  auf  den  transformierten 
Kreis  (bzw.  die  transform ierte  Gerade)  ebenfalls  konjugiert  sind. 

Die  zu  (1)  inverse  Transformation  ist  folgende: 

—  dw  4-  b 
z  =  - - —  • 

cw  —  a 

Aufgabe.  Sind  zwei  lineare  Transformationen  je  mit  nicht 
verscliwindender  Determinante  gegeben  und  fiihrt  man  die  beiden 
hintereinander  aus,  so  entsteht  eine  Transformation  der  Ebene,  die 
ebenfalls  eine  lineare  Transformation  mit  niclit  verscliwindender  Deter¬ 
minante  ist. 


1)  Eine  Verdrehung  der  Ebene  um  den  Punkt  0  durch  einen  Winkel  qp 
kann  man  bekanntlich  aus  Spiegelungen  erzeugen.  Seien  namlich  ,OA  und  OB 
zwei  von  0  ausgehende  Halbstrahlen ,  wofiir  A  0  B  =  cp  ist.  Man  halbicre 
diesen  Winkel  mittels  des  Halbstrahls  OC.  Spiegelt  man  jetzt  die  Ebene  ein- 
mal  am  Vollstrahle  OC,  sodann  noch  am  Vollstrahle  OB,  so  kommt  besagte 


Rotation  gerade  zustande. 

Die  Parallelverschiebungen  subsumieren  sich  unter  die  Rotationen  als 
Grenzfalle  dieser,  wobei  der  Punkt  0  ins  Unendliche  riickt.  Soil  also  eine 
derartige  Transformation  «;  =  *+«  vorgenommen  werden,  so  konstruiere  man 
vor  allem  den  Yektor  a  und  errichte  dann  im  Anfange  A,  im  Endpunkt  i  und 
im  Mittelpunkt  C  desselben  drei  Lote,  womit  die  Yollstrahlen  (A) ,  (B),  (O’)  zu- 
sammenfallen  mogen.  Durch  eine  Spiegelung  an  (C),  woraut  dann  erne  Spiege- 
lung  an  (B)  folgen  soli,  entsteht  nun  die  in  Aussicht  genommene  Parallel- 
verrchiebung.  Endlich  erhalt  man  eine  Ahnlichkeitstransformation  durch  suk- 
zessive  Spiegelungen  an  zwei  geeigneten  konzentnschen  hreisen. 
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§  12.  Die  Funktion  w  =  z1". 

Den  Satz  kann  man  kurz,  wenn  auch  weniger  vollstandig,  in  tier 
Form  aussprechen:  Das  Produkt  zweier  linearen  Transformationen  ist 
tcieder  eine  lineare  Transformation.  .  Hiernach  bilden  die  linearen 
Transformationen  mit  uicht  verscliwindender  Determinante  eine  Gruppe. 


§  12.  Die  Funktion  w  —  zm. 


Ist  m  eine  positive  ganze  Zakl,  so  ist  die  Funktion  f(z)  =  z“l 
in  der  ganzen  #-Ebene  eindeutig  und  analytisck.  Da  die  Ableitung 
f'(z)  =  mzm~x  im  Punkte  z  =  0,  sonst  aber  nirgends,  versckwindet, 
sofern  m  >  1  ist,  so  enveist  sick  damit  die  Abbildnng  der  Umgebun 
eines  beliebigen  Punktes  ,?0=|=0  auf  die  i^-Ebene  als  ein-eindeuti 
und  konform. 

Setzt  man 

z  =  r  (cos  <p  +  i  sin  cp) , 
iv  =  B  (cos  0  -f  i  sin  &), 


so  fiikrt  die  Gleickuno; 


w  =  z" 


zu  den  Relationen 


(1) 


B  =  rm, 
0  =  mcp , 


r 

<P 


i 

Bm, 

$  +  2  kn 
m 


wo  k  =  0, 1,  •  •  •  m  —  1  ist. 

Wir  wollen  kier  0  zunackst  auf  das  Interval! 


0  <  0  <  % 


besckranken  und  zugleick  k  =  0  nekmen.  Dadurck  wird  cp  zu  einer 
eindeutigen  Funktion  von  0  in  diesem  Intervall.  Bei  dieser  Fest- 


setznng  wird  eme  beliebige  innerhalb  des  Winkels  0  <  <?  <  n,m 

deTTbe  J,Ebene  eill-eimleutig  und  konform  auf  eine  Fio°u 

-  en  Halite  der  w-Ebene  abgebildet.  Insbesondere  heben  wi 


bo  bo 
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zwei  Bereiche  liervor:  a)  der  Sektor  des  Einheitskreises  0  <>  1 , 

0  <  rp  <  % fm  wird  auf  den  Halbkreis  0  <  R  <  1,  0  <  O  <  %  be- 
zogen;  bl  dem  Winkel  0  <  cp  n/m  entspricbt  die  ganze  Halbebene 
0  <P  7i.  (Wegen  des  Falies  m  =  2  vgl.  man  §  8,  Ende,  sowie 
Kap.  2/  §  7,  Fig.  23.) 

In  der  Spitze  des  Winkels  (z  =  0)  kort  die  Abbildung  auf,  kon- 
form  zu  sein.  Schneiden  sicb  namlick  zwei  Kurven  dort  unter  einem 
Winkel  ft,  so  schneiden  sick  die  Bildkurven  im  Punkte  w  =  0  unter 
einem  Winkel  mfl. 

An  Stelle  des  Intervalls  0  (Z>  <  n  kann  man  aucb  jedes  andere 

Interval! 

Q  <P  <i  <I\  <  2;r 


setzen.  Das  entsprechende  Interval!  fur  (p  wird  stets  ein  m-tel  so 

groB  sein:  0  <  (p  <  (pt  —  <Pjm.  Ein  Sektor  des  Einlieitskreises  der 

£-Ebene  mit  der  Winkeloffnung  cp1  wird  somit  auf  einen  Sektor  des 

Einheitskreises  der  w-Ebene  mit  der  Winkeloffnung  Ol  =  mq>l  ab- 

o-ebildet.  Diese  Abbildung  kann  man  sick  etwa  so  erzeugt  denken, 

daB  man  zun’achst  den  ersten  Sektor  wie  einen  anfangs  nur  zum 

Teil  o-eoffneten  Facher  weiter  aufschlagt.  Dem  entspricht  die  Trans- 
© 

formation 


r  =  r,  (p  =  tncp . 


Die  solchergestalt  erhaltene  Abbildung  ist  indessen  noch  keine  kon- 
forme;  sie  wird  erst  zu  einer  solchen,  wenn  man  die  Punkte  des  so 
transformierten  Sektors  langs  der  Radien  der  Spitze  zurucken  laBt 

und  zwar  so,  daB 

B  =  fm,  a>  =  gp. 


Akuliches  gilt  auck  fur  den  aufierhalb  des  Einheitskreises  ge- 
le^enen  Teil  <les  Winkels:  1  ^  r,  0  <  <p  <  <pu  nur  nicker  die  Punkte 
ietzt  bei  der  zweiten  Transformation  vom  Embeitskreise  weiter  foit. 
Besonders  einfach  laBt  sicb  diese  Transformation  auf  der  Kugel  ver- 
folgen  Projiziert  man  stereographisch  so,  daB  der  Emkeitskieis  m 
den  Acjuator  iibergebt,  so  wird,  der  ersten  Transformation  gemaB, 
ein  Ku lelzweieck,  dessen  Ecken  in  den  beiden  Polen  liegen  nach  der 
Art  eines  Lampions  aufgemacbt,  wahrend  die  Punkte  der  Kngebib^ 
flache  der  zweiten  Transformation  zufolge,  langs  del  Langen 
vom  Iquator  fortrucken,  und  zwar  so,  daB  zwei  Punkte,  welcbe  u>- 
spriinglich  Spiegelbilder  voneinander  in  der  Aquatorebene  w.ue  , 
auch  fortwahrend  bleiken. 


§  12.  Die  Funktion  w  =  s'" 
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1st  m  keine  gauze,  sondern  eine  beliebige  reelle  gebrochene  oder 
irrationale  Zabl,  so  wird  die  Funktion  f(p)  -  *-  duvch  die  v.er 
Spezies  nieht  mehr  definiert.  Man  kann  dann  mimerh.n  noeU 
mittels  der  Gleicbungen  (1)  erkW  Die  Funktion  wird  zwar  mcht 
mehr  eindeutig  sein,  doeh  sieht  man,  daB  sich  in  der  Umge  rang 
eines  beliebigen  Punktes  z^O  solcke  Werte  der  Funktion  zusammen- 
fassen  lassen,  daB  eine  eindeutige  und  stetige  Funktion  zustande 

kommt.  Sei  m  >■  1: 


m  =  0  <  a  <  n . 

a  7 

Fiigt  man  dann  zu  (1)  nocb  die  Bedingung  binzu,  daB 

0  <  (p  <  a,  0  <  <P  <  sr 

sein  soli,  so  wird  im  Bereiche  0  <  r,  0  <  <p  ^  a  der  2-Ebene  eine 
Funktion 


eindeutig  definiert: 


♦  n 

VO  =  Zm  = 


R  = 


®  =  m  (f  , 


welche  sicb  in  jedem  innern  Punkte  des  Bereiches  analytisch  verhalt, 
denn  die  Funktionen 


u  =  rm  cos  nup,  v  =  rm  sin  m  cp 


geniigen  ja  den  Cauchy-Riemannschen  Differentialgleichungen,  ygl. 
§  6,  3.  Aufgabe.  Diese  Funktion  bewerkstelligt  eine  abnlicbe  Ab- 
bildung  wie  die  vorbin  besprocbene  Funktion  zm,  wo  m  eine  ganze 
Zabl  ist.  Insbesondere  wird  ein  in  der  ^-Ebene  befindlicher  Kreis- 
sektor  mit  der  Winkeloffnung  a  auf  einen  Halbkreis  der  w-Ebene 
konform  abgebildet. 

ScblieBlicb  sei  noch  auf  die  Abbildung  verwiesen,  die  entstelit, 
wenn  man  ®1  gleicb  2tc  annimmt: 


0  <i<p<2ci,  0<  ®£2x. 

Dadurcb  wird  das  Innere  des  Winkels  0  <  y  <  2  ct  der  *-Ebene  auf 
die  langs  der  positiven  reellen  Acbse  aufgeschnittene  m-Ebene  ein- 
eiudeutig  und  konform  abgebildet.  Den  beiden  Schenkeln  des  Winkels 
entspricbt  dagegen  in  der  w-Ebene  die  doppelt  zu  zahlende  positive 

Der  Fall,  wo  0  <  m  <  1  1st,  laBt  sicb  in  Shnlicber  Weise  be- 
andeln.  Bei  geeigneter  Bestimmnng  des  Funktionswertes  bestehen 
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dann  gleichzeitig  die  Gleichungen 

i 

w  =  zm,  z  =  w™. 

Aucli  der  h  all  m  <  0  kann  auf  Grund  der  Gleichungen  (1)  direkfc 
erledigt  werden;  oder  man  kann  vom  Falle  m>  0  aus  durch  die 
Ti  ansformation  w  =  z~ 1  dazu  gelangen. 

Zur  Veranschaulichung  des  Gesamtverlaufs  der  Funktion  bedient 
man  sicli  einer  Riemannschen  Fliiche,  vgl.  Ivap.  8. 

Der  Fall,  daB  in  eine  komplexe  Zahl  ist,  laBt  sich  auf  Grund 
der  Entwicklungen  von  §  15  bekandeln. 

Aufgabe.  Man  zeige,  daB 


ist.  Welchen  Wert  muB  man  hier  der  Funktion  zm~l ,  dem  einmal 
gewahlten  Wert  der  Funktion  entsprechend,  beilegen? 


§  13.  Die  Exponentialfunktion. 

Die  reelle  Funktion  ax }  wo  a  eine  reelle  positive  Zahl  ist  und  x 
alle  reellen  Werte  durchlauft,  geniigt  der  Funktionalgleichung 

(!)  f(x)f(y)  =  f(z  +  v), 

wodurch  denn  auch  die  Haupteigenschaft  dieser  Funktion  zum  Ausr 
druck  kommt.1)  Mittels  der  Beziehung 


(2)  ax=bxl°  Ha 

fiihrt  man  die  allgemeine  Funktion  ax  auf  eine  spezielle  Funktion  bx 
zuriick.  Der  fur  die  Zwecke  der  Analysis  geeignetste  Wert  von  b 
ist  die  Zahl 

e  --  lim  (l  +  ~)  =  2,71828  •  •  •, 

771  =  00  '  ' 

denn  die  Ableitung  und  die  Taylorsche  Reihenentwicklung  nehmen 
dann  eine  vereinfachte  Form  an: 


dex 

dx 


1  +  ^  +  ^  + 


3! 


+ 


1)  Wecren  eioer  elementaren  Behandlung  der  reellen  Exponentialfunktion, 
sowie  der  Potenzen,  sei  auf  Kapitel  12  verwiesen.  Yor  der  Hand  stellen  wir 
uns  auf  den  Standpunkt  der  niederen  Analysis  und  setzen  die  notigen  Lxistenz 
theoreme  und  Stetigkeitsbeweise  voraus. 
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§  13.  Die  Exponentialfunktion. 

Wir  suchen  jetzt  eine  Funktion  f(z)  des  komplexen  Arguments 
g  =  x  -f  yi  so  zn  clefinieren,  daB  dieselbe 

a)  fur  reelle  Werte  von  z  mit  zusammenfallt; 

b)  der  Funktionalgleichung  (1): 


(3)  + 


wo  Zo  beliebige  komplexe  Zablen  sind,  Geniige  leistet^ 

c)  fur  alle  Werte  des  Arguments  eindeutig  und  analytiscb,  ist, 
wahrend  endlich 


d) 


lim 

i  =  0 


m-m 

z 


1 


ist. 


Sollte  es  uns  gelingen,  eine  solcbe  Funktion  zu  linden,  so  miiBte 
insbesondere: 

f{x  +  yi)  =  f{x)f(yi)  =  erf(yi) 


sein.  Es  handelt  sicb  also  nur  um  eine  geeignete  Erklarung  der 
Funktion  fur  rein  imaginare  Werte  des  Arguments.  Nun  war  man 
schon  friih  auf  formalem  Wege  zur  Relation 

(4)  e(Pi  =  cos  cp  -f-  i  sin  cp 

gelangt,  indem  man  in  der  Taylorschen  Reibe  fiir  ex  das  Argument 
einfach  gleich  cpi  setzte  und  darauf  im  AnscbluB  an  die  Taylorscken 
Reihen  fiir  Sinus  und  Ivosinus: 


cos  cp  —  l  —  5L  _i_  !£* _ ... 

reelles  und  rem  imaginiires  formal  trennte.  Dieser  Forrnel  (4)  wollen 
wir  uns  null  geradezu  zur  Erklarung  der  Funktion  bedienen .  indem 
wir  sagen:  Fur  rein  imaginare  Werte  des  Arguments  soli  die  Funktion 
T{z)  (lurch  die  Gleichung  defniert  werden: 


Man  wird  also  dazu 
zu  definieren. 


f{yi)  =  cos  y  -f-  i  sin  y. 

gefUhrt,  die  Funktion  f(z)  durch  die  Gleichung 
f(z)  =  e*  (cos  y  -f-  i  sin  ?/) 


und  ££*  t  Weni.gStenB  fflr  alk  Werte  von  *  eindeutig  erkla 
stetig.  Sehen  wir  jetzt  zn,  ob  die  Funktion  auck  den  weito! 
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Forderungen  gerecbt  wird.  DaB  sie  a) 
b)  geniigt  sie  ebenfalls: 


Denn  es  ist 


gh  g-\  __  gZx  + 


geniigt,  ist  sofort  klar. 


er*  (cos  y x  -f  i  sin  i/J  e^(cos  y2  -f  i  sin  y2) 
=  ^l+ 3,2  [cos  +  y,)  +  t  sin  4- &)]. 


Was  nun  c)  anbetrifft,  so  ist 


f{z)  =  u  -f  vi  =  ex  cos  y  +  ie*  sin  y . 

Hier  geniigen  die  Funktionen  u,  v  den  Caucby-Riemannscben  Diffe- 
rentialgleicbungen,  und  zwar  ist 


d  e:  d  e: 

d:  ox 


Daraus  erkennt  man  ferner,  daB 


lim 

s  =  0 


m-m 


-fC  o) 


=  e°  =  1 


ist,  und  mithin  ist  aucli  die  letzte  der  vier  Bedingungen  erfiillt. 
Die  hiermit  erweiterte  Funktion  ez  bat  die  Periode  2 xi: 


gz  +  '2ni  __  gz 

Man  zeigt  leicbt,  daB  sie  aber  keine  andere  Periode  als  nur  ganz- 

zablio-e  Vielfacbe  von  2xi  bat.  Sie  verscbwindet  fiir  keinen  Wert 
© 

des  Arguments. 


£  14.  Die  trigonometrischen  Funktionen. 
Aus  der  Definitionsformel  (4),  §  13: 


&>*  =  cos  cp  +  i  sin  cp,  * 

wo  cp  eine  reelle  Zabl  bedeutet,  ergibt  sicb  eine  Darstellung  der 
Funktionen  sin#,  cos  a:  fiir  reelle  Werte  des  Arguments  mittels  dei 
Exponential  unktion : 

sin  x  = 


xi  —  xi 

e  —  e 


cos  X  = 


!+e- 

2 


Die  rechter  Hand  stehenden  Funktionen  sind  aber  nacb  §  Id  fiir  alle 
Werte  des  Arguments  eindeutig  definiert  und  verhalten  sicb  auliei- 


§  14.  Die  trigonometrischen  Funktionen. 
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a  5  in  iedem  Punkte  der  Ebene  ana- 
dern  nacli  den  Satzen  'on  ss  > '  •  .  <?..  i-(irn])lpxe 

lytisch.  Lurch  dieselben  kann  man  also  n>«,  cos,  fur  komplexe 

Werte  des  Arguments  erklaren: 


sin  z 


e —  e 
2  i 

e2i+e 


—  ii 


—  z  i 


COS  z  = 

nnd  zwar  verbalten  sicli  diese  Funktionen  in  der  ganzen  Ebene  aua- 
lytisch.  Sollen  sie  sicb  nun  in  der  Tat  als  echte  \  erallgemeinerungen 
der  reellen  Funktionen  sing:,  cos  a:  erweisen,  so  mussen  sie  vor  allem 
der  Funktionaleigenschaften  dieser  Funktionen  teilbattig  werden,  d.  h. 
sie  mussen  den  Funktionalgleichungen 

sin  (z^  T-  z 2)  =  sin  zt  cos  z2  T"  cos  s^n  %  j 
COS  (zx  +  £2)  =  C0S  S1  C0S  Z2  —  S’n  Z\  Sm  ^2 

Geniige  leisten.  DaB  dies  auch  wirklich  der  Fall  ist,  rechnet  man 
leicht  nach. 

Aufgabe  1.  Man  beweise  die  Formelu: 
d  sin  z 


dz 


=  COS 


dcosz 

dz 


Sill  z. 


sin2  z  +  cos2  z  =  1 , 
sin  (z  +  y)  =  cos  z ) 
sin  (z  Jt)  =  —  sin  zy 
sin  (z  +  2zt)  =  sin^. 

Aufgabe  2.  Man  zeige,  daB  die  Funktionen  sin z,  cos£  keine 
anderen  Nullstellen  und  aucli  keine  anderen  Perioden  als  nur  die- 
jenigeu  der  reellen  Funktionen  sing;,  cosg;  liaben. 

Aufgabe  3.  Man  bestimme  alle  Wurzeln  der  Gleicbungen 


a)  sin  z  =  2,  b)  cos  2  = 


bi. 


Lie  Funktionen  tan 2,  cot*,  usw.  Die  ubrigen  trigonometrischen 
funktionen  werden  durch  den  Sinus  und  Kosinus  erklart: 


tan  £  = 


sin  z 

cos  z 


cos  z 

cot  z  =  — —  usw. 

sin  z  ’ 


Sic  verbal  ten  sich  in  jedem  Punkte  der  Ebene  analytisch,  in  deni  sie 
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definiert  sind,  also  uberall  mit  Ausnahme  der  Punkte  z  =  *  +  lcn 

bzw.  ~  +  /i.T,  (/,  =  0,  1,  2,  •  •  •)  usw.,  und  geniigen  im  ubrigen  den- 

selben  Funktionalgleichungen  wje  die  entsprechenden  reellen  Funk¬ 
tionen;  insbesondere  lassen  sie  dieselben  Perioden  wie  diese  zu. 


§  15.  Der  Logarithmus  und  die  inversen  trigonometrischen 
Funktionen;  die  allgemeine  Potenz. 

Die  der  Exponentialfunktion  entsprechende  Umkelirfunktion  wird 
durch  die  Gleichung 

(1)  ew  =  z 


bestimmt,  wobei  z  —  x  - f-  y  i  eine  vor  der  Hand  beliebig  gegebene 
Zabl  und  w  =  u  +  vi  aus  (1)  zu  berecknen  ist.  Mit  der  Glei- 
chung  (1)  sind  die  beiden  anderen  aquivalent: 

eu  cos  v  =  r  cos  (p ,  eu  sin  v  =  r  sin  cp , 


wo  z  =  r  (cos  (p  +  i  sin  cp)  gesetzt  ist.  Durch  Auflosung  letzterer 
Gleichungen  nach  (ti,  v )  erhalt  man: 


( u  =  log  r  ==  log  |^|, 
( v  =  cp  =  arc  z . 


1st  z  —  0,  so  liiBt  (1)  keine  Losung  zu.  Fiir  jeden  anderen 
Wert  von  z  liefern  aber  die  Gleichungen  (2)  unendlich  viele  Werte- 
paare  (u,  v).  Die  entsprechenden  Werte  von  w  werden  als  log  z  be- 
zeichnet: 

w  =  log  z 
(3) 

^  '  =  log  t  -p  (pi  =  log  z  +  i  arc  z . 

Die  Werte  von  log  z  unterscheiden  sich  um  \ ielfache  \on  I'jti 
voneinander.  In  der  Umgebung  eines  beliebigen  Punktes  z0  4=  0 
lassen  sie  sich  so  zusammenfassen,  daB  die  ein  und  demselben  Systeme 
zugehorigen  Werte  eine  eindeutige  Funktion  bilden,  welche  sich  in 
jedem  Punkte  der  betreffenden  Umgebung  analytisch  verhalt;  denn 
sie  fallt  ja  mit  der  zur  Funktion  f(w)  ==  ew  gehongen  Umkehrfunk- 
tion  zusammen,  vgl.  §  7.  Man  kann  aber  auch  direkt  zeigen,  daB 
die  Cauchy -Riemannschen  Differentialgleichungen  erfiiUt  werden,  vgl. 
§  6,  3.  Aufgabe.  —  Der  positiven  reellen  Zahl  x  kommen  hiernach 
auBer  dem°  reellen  log  x  noch  die  komplexen  Werte  log  x  +  2kxi, 
k  =  ±  1,  ±  2,  .  .  zu,  wahrend  der  Logarithmus  der  negativen  Zahl 

-  x  "die  Werte  log  x  +  (2k  +  l)xi  erhalt. 
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Die  Funktion  log  5  genugt  bei  geeigneter  Bestimmung  der  darin 
auftretenden  Logaritkmeu  der  b  unktionalgleichung 

(4)  log^i  +  log  ^2  =*  l°g(eiea)* 

wobei  z2  zwei  beliebige  von  0  verschiedene  Zalilen  sind.  Hier 
darf  man  irgend  zwei  Termen  je  eine  beliebige  Bestimmung  beilegen, 
alsdann  gibt  es  stets  eine  Bestimmung  des  dritten  Terms,  welclie  die 
Gleickuno-  befriedigt.  Es  besteht  auBerdem  die  Formel  (vgl.  §  6,  Auf- 
gabe  3) 

d  log  z  _  l 
dz  z 


Unter  dem  Eauptwert  von  log  z  versteht  man  gewohnlick  die- 
jenige  Bestimmung,  wofiir  —  tc  <C  arc  z  x  geuommen  ist.  Dabei 
kann  jedock  das  Gleickkeitszeicken  gerade  so  gut  links  statt  reckts 
steken.  Auck  ist  es  zuweilen  bequem,  den  Hauptwert  so  festzulegen, 
daB  0  <[  arc  z  <  2%  ist.  Wir  werden  indessen  an  der  ersten  Definition 
festkalten,  sofern  das  Gegenteil  nickt  ausdriicklick  erwahnt  wird. 

Konforme  Abbilduny.  Untersucken  wir  jetzt  die  durcli  die  Funk¬ 
tion  iv  =  \ogz  definierte  konforme  Abbildung.  Man  nehme  als  Be- 
reick  7  die  ganze  Zakleuebene  mit  Ausnahme  der  positiven  reellen 
Ackse  inklusive  des  Punktes  z  =  0  und  ordne  einem  veranderlichen 
Punkte  z  von  T  diejenige  Bestimmung  von  <p  zu,  weleke  zwiscken  0 
und  liegt.  Durck  die  Gleickuugen  (2)  wird  dann  eine  in  T  ana- 
lytische  Funktion 

w  =  log r  A  <pi 

definiert.  Die  Sckar  von  Kreisen 


r  =  Q,  0  <(p<2%, 

wo  q  einen.  Parameter  bedeutet,  gekt  dabei  in  die  Strecken 

U  —  log  Q ,  V  =  (p 

uber,  wahrend  der  orthogonalen  Schar  von  Geraden 

0  <  r  <  oo,  (p  =  0, 

WO  «  jetzt  der  Parameter  ist,  die  der  w-Achse  paraUelen  Geraden 

v  —  6 


u  =  log  r, 


entspreehen  Dadurch  wird  der  Bereich  T  ein-eiudeutig  und  konform 
omen  Stre.fen  der  («,  r)-Ebene  abgebildet,  wahrend  der  doppeU 
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zu  zahlende  Rand  von  1  in  die  beiden  Begrenzungsgeraden  dieses 
Streifens,  v  =  0,  v  =  2n  ubergefiihrt  wird. 

Hatte  man  dem  veranderliclien  Punkt  z  diejenige  Bestimmung 
von  (p  zugeordnet,  welche  zwischen  2ki r  und  (2 k  -f  2 )?t  liegt,  wo  k 
eine  beliebige,  aber  feste  ganze  Zabl  ist,  so  ware  man  zu  einem  kon- 
gruenten  von  den  Geraden  v  =  2kn7  v  =  (2 k-\-  2)ji  begrenzten  Streifen 
der  «t'-Ebene  als  Abbildung  gefiihrt  worden. 

Auf  diese  Weise  wird  der  ganze  Yorrat  von  Werten,  welche  die 
auf  Grund  der  Gleich ungen  (2)  definierte  Funktion  w  in  T  anuimmt. 


gerade  erschopft,  indem  dieselben  zu  in  T  eindeutigen  Funktionen 
zusammengefaBt  werden,  wovon  eine  jede  sich  in  jedem  Punkte  von  T 
analytisch  verhalt.  Dabei  hat  die  positive  reelle  Achse  der  s-Ebene 
bisher  eine  Sonderrolle  gespielt.  Man  iiberzeugt  sich  abe*.  leicht,  dab 
auch  fur  diese  Punkte  und  deren  Umgebungen  dasselbe  Resultat  er- 
reicht  werden  kann,  indem  man  als  Begrenzung  von  T  statt  der  posi- 
tiven  reellen  Achse  eine  beliebige  andere  diese  und  sich  selbst  me 
ii  berschnei  dende  von  s  =  0  ausgehende  und  ins  Unendhche  lauten  e 
Kurve,  etwa  die  negative  reelle  Achse,  nimmt.  Durch  die  Riemannsche 
Flache  erhalt  man  aber  erst  eine  einheitliche  Darstellung 
Gesamtverlauf  der  Funktion.1) 

A  at..  n  vercleiche  Kap.  8,  §  1.  Per  Leser  wird  gut  tun,  diesen  Paragraphen 

1)  Man  vergleicne  ixap  o,  b  Hauptwert  des  Loga- 

jetzt  schon  zu  lesen.  -  Im  ubngen  stellt  tig.  b-  cue  aem  f 

rithmus  entsprechende  konforme  Abbildung  vor. 


§15.  DerLogarithmus  u.  d.  inversen  trigonometr.Funktionen;  die  allg.Potenz.  2oD 

Die  beiden  geographischen  ICarten  von  §  9.  Durch  die  l  unktion 
w  B  log  z  wil'd  man  nach  dem  Yorhergehenden  zu  einer  konformen 
Abbildung  der  langs  eines  Halbstrahls  aufgeschnittenen  Ebene  auf 
einen  Streifen  gefiihrt.  Implizite  ist  uns  eine  solche  Abbildung  schon 
einmal  begegnet,  denn  durch  die  stereographische  Projektion  der  Ebene 
auf  die  Kugel,  wobei  der  Sudpol  dem  Anfang  jenes  Halbstrahls  ent- 
sprechen  soil,  wird  der  Bereich  T  auf  die  liings  eines  Liingenhalb- 
kreises  aufgescknittene  Kugelflache  K  konform  bezogen,  wahiend  K 
andererseits  nnttels  der  Mercatorschen  I  lojektion  wieder  aul  einen 
Streifen  Z  abgebildet  wurde.  Da  nun  T  und  Z  beide  auf  K  konform 
bezogen  sind,  so  kommt  dadurch  eben  eine  konforme  Abbildung  von 
T  und  Z  aufeinander  zu  Stande.  Diese  Abbildung  stimmt  in  der 
Tat  mit  der  durch  den  Logarithmus  definierten  uberein,  wie  der  Leser 
leicbt  nacbrecbnen  kann.1) 


Aufgabe  1.  Man  zeige,  dab  die  der  Sinusfunktion  entsprecbende 
Umkebrfunktion  durch  die  Formel  gegeben  wird: 

O  O 

arc  sin  ^  =  i  log  (pi  —  z~  —  is)  , 

wobei  die  Quadratwurzel  beide  Bestinimungen  zulafit;  ferner,  dab  sick 
die  versckiedenen  Bestinimungen  dieser  Funktion  in  der  Umgebung 
eines  beliebigen  Punktes  z0  =}=  +  1  zu  solchen  eindeutigen  Funktionen 
zusammenfassen  lassen,  welche  sich  in  jedem  Punkte  der  betr.  Um- 
gebung  analjtiseh  verhalten. 

Aufgabe  2.  Man  bestatige  durch  direktes  Ausrechnen,  dab  die 
vorstehende  Formel  fur  reelle  zwischen  -  1  und  +  1  gelegene  Werte 

von  z  bei  geeigneter  Wahl  der  Funktionswerte  zur  reellen  Funktion 
arc  sin  x  fiikrt. 

Aufgabe  o.  Man  leite  die  Formel  ah: 


<1  are  sin  z 
~  dz 


Fl 


Aufgabe  4. 


Man  fiihre  dasselbe  fur  die  der  Tangensfunktion 
ntsprechende  Umkebrfunktion  durch.  Die  Formeln  lauten  hier: 

^jometrieche  E' Tt' “  ** 

darf  man  bei  den  analytischen  AusfiTlnn  “  h  ,Einheit  genommen  wurde,  so 
Um stande  Rechnung  zu^tra^en.  Ug6n  3UCb  DK‘ht  unterla*sen,  diesem 
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arc  tan  z  = 


i  1  —  iz  i  , 

l°g  x  =  —  log 


2  1  4-  ^ 

d  arc  tan  z  1 

dz  ~  1  -f  z-' 


i-\-  z 
i  —  z 


und  die  Ausnahmewerte  von  z  sind  die  Werte  z  =  ±i. 

Da6  die  so  erhaltenen  Funktionen  denselben  Funktionalgleich  ungen 
geniigen,  wie  die  entsprechenden  reellen  Funktionen,  konnte  man  auf 
rechnerischem  Wege  direkt  bestatigen.  *  Wir  werden  aber  spater 
(Kap.  9)  ein  allgemeines  Verfahren  —  das  sogenannte  Prinzip  der 
analytischen  Fortsetzung  —  kennen  lernen,  welches  uns  dieser  Miihe 
iiberhebt.  Auf  Grand  jenes  Prinzips  lassen  sich  auch  die  iibrigen 
inversen  trigonometrischen  Funktionen  mittels  der  bekannten  Formeln 
fiir  die  entsprechenden  reellen  Funktionen1)  sofort  hinschreiben.  So 
ist  z.  B. 


arc  cos  z  —  ~  —  arc  sin  z  =  arc  sin  Vl  —  z2  =  arc  tan  — — =  usw. 
2  r  z 


woraus  sich  insbesondere  ergibt,  daB 

arc  cos  z  =  i  log  (z  +  i  ]/l  —  z 2) . 

t  j 

v 

Aufgabe  5.  Liegt  z  im  Kreise  \z  —  1  <  £  <  1,  und  versteht 
man  unter  log  z  den  Hauptwert  der  Funktion,  so  findet  folgende  Ab- 
schatzung  statt: 

log  z  <  £  +  arc  sin  a . 


Die  allgemeine  Potenz. 


Zur  Definition  der  allgemeinen  Potenz, 

A°, 

wo  A  4=  0  und  B  zwei  beliebige  reelle  oder  komplexe  Zahlen  sind, 
kniipft  man  an  die  fiir  reelle  Zahlen  a,  b  geltende  Beziehung. 


db  =  eb  logrt 

an  und  setzt  sonach  fest: 

B  _  eB  log  A 


A  4=  0, 


1\  Eine  "roBe  Anzalil  dieser  Formeln  findet  sich  in 
Formelaammlung :  B.  0.  Peirce,  A  Short  Table  ofljfegrats 
vermehrte  Auflage,  Ginn  &  Co.,  Boston,  U.  S.  .,  >  P- 


der  Peirce  schen 
umgearbeitete  und 
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wobei  ez  die  in  §  13  erklarte  Bedeutung  hat.  Da  log  A  vieldeutig 
ist.  so  ist  AB  im  allgemeinen  unendlich  vielwertig. ’) 

Die  solchergestalt  definierte  Veykniipfung  geniigt  denselben  de- 

setzen  wie  die  reelle  Potenz,  namlich . 

ABAC  =  AB  +  C, 

(AB)C  =  ABC, 

ACBC  =  (AB)C, 
log  AB  =  B  log  A, 

sofern  man  nur  passende  Bestimmungen  der  hierbei  auftretenden 
Zahlen  zusammenfiigt.  So  sind  z.  B.  in  der  dritten  Relation  irgend 
zwei  der  Zahlen  Ac,  Bc,  ( ABf  jeder  beliebigcn  Bestimmung  fahig, 
dann  bleibt  aber  nur  eine  zulassige  Bestimmung  fur  die  dritte  Zahl 
iibrig.  Dagegen  gestattet  in  der  ersten  Relation  im  allgemeinen  nur 
eine  Zahl  eine  beliebige  Bestimmung. 

Sehen  wir  jetzt  A  als  fest,  B  =  z  als  veranderlich  an,  so  werden 
den  Punkten  der  tf-Ebene  durch  die  Funktion 


A3 


im  allgemeinen  unendlich  viele  Werte  zugeordnet.  Indem  wir  mit  c 
einen  besonderen  Wert  you  log  A  bezeichnen,  lassen  sich  diese  Werte 
zu  einer  Reihe  eindeutiger  Funktionen: 


ec:,  e(c+2ni) z,  e(c-2rti)z,  e(c  +  -lni): 

zusammenfassen,  wobei  allerdings  die  den  reellen  rationalen  Werten 
von  g  zugehorigen  Werte  mehrfach  auftreten.  Dementsprechend  faBt 
man  A-  nicht  als  eine  mehrdeutige  Funktion,  sondern  vielmehr  als 
einen  Komplex  eindeutiger  Funktionen  auf,  was  im  Kapitel  iiber  ana- 
lytjsche  Fortsetzung  noch  des  naheren  begriindet  wircl.  Im  iibrigen 
greift  mai;  haufig  eine  dieser  Bestimmungen  heraus  und  versteht  dann 
unter  A:  schlechtweg  diese  Funktion  allein. 


1)  Hiei  durch  entsteht  allerdings  ein  Konflikt  fur  den  besonderen  Fall  A  = 
zwischen  der  gegenwartigen  Definition  und  derieni^en  von  8  is  rr  1  /  . , 
sich  nun  so:  Soil  e*  als  der  Wert  dev  •  yjen^en  vou  §  13-  Dies  entscheide 

fur  den  besonderen  W  rt  fJi?  Ls  A  "uCX  Funktio, 

der  Definition  von  §  13  eindeuti.  testi^T  Solf  d  ’  8°  die8e  ZaM  nacl 
die  bier  erklarte  allgememe  Pot'enz  aneoeleot  werden^fo"  {,“  An8chl,"e'  ai 
aoch  die  anderen  Werte  berucksichtio-Pn  A  -i  •  ’  S°  uB  man  auBerden 

Deutung  vorziehen,  wofern  das  Geeenteil  ri^®n  Wlr(*  mau  stets  die  erst 

*«*  aus  clem  Znlmmenhang'e  k  “m  ^  « 

mw“t  ist.  So  hat  man  beispielswle  dl  ’  ?  1G  allgemeine  potenz  ge 

graphen  unter  e(c  +  **0*  Lw  die  Funl-r  WGlteren  Formeln  dieses  Para 
*„nktl0_,  ’  r:.,dle  nktl0n  V0”  8  13  ”  Tersteken. 
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Es  ist 

dAZ  A-  1  , 

-dF  ~A  loSA, 

wobei  reohter  Hand  dieselbe  Bestimmung  von  log  A  wie  linker  Hand 
gemeint  ist. 

Sieht  man  dagegen  B  =  m  als  fest?  A  =  z  als  veranderlicb  an, 
so  baben  wir  die  dadurch  entstebende  Funktion'  fur  reelle  Werte  von 
m  bereits  in  §  12  betracbtet,  Man  bat  nun  allgemein  die  Definitions- 
formel: 

gtn  _  log  i 

Es  gilt  aucb  fur  komplexe  Werte  von  m  iinter  geboriger  Festlegung 
der  Funktion  recbter  Hand  die  Dilferentiationsformel : 

dzm  m— 1 

-j—  =  mzml. 
as 

Aufgabe.  Indem  man  die  byperboliscben  Funktionen  durch  die 
gebraueblicben  Definitionen: 

-I  ez  —  e~z  ,  ez e~z  ,,  sh.s 

sli^=  2 - ,  cli  z  =  — ,  tb  z  =  usw. 

einfiibrt,  untersuebe  man  diese  Funktionen,  sowie  die  zugeborigen 
Umkebrfunktionen  auf  ihr  Yerhalten  im  komplexen  Gebiete  bin. 


§  16.  Die  lineare  Transformation  in  kinematischer 

Behandlungsweise. 

Wir  baben  bereits  friiber  (§  11)  geseben,  dab  die  allgemeine 
lineare  Transformation 


iv  =  — — p-, ,  ad  —  be  =)=  0, 

cz  -f  a 7 

aus  crewissen  erzeugenden  Translormationen  zusammengesetzt  weiden 
kann,  und  zwar  waren  es  die  vier  folgenden: 


1) 

w  —  z  -f"  a , 

11) 

w  =  Az , 

A  reell  und  positiv; 

III) 

w  =  eaiz, 

a  reell ; 

IV) 

w  =  1/e. 

Jetzt  soil  gezeigt  werden,  wie  die  Transformation  aus  einem  GuB 
entsteben  kann.  Wrir  wollen  uns  dieselbe  als  eine  Transformation 
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der  Ebene  in  sich  deuten  mid  vor  alien  Dingen  fragen,  welche 
Punkte  der  Ebene  dabei  ungeandert  bleiben.  Dazu  ist  notwendig,  daB 

.  az  -j-  b 

8  =  cz  +  d’ 

dab  also  z  tier  Gleichung 

(1)  ez 2  +  (cl  —  d)z  —  b  =  0 

geniige. 

Der  Fall  c  =  0.  Nehmen  wir  den  Fall  c  =  0  vorweg.  Hier  ist 
wegen  a  cl  —  be  =4=  9 

a  =f=  9,  (I  =4=  0; 

nnd  man  kann  darum  unbeschadet  der  Allgemeinheit  d  =  1  setzen. 
Dieser  Fall  gliedert  sich  weiter  in  zwei  Unterfalle: 

1)  a  =  d  =  1 . 


Die  Gleichung  (1)  hat  hier  gar  keine  Losung,  wofem  man  nur  you 
der  identischen  Transformation  w  =  z  absieht.  Dabei  reduziert  sich 
die  lineare  Transformation  auf  die  Form  1 ): 

w  =  z  +  b, 


und  stellt  somit  eine  Parallel  verschiebung  der  Ebene  vor.  Es  bleibt 
in  der  Tat  kein  eigentlicher  Punkt  der  Ebene  fest,  nur  der  uneigent- 
liche  Punkt  der  erweiterten  Ebene,  z  =  (ygl.  Kap.  7,  §  9)  geht  in 
sicli  iiber. 

2)  a  +  d=l. 

Hier  hat  die  Gleichung  (1)  eine  Wurzel 


Demnach  la&t  sich  die  lineare  Transformation  in  der  Form  schreiben: 

(2)  •  w  —  t>  =  a(z  ~  Q, 

welche  dann  durch  eine  Koordinatentransformation: 

iv'  =  w  £ , 

in  folgende  ubergeht : 

(3)  , 

w  =  az. 

1st  a  reell  und  positiv,  a  -  A,  so  hat  man  Full  II): 


} 
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und  die  Ebene  erfahrt  also  eine  Abnlicbkeitstransformation  init  deni 
Fixpunkte  z  — 

1st  a  dagegen  eine  komplexe  Zabl  vom  absoluten  Betrage  1: 
a  =  ea\  so  liegt  Fall  III)  vor: 


w  =  c 


und  die  Ebene  wird  mitbin  um  den  Punkt  z  =  %  durcb  den  Winkel  a 
gedrebt. 

Um  die  Transformationen  I)  und  III)  darzustellen,  boten  die  ge- 
nannten  starren  Bewegungen  der  Ebene  ein  besonders  einfaches  Mittel, 
wabrend  die  Transformation  II)  durcb  eine  gleicbmaBige  Debnung  der 
Ebene,  wie  eine  elastiscbe  Membran  aufgefafit,  veranscbaulicbt  wird. 
Die  Debnung  ist  eine  nicbt-starre  Bewegung,  und  an  diesen  Begriff 
scblieBt  sicb  derjenige  einer  stetigen  Fliissigkeitsbewegung  an.  In 
der  Tat  kann  man  sicb  die  Transformation  II)  als  durcb  eine  Stronmng 
der  Punkte  der  Ebene  langs  der  durcb  den  Punkt  z  =  £  gebenden 
Strablen  bin  erzeugt  denken.  Es  entstebt  also  eine  kontinuierlicbe 
Transformation,  welcbe  auBerdem,  wie  wir  verlangen  wollen,  stets 
konform  sein  soli.  Hiernach  findet  sie  ibren  analytiscben  Ausdruck 
in  der  Formel: 

z'=f(ty, 

wo  der  reelle  Parameter  t  die  Strecke  0  <  t  <  1  stetig  durcblauft 
und  die  reelle  monotone  Funktion  f(t)  vom  Werte  f( 0)  =  1  in  (Jen 
Wert  /■(!)  =  A  stetig  iibergebt.1)  Fassen  wir  t  insbesondere  als  die 


1)  Es  kann  uns  kier  geniigen,  dak  die  Formel  wirklick  alien  Aniorderungen 
des  Textes  entsprickt.  Will  man  nock  dariiber  kinaus  die  Frage  stellen,  ob  die 
Formel  durch  jene  Anforderungen  eindeutig  bestimmt  ist,  so  kat  man  sick  eine 
nette  kleine  Aufgabe  formuliert,  deren  Losung  sick  aus  den  Entwicklungen  des 
Kapitels  fiber  das  logaritkmiscke  Potential  leickt  ergibt. 

1  Im  iibrigen  darf  man  die  im  gegenwartigen  Kapitel  verwende,  en  Stromunge 

mit  den  spSterhin  besprechenden  ~ge;de, “Si 

verweckseln.  Bei  den  ersteren 


l  a 


2(1 


1’ig.  63. 


bleiben  die  Wdnkel  erhalten, 
m.  a.  W.  sie  stellen  stets  eine 
kouforme  Abbildung  vor.  Letz- 
tere  lassen  dagegen  den  Flacheu- 

durck  die  Transformation 

Z’=Vz 

,  i  Has  Viereck  (2)  verwandelt. 

Flii8Sigkeit  mi‘  de“ 
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Zest  auf  unit  richten  wir  unser  Augenmerk  auf  einen  beliebigcn  i'esten 
Pnnkt  V  der  Ebeue,  so  passieren  die  bewegliehen  l  unkte  dense!  n 
l G  escb  wi  u  dlgkeit ,  die  leicht  zu  berechnen  .si  Set  nam- 
lich  derjenige  Punkt,  welcher  im  Augenbliek  t  =  r  den  unkt  *„ 

passiert:  v -/'(*)«.  • 

Dann  hat  man  allgeutein  fttr  die  Bewegung  dieses  Punktes: 

Daraus  folgt,  dab  seine  Vektorgeschwindigkeit  dutch  die  Formel: 

o-eo-eben  wird.  Mithin  ist 

o  o 


dZ' 
d  t 


r  « 


,  fK 


r 


Am  einfachsten  ist  es  nun,  wenn  wir  verlangen,  dab  sicli  diese  Ge- 
schwindigkeit  im  Punkte  zf  mit  der  Zeit  nicht  andere.  Dazu  ist  not- 
wendig  und  hinreicbend,  dab  f  von  l  nicht  abhange,  woraus 

denn  folgt,  dab 


ist.  Man  jjelaimt  somit  zum  folgenden  Kesultate. 

o  o  o 

.  Die  die  Transformation  II )  veranschaidicliende  Beiceyitng  der  Ebenc 
findet  in  der  leant  in  uicr  lichen  Transformation 

Z'=A'z',  0^<;  1, 

ihren  analytisclien  Ansdruclc. 

Jetzt  sieht  mau,  wie  man  die  allgemeine  Transformation  (3) 
durch  eine  eintache  kontinuierliche  Transformation  erzeuscen  kann. 
Setzt  man  •«  =  Aeai,  so  definiert  die  Formel 

ZA  =  Atetaiz' 


gleichen  Bahnkurven  d  =  const.  und  dem  Geschwindigkeitspotential  u  =-  c  log  r  k 
ins  Auge,  so  verbreitet  sich  derjenige  Teil  der  Fliissigkeit,  welcher  urspriinglich 
das  Viereck  (1)  bedeckte,  spaterhin  nicht  iiber  das  Viereck  (2),  sondern  nur  fiber 
das  Viereck  (3).  Wahrend  die  Geschwindigkeit  in  einem  bestimmten  Punkte  bei 
der  einen  Stromung  proportional  der  Entfernung  dieses  Punktes  vom  Punkte 

a-7  °  *st’  verbalt  S1®  slcb  bei  der  anderen  Stromung  umgekehrt  proportional 
d  eser  Entfernung.  (Es  ist  Zufall,  dab  in  diesem  Beispiele,  bei  der  zweiten 

dlfjemgen  PuDkte  der  Ebeue’  welche  ™  einer  bestimmten  Zeit  auf 

TerhL^176^^1^  '<  =  con8t'  lie§en’  auch  binfort  auf  einer  derartigen  Kurve 
veiharren.  Im  allgemeinen  trifft  dies  nicht  zu.) 


( 
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time  Transformation  der  verlangten  Art.  Die  Baknkurven  bestehen 
aus  logarithmischen  Spiralen : 


wo  Z  —  pe1'1'  gesetzt  ist  und  X,  p  zwei  reelle  positive  Parameter 

bedeuten:  die  Geschwimlio-- 
'  © 

keit;  mit  welcher  die  be- 
weglichen  Punkte  einen  fes- 
ten  Punkt  passieren,  iindert 
sick  niclit  mit  derZeit.  Die 
Scliar  konzentriscber  Kreise 
\z'\=  const,  und  das  Strah- 
lenbiischel  mit  seinem  Mittel- 
punkte  im  Punkte  .z  =  £ 
werden  bezw.  in  sick  iiber- 
gefiihrt.  Die  Transforma- 
tionen  II),  III)  lieiBen  nacli 
Klein  hyperbolisch  bezw. 
elliptisch,  die  allgemeine 
Transformation  (3)  loxodro- 
misch.  Sie  lassen  alle  den 
einen  eigentlicben  Punkt  z  =  £  und  den  uneigentlicben  Punkt  z  =  <x> 
ungeandert.  Im  iibrigen  heiBt  die  Transformation  I)  parabolisch.  Sie 
laBt  nur  den  Punkt  z  =  oo  ungeandert. 


§  17.  Fortsetzung;  der  allgemeine  Fall. 

Geben  wir  jetzt  zum  Falle  c  =f=  0  liber  und  setzen  wir  zuniichst 
voraus,  daB  die  Diskriminante  der  Gleichung  (1),  §  16,  nickt  ver- 
schwinde: 

(d  —  a)2  -f  4J)c  4=  0.  *•' 

Dann  hat  (1),  §  16,  zwei  voneinander  verschiedene  Wurzeln  £1;  £2,  und 
man  erkennt  leicht,  daB  diese  Punkte  der  5-Ebene  auch  wirklich  bezw. 
in  sich  selbst  iibergefuhrt  werden.  Wir  beweisen  nun  vor  allem  den  Satz: 

Die  lineare  Transformation  la  fit  sicli ,  im  Falle 

(d  —  a)~ 4&c=4=0,  ^  +  6, 

ist,  in  der  Form  schreiben: 


A>0. 
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In  der  Tat  fiibre  man  2T  mittels  der  Transformationen 


& 

£ 


y 

—  Ol 


w  = 


ciz  — {-  b 
czt+d> 


w= 


w  —  & 
tv  —  £, 


in  W  liber.  Nacli  dem  Satze  von  §  11,  Aufgabe,  wird  W  dann  eine 
lineare  Funktion  von  Z: 


W= 


c SZ+%’ 


$1$ -23(5  +  0. 


Die  Koeffizienten  kann  man  bier  direkt  bestimmen,  indem  man  zu- 
niicbst  Z  unendlich  werden  laBt.  Dann  nahert  sich  z  dem  Punkte  £s, 
dasselbe  gilt  aucb  von  iv,  und  darum  wird  W  unendlicb.  Das  gibt 

(5  =  0,  SI  +  0,  2)  +  0, 


also,  indem  wir  nocb  2)  =  1  setzen: 

W  =  SIZ  +  S3. 


Des  weiteren  entspricbt  dem  Werte  Z  =  0  der  Wert  W  =  0,  wie  man 
in  abnlicber  Weise  zeigt,  folglicb  ist 

S3  =  0,  TF=  S IZ. 

Ersetzt  man  bier  W  und  Z  durcb  ibre  Werte  in  w,  z,  und  scbreibt 
man  endlicli  St  =  Ae“\  so  ist  der  Satz  bewiesen. 

Urn  St  in  den  ursprunglicben  Koeffizienten  auszuwerten,  lasse 
bian  z  in  den  beiden  lormen  der  linearen  Transformation: 


Ferner  ba4  man 


az  +  b 
w  =  -  , . 

«'  -  4 

cz  -j-  d  ’ 

tv  — 

y 

So  kommt 

St 

_  «  —  cf. 

«  — 

-  St 

“  -  So 


«■  _ a  d  +  ]/(a  +  d)  -  —  4  (ad  —  be) 

^  ~  2c  -  > 


__  a  +  d  —  y(a  +  dj*  —  4  (gd  —  be) 
a  +  d  +  }/(a  +  d)-  —  4  (ad  —  be) 

Wie  vorhin  unter  2)  im  FaUe  c  =  0,  so  untersuchen  wir  auck 
luet  zuvorderst  zwei  spezielle  Transformationen: 

a)  die  hyperbolische  Transformation 


+  >0: 
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/-0  die  elliptische  Transformation 


w  ~Zi 

w~ti  *  -  &  ' 

Dabei  spielen  zwei  Kreisscharen  eine  wichtige  Rolle,  und  zwar  sind  es 

i)  die  Schar  der  d  arch  £u  £2  gehenden  Kreise; 

ii)  die  Schar  der  Kreise,  in  Bezug  auf  deren  jeden  tv,  £2  kon- 
jugierte  Punkte  sind. 

Einige  Eigenscliatten  dieser  Kreise  sind  nns  sclion  von  der  Ele- 
mentargeom etrie  lier  wohl  bekannt.  Sei  P  ein  beliebiger  Punkt  der 

Ebene,  und  man  lege  erstens  einen  Kreis  der 
Cellar  i)  dureh  P.  Yerbindet  man  P  dann  mit 
£i>  %2>  80  bleibt  der  durcb  die  beiden  Yerbin- 
dungsgeraden  gebildete  W inkel  erhalten,  wenn  P 
lungs  dieses  Ivreises  fortruckt.  —  Zweitens  lege 
man  dureh  P  einen  Kreis  der  Schar  ii).  Der 
Mittelpunkt  0  desselben  liegt  auf  der  dureh  tv 
und  £2  bestimmten  Geraden  und  wird  dadurch 
erhalten,  dab  man  die  Tangente  des  ersten 
Ivreises  im  Punkte  P  konstruiert  und  diese 
dann  mit  der  genannten  Geraden  zum  Schnitte 
bringt.  In  der  Tat  erweisen  sich  die  Dreiecke 


Fig.  65. 


O^P  und  OP^2  als  ahnlich,  so  daB  also 


OP 


OP 

OL 


ZJ* 

&P’ 


Ott  •  01 3  =  OP- 


wird.  Es  gibt  aber  aucli  keinen  weiteren  Kreis  der  Schar  ii),  welcher 
dureh  P  geht.  Da  namlich  ein  solcher  seinen  Mittelpunkt  O'  auf  jener 
Geraden  haben  und  auBerdem 


O’ ^  ■  O't 2  =  O'P- 

liefern  miiBte,  so  wiirden  Mie  Dreiecke  O’ tv  P  und  0'Pt2  ahnlich  aus- 
fallen,  woraus  man  schlieBt: 

O'Ptv  -  ^  Oft,P  =  <c  OP  tv 


Im  iibrigen  bleibt  das  Yerhaltnis 

tvP 

£2p 

unneandert,  wenn  der  Punkt  P  den  zweiten  Kreis  duichlauft. 

O  / 
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Liegt  P  insbesondere  auf  der  durch  &  und  gehenden  Geraden, 
so  teilen  sich  die  Punkte  £2  tmd  P,  harmonisch,  wo  den  an- 
deren  Schnittpunkt  des  zu  bestimmenden  Kreises  mit  der  genannten 
Geraden  bedeutet.  Der  Punkt  Q  wird*  dann  durch  die  Konstruktion 

des  vollstandigen  Vierecks  erhalten. 

Fassen  wir  das  Ergebms  noch  einnial  m  "V\  oite  zusammen,  so 

konnen  wir  sagen: 

Durch  jeden  Punkt  z  4=  t2  der  erweiterten  Ebene  geht  ein  und 
nur  ein  Kreis  einer  jeden  Scliar  i),  ii). 

Die  Mittelpunkte  der  Kreise  von  Scliar  ii)  liegen  cdte  auf  der  durch 
und  £0  bestimmten  Geraden. 

Der  Winkel  Pt2  bleibt  erhalten,  ivcnn  P  einen  der  beiden  Bocjeu 
durchlduft  in  welche  ein  beliebiger  Kreis  der  Scliar  i)  durch  die  Punkte 
und  £2  zerlegt  wird. 

Das  Verhciltnis  £x  P  t2P  bleibt  erhalten,  wenn  der  Punkt  P  einen 
beliebigen  Kreis  der  Scliar  ii)  beschreibt. 


Die  kyperbolische  Transformation. 

■X 

Im  AnschluB  an  die  kontinuierlichen  Transformationen  im  Falle 
c  =  U  wollen  wir  aucli  bier  eine  stetige  Bewegung  der  Punkte  der 
Ebene  bestimmen,  wodurch  die  vorgelegte  Transformation  bewerk- 
stelligt  wird.  Dabei  mogen  die  Zwiscbentransformationen ,  welche 
die  kontinuierliche  Transformation  ausmacben  sollen,  alle  von  Typus  a) 
also  bvperboliscb  sein,  wabrend  sicb  die  Gescliwindigkeit,  mit  weleber 
die  beweglicben  Punkte  einen  beliebigen  festen  Punkt  passieren,  mit 
der  Zeit  niclit  andern  darf.  Diese  Festsetzungen  geniigen,  um  die 
kontinuierliche  Transformation  vollig  zu  bestimmen.  Setzt  man  namlich 
bier,  abnlicli  wie  vorbin, 


Z 

Z 


>1 

>0 


=  f(f) 


wo  f  (t)  reell  und  positiv  1st,  und 
gleicber  Weise  ein,  so  kommt 


fiihrt  man 


0£t<:i, 


wieder 


z  P 
teO; 


r 


in 


!  -  «*) 


G 
L  ’ 


Z  — 


*=f.  =  m 


Durch  logaritbmiscbe  Differentiation  erhalt 


fo_ 

So 


<• 


man  dann 

G  i'‘>  dz  f'Ct) 
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also  ,  „ 

d  z  =  (*o  -  Si)  a  -  £,)  r  to 

fir)  ■ 

Als  Endresultat  ergibt  sicb: 


z _ A  _  j^t z  £i 


z  — 


2  t>2 

Die  Bahnkurven  der  hyperbolischen  Transformation  bilden  die  Kreis- 
schar  i). 

In  der  Tat  ist 


0<*<  1. 


arc  (Z  —  £j)  —  arc  (Z  —  §a)  =  arc  (g  —  Q  —  arc  (g  —  c2). 

Nun  ist  ja  die  linke  Seite  dieser  Gleickung  nichts  anderes  als  der 
W  inkel  (absolut  genominen),  welchen  die  beiden  von  Z  nach 

gezogenen  Geraden  mitein- 
ander  bilden.  Dieser  andert 
sich  mithin  niclit  mit  t,  son- 
dern  bleibt  stets  gleicb  dem 
entsprechenden  Winkel  fur 
den  Punkt  z.  Daber  riickt 
der  Punkt  Z  langs  des  durcb 
£lf  z,  gelegten  Kreises  fort 

Die  Kreisschar  ii)  fjeltt 
in  sich  iiber.  Denn  es  ist 


7  u  I  I  „  ; 

I  ^  Si  1  __  A  t  I  *  >>i  | 

\z— 1,\  i  * — &  r 


Nun  ist  aber  der  Ort  der 
Punkte 


wo  A  ein  Ivonstar.te  bedeutet. 
ein  Kreis  der  Schar  ii)-  Die  Punkte  Z,  in  welche  diese  durch  eine 
bestimrate  Transformation  l  -  t'  der  Schar  ubergefuhrt  werden,  ge- 


niigen  daber  der  Beziebung 


z  Al  _  z1'  i 


|Z-& 

und  niacben  mithin  einen  zweiten  Kreis  der  fecbai  ii)  aus;  w.  z.  b. 


w. 


Die  elliptiscbe  Transformation. 
Stellt  man  bier  eine  abnliclie  Uberlegung  an,  wie 
der  byperbolischen  Transformation,  so  wird  man  zur 


soeben  im  Falle 
kontinuierlicben 
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Transformation 

z~~^k  =  dai  s.  —  A  0  <  t  <  1 

z  — &  *  — 

gefilhrt.1)  Die  Rollen  der  beiden  Kreisscharen  werden  dabei  rnitein- 
ander  vertauscht. 

Bahnkurven  der  ettiptischen  Transformation  sind  die  Kreise 
der  Schar  ii). 

Das  folgt  durch  ein  ahnliches  Riisonnement,  wie  vorhin,  aus  der 
Beziehung 


Z-S. 


z  — 


Die  Kreisschar  i)  geld  in  sick  iiber.  Denn  es  ist 

arc  (Z  —  —  arc  (Z  —  £s)  =  at  +  arc  (z  —  £,)  —  arc  (z  —  £2). 


Die  loxodro m isclie  Transformation. 
Aueh  im  alloemeinen  FaRe 


w~Ji  =  n  *  —  ft 
w  —  A  —  Si ; 


a  = 


Me"1', 


sind  dieselben  Gesichtspunkte  fur  die  Einschaltung  eines  Systems 
von  Zwischentransformationen,  aus  welchen  sich  die  kontinuierliche 
Transformation  zusammensetzen  soil,  maBgebend  wie  in  den  beiden 
voraufgehenden  Fallen.  Man  wird  zuniichst  verlangen,  daB  diese  Zwi¬ 
schentransformationen  alle  loxodromisch  seien,  daB  also  die  beiden 
reellen  Funktionen  /  (t)  >  0,  qp(£)  so  bestimmt  werden,  daB  die  kon¬ 
tinuierliche  Transformation 

&■  .  o<t<i, 

•  *  -  S«  -  -  ’ 

die  Punkte  der  Ebene  aus  ihrer  Anfangs-  in  die  durch  die  vorgeleirte 
Transformation  be.tmm.te  Endlage  stetig  stromen  lasse  und  daB  sTcli 
auBerdem  die  Geschmndigkeit,  mit  welcher  die  beweglicheu  Punkte 
«nen  festen  Punkt  passieren,  mit  der  Zeit  nicht  andere.  Dadurch 
werden  diese  Funktionen  gerade  festgelegt,  und  zwar  ist 

1  AUgemeiner  erhalt  man  die  Transformation 

^  ~~  ^ —  ev(*)t 2  — 

WO  9 (f)  =  t(a  ±  2 lcn) ,  k  =  1,  2,  .  .  ist. 
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Z-ty 


y  y  =  AW®*- - ~l  , 


0<^<  1 


wo  cp  (t)  =  t(a  ±  2A-jt),  Jc  =  0,  1,  2,‘  •  • ist. 


Die  paraboliscke  Transformation. 

Es  bleibt  nur  nocb  iibrig,  den  Fall  zu  bebandeln,  daB 
*  (a  —  elf  +  46c  =  0 

ist.  Da  wir  c  H=  0  annehmen,  so  hat  Gleickung  (1),  §  16,  jetzt  eine 
und  nur  eine  Wurzel,  e  =  g,  und  dieser  Punkt  bleibt  auch  wirklich 
ungeandert. 

Die  lineare  Transformation  Ici/tt  sich  im  parabolisclien  Falle: 

{a  —  d)2  +  4&e  =  0 ,  c  4=  0, 

an/*  die  Form  hr  in  gen: 

w—t 

Fiibren  wir  namlick  den  Punkt  Z  mittels  der  Transformationen 


z-V 


az  -|-6  1T/r  1 

W  =  - j —r,  W  =  - r 

cz  d  w  —  £ 


in  W  liber,  so  hangt  W  linear  und  zwar  ganz  von  Z  ab: 

W  =  %Z  +  23,  5t=|=0.  ' 

Dabei  muB  ferner  51  =  1  sein,  denn  sonst  hatte  diese  letzte  Trans¬ 
formation  einen  eigentlicben  Fixpunkt,  welch er  dann  notwendig  noch 
zu  einem  zweiten  Fixpunkte  der  urspriinglichen  Transformation  fiibren 
wiirde.  Hiermit  ist  der  Beweis  fertig. 

Wie  man  riicksiehtlich  der  Beziehungen 

0  —  (a  —  d)2  -[-4 be  —  (a  d )2  —  4 (ad  —  he ) 

€ 

leicht  nachrechnet,  ist 

t  =  a~d  53  =  . 

=  2c7  ^  a -\-  d 

Sei  53  zunachst  reell  und  positiv,  53  =  B.  Unter  Emfiihrung 
neuer  Koordinaten: 

z  =  x  +  iy  =  z  —  5,  w' =  u'  +  w  —  Z 

kommt:  ,  ,  .  , 

ii  —  iv  x  —  zy  .  p 

und  man  erhalt  somit  die  Gleichungen 
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(1) 

u’ 

X 

iT  +  v'- 

~  x'*-  +  y'* 

(2) 

/ 

V 

V 

r  0  |  .  /  2 

u  -  v  - 

x  -f-  y 

Nun  ist  aber  der  Ort  der  Gleickung 


—  =  const. 


(i)  *'2  +  y- 

ein  die  y-Acbse  im  Koordinatenanfangspunkte  beriihrender  Kreis,  wiih- 
rend  die  Gleichung 

(i'O  "  const 

einen  die  g'-Achse  in  demselben  Punkte  beriilirendeii  Kreis  vorstellt. 
Diese  Kreise  schneiden  sich  unter  einem  rechten  Winkel.  Hieraus 
entnimmt  man  also  den  Satz: 

Burch  die  parabolische  Transformation 

1  1 


w—t  z  —  g 


m  Mr  Kreis  da- Schar  iT)  in  sick  selbst  ubcr,  u-dkrcnd  die  Kr 
Schm  1  >  m  andere  Schar  vencandeU  werdcn. 
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Fiihrt  man  eine  kontinuierliche  Reihe  von  Zwischentransformatimm 
(turch  die  Formel  ein: 

+  1, 

so  stromen  die  Punkte  der  Ebene  Icings  der  Kreise  der  Schar  i'i')  hin 
und  zwar  so,  dafi  die  Gesclnvindigkeit  in  einem  beliebigen  Punkte  der 
Ebene  konstant  bleibt. 

Im  Faile  23  rein  imaginar  ist,  23  =  Pi,  werden  die  Rollen  der 
beiden  Scharen  gerade  gegeneinander  vertauscbt;  die  Bahnkurven  sind 
bier  die  Kreise  i'). 

Jetzt  ist  es  leicht,  zum  aUgemeinen  Faile  hinaufzusteigen.  Die 
Bahnkurven  der  stetigen  Stromung 


schneiden  die  Kreise  der  Schar  i'i')  alle  unter  ein  und  demselben 
Winkel,  ahnlich  wie  im  loxodromischen  Faile,  was  zur  Folge  hat,  daB 
sich  dasselbe  System  von  Bahnkurven  und  Niveaulinien  einstellt,  nur 
erscheint  jetzt  das  Achsenkreuz  anders  gegen  die  Koordinatenachsen 
orientiert,  vgl.  Fig.  67. 

Grenzfalle.  Die  allgemeine  lineare  Transformation  besitzt  zwei 
eigentliche  Fixpunkte.  Riickt  einer  davon  ins  Unendliche,  so  entsteht 
die  ganze  lineare  Transformation.  Riicken  die  beiden  zusammen,  so” 
kommt  die  parabolische  Transformation  zustande,  die  insbesondere  die 
Parallelverscliiebungen  der  Ebene  umfaBt,  wenn  jener  Fixpunkt  im 
Unendlichen  liegt. 


Rotationen  der  Ivugel.  t 

Wir  wollen  noch  diejenige  lineare  Transformation  der  Ebene  auf- 
stellen,  welche  einer  Drehung  der  Ivugel  urn  einen  willktirlichen  Durch- 
messer  derselben  entspricht.  *) 

Indem  wir  die  Projektionsebene  in  die  Aquatorebene  verlegen 
und  den  Radius  gleich  1  nelimen,  erhalten  wir  als  Gleichung  dei  Ivugel 

S*+i?1+6*-i, 

1)  Die  Formel  riikrt  von  Cayley  her,  Math.  Ann ,  Bd.  15  (1879)  S.  -238. 
Die  Herleitung  derselben  ist  im  wesentlichen  dieselbe,  welche  Klein  gege  jeu 
bat,  Ikosaeder ,  S.  32. 
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§  17.  Fortsetzuug;  der  allgemeine  Fall. 

wobei  (lie  I-,  .,-Achsen  reap.  mit  den  X-,  y- Achsen  zusammenfalleh 
sollen.  Ferner  wire! 


Sei  (|,  ) ],  g)  das  eine  Ende  des  bewuBten  Durcbmessers;  dann 
wird  das  andere  im  Punkte  (-  -  rh  -  g)  liegen.  Die  Koordinaten 

t  ri  t  sind  eben  die  Richtungskosinus  der  Rotationsacbse: 

£  =  cos  a ,  rt  =  eos  /3 ,  g  =  cos  7. 

Die  Fixpunkte  der  linearen  Transformation  sind  folgende: 


«i 


l-S  ’ 


a  3 


|  +  *  5 
i  +  r 


Es  bandelt  sich  nur  noch  11m  die  Bestimmung  von  51  =  Aeai. 
Da  das  Abnlicbkeitsverhaltnis  im  Punkte  a1  den  Wert  1  baben  muB, 
so  wird 

A  =  1. 


Soil  nun  die  Kugel,  von  einem  auBerbalb  derselben  befindlicben  Punkte 
(^l>  l£)f  ^>1,  der  Rotationsacbse  aus  beseben,  durch  einen 
\\  inkel  «  entgegen  dem  Sinne  des  Ubrzeigers  gedrebt  werden,  so  muB 
cc  =  —  co  gesetzt  werden.  Hiermit  erbalten  wir 


a'~ai  . 

iv  —  a.  z  —  a» 


oj  i 

Indem  wir  diese  Gleicbung  mit  e-  multiplizieren  und  dann  nacb  w 
auflosen,  ergibt  sicb,  unter  Benutzung  der  Relation 


daB 


ist,  wo 


a  =  cos  a  sin 


1  —  l'  +  >1~  =  (i  +  irj)  (£  —irj), 

(d  -f-  ic)  z  —  (b  —  i  a) 


w  = 


CO 

IT  ) 


Dabei  ist  ferner 


(6  +  ia)  z  -f-  (d  —  i  c) 7 
h  T  cos  ft  sin  c  _  cos  y  sin  ~  d  =  cos  - 

1  O 

+  62+  c2-f-  d8  =  1. 


worden  daB  t  l  +  ,  t  16  ^hweigend  vorausgesetzt 

in  dies  m LL  btt  heT'  “ ^ibt  .be?  auch 
bestehe">  wie  man  nachtraglich  direkt  bestatigt 
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§  18.  Erzeugung  del-  allgemeinen  linearen  Transformation  aus  einer 
ganzen  Transformation  durch  den  Prozefi  der  sogenannten  „Trans- 

formation“. 

Liegt  erne  bestimmte  Reihe  von  Transformationen  vor  und  bildet 
man  aus  einer  derselben,  T,  mittels  einer  zweiten,  S,  die  Transfor¬ 
mation 

S~ 1 TS  =  T', 

wobei  S -1  zuerst  ausgefiilirt  werde,  so  sagt  man,  dab  T  aus  T  durch 
„ Transformation a  hervorgehe;  T'  und  T  heifien  dann  gleicliberecidigt. 
ir  wollen  jetzt  den  folgenden  Satz  beweisen. 

Satz.  Die  allgemeine  lineare  Transformation  geld  aus  der  ganzen 
linearen  Transformation  durch  transformation “  hervor. 

Im  kalle  es  zwei  Fixpunkte,  £17  £2  gibt,  laBt  sicli  die  vorgelegte 
Transformation  in  der  Form  schreiben: 

w  J>i  _  qr  •-  F 

Nimmt  man  nun  als  Transformationen  S,  T  die  folgenden1): 


T:  tv  =  %z, 

so  ist  die  zu  S  inverse  Transformation 


s 


- 1. 


w  = 


z  —  S2  ’ 


und  die  Bildung  der  Transformation  S  lTS  erfordert  mithin  die  suk- 


zessive  Ausfiilirung  der  drei  Transformationen 


S-1: 

T: 

S: 


w~Zi  _ 

W  -  go 


1)  Diese,  sowie  alle  iibrigen  Ti'ansformationen  dieses  Paragrapken,  sind  so1 
zu  verstehen,  dafJ  der  zu  transform ierende  Punkt  auf  der  reckten  Seite  der  je-- 
weiligen  Gleichung  stebt,  wahrend  sich  die  Variabele  linker  Hand  auf  den  trans- 
formierten  Punkt  beziebt. 
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sefuhrt  und  hiermit  ist  der  Satz  fur  diesen  Fall  bewiesen. 

Erforschen  wir  jetzt  die  geometrische  Bedeutung  der  „Transtor- 
mation“  im  yorliegenden  Falle,  so  sehen  wir.  daB  die  Transformation 
£-1  die  *-Ebene  auf  die  ^'-Ebene  so  abbildet,  daB  die  Punkte  £  =  §17 
£c>  bzw.  iu  g'  =  0 ,  00  iibergeben.  Alsdann  fassen  wir  die  Transfor¬ 
mation  T,  wie  in  den  vorliergehenden  Paragraphen,  als  eine  Trans¬ 
formation  der  ^-Ebene  in  sieli  selbst  auf.  Es  handelt  sicb  hier  eben 
um  eine  sranze  lineare  Transformation  mit  einem  eigentlicben  Fix- 
punkte.  Diese  Transformation  liaben  wir  aber  bereits  eingehend  unter- 
sucbt  und  die  Bahnkurven  der  stetigen  Bewegung  bestimmt,  §  16. 
Fiihrt  man  niui  noeh  letzten  Elides  die  Transformation  S  aus,  indem 
man  die  soeben  in  sicb  transformierte  ^'-Ebene  wieder  auf  die  Aus- 
gangsebene  zuriickbezieht,  so  werden  diejenigen  Punkte  und  Kur- 
ven  bzw.  Kurvenscbaren  der  Ausgangsebene,  deren  Abbild  in  der 
^'-Ebene  durch  Ausfiibrung  der  Transformation  T  in  sicb  iibero-ino- 
auch  bei  T'  ungeandert  bleiben. 

Abnliches  gilt  fur  die  paraboliscbe  Transformation.  Hier  wird 
man  S,  T,  wie  folgt,  annebmen: 


V* 

1 

0 . 

w  -  $  =  “  > 

T: 

(V  =  Z  -f  58  ; 

wobei  also 

S~u. 

1 

W  =  _ 

ist.  . 

Aus  der  Keuutms  der  ganzen  linearen  Transformation,  iusbesondere 
der  Bahnkurven  und  der  zu  denselben  orthogonalen  Scbar  von  Niveau- 
kurven,  gewinnt  man  also  durch  den  ProzeB  der  ..Transformation" 
emeu  unmittelbaren  Einblick  in  dm  Beschaffenbeit  der  all,ememe„ 
linearen  Transformation,  ja,  man  kaun  sogar  die  aUgemeine  lineare 

anslo.mation  schon  allem  von  diesem  Standpunkte  aus  betrachten 
und  auf  Grand  dieser  Metbode  bebandeln.1) 


1)  So  bei  Klein,  Leipziger  ^ 
tische  Modulfunktionen, 
Osgood,  Funktioneutheorie.  I. 


arirCf.ni«‘-82; 


Aufl. 


vgl.  auch  Klein-Fricke 
Kap. 


IS 
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S  If.  SeliluBbemerkungen  iiber  lineare  Transformationen. 
Zum  SchluB  wollen  wir  noch  einige  Angaben  iiber  lineare  Trans- 

oimationen  anknupfen,  auf  deren  Begrundung  wir  indessen  verzichten 
mussen. 


a)  Gruppattheoretische  Eigenschaften.  Die  Gesamtheit  der  liueareu 
ran  storm  ationen  mit  nicht  verschwindender  Determinante  bildet  eine 
Gruppe  (vgl.  §  11,  Ende).  Diese  Gruppe  enthalt  eine  Reihe  yon 
Untergruppen.  So  bilden  beispielsweise  a]le  diejenigen  Transfor¬ 
mationen,  welche  dieselben  Fixpunkte  liaben,  eine  Untergruppe,  und 
diese  enthalt  wieder  als  Untergruppen  die  zugehorigen  elliptischen 
bzw.  hyperbolischen  Transformationen.  Auch  gibt  es  eine  Reihe  von 
endlichen  Gruppen,  die  insbesondere  denjenigen  Drehungen  der  Kugel 
entsprechen,  welche  einen  derselben  einbeschriebenen  regularen  Korper 
mit  sicb  selbst  zur  Deckung  bringen.  Fur  die  Theorie  der  auto- 
morphen  Funktionen  sind  die  gruppentheoretischen  Eigenschaften  der 
linearen  Transformation  grundlegend.  Im  iibrigen  sei  noch  einer 
Invariante  der  Transformation  Erwahnung  getan.  Das  Doppelver- 
haltnis  der  vier  Punkte  ■  zx,  z.2,  z3,  z±: 


"3) 


behiilt  namlich  seinen  Wert  bei,  wenn  diese  Punkte  vermoge  einer 
beliebigen  linearen  Transformation  in  vier  andere  iibergefiihrt  werden. 
Hiermit  ist  AnschluB  an  die  Theorie  der  binaren  Formen  erreicht.1 2) 
Nun  konnen  drei  beliebige  Punkte  in  drei  andere  beliebige  Punkte 
iibergefiihrt  werden.  Setzt  man  also  insbesondere  zx  =  z,  z.2  =  0, 
#3=  1,  z4=  oo,  so  nimmt  jenes  Doppelverhiiltnis  den  Wert  z  an. 
Dementsprechend  kann  man  die  unabhangige  Variabele  z,  einer  linearen 
Transformation  der  Ebene  gegeniiber,  als  das  Doppelverhiiltnis  ( z ,  0, 
1,  oo)  auffassen,  und  dariiber  hinaus  allgemein  das  Dopp/dverhaltnis 
(z,  a ,  b,  c )  des  veriinderlichen  Punktes  z  und  der  drei  festen  Punkte 
a,  b,  c  als  unabhangige  Variabele  einfiihren.  Wir  konnen  urn  so 
mehr  von  einer  eingehenden  Besprecliung  dieser  Eigenschaften  ab- 
sehen,  weil  sie  bereits  von  verschiedenen  Autoren  in  leicht  zugang- 
licher  Florin  behandelt  sind.*) 


1)  Hieriiber  vgl.  man  Klein,  Vergleichende  Betraehtungen  iiber  it  cite  geo- 
metrische  Forschungen ,  Erlanger  Programm,  1872,  S.  47,  =  Math.  Ann.  Bd.  4a 


(1893)  S.  98. 

2)  Man  vgl.  die  gedriingte,  aber  dock  klare  Darstellung 
Analytische  Funktionen ,  2.  Abschn.;  ferner  Klein  -Frick e, 
funktionen ,  Bd.  1,  S.  163. 


Lei  Burkhardt, 
Elliptische  Jlodul- 
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b)  Die  mgehorkje  Transformation  der  Kugel  Der  aUgememen 
lineare,,  Transformation  der  Ebene  entspricht  eme  ausnahmslos  e,n- 
eindeutige  und  konforme  Transformation  der  Kugel  in  sich,  und  um- 
oekehrt  fuhrt  jede  solche  Transformation  der  Kugel  ,n  s.ch  ol.ne 
Umleo-uno  der  Winkel,  auf  eine  lineare  Transformation  der  Ebene, 
Kap.  7,  §°  10,  Eude.  Dabei  bleiben  im  allgemeinen  zwe.  Punkte  der 
Kugel  fest,  in  besonderen  Fallen  aber  nur  einer.  Die  beiden  Kreis- 
scharen  i),  ii)  resp.  i'),  i'O  der  Ebene  gehen  in  zwei  zuemander  or- 
tbogonale  Kreisscharen  der  Kugel  liber,  welclie  in  besonders  einfaclier 
Weise  erzeugt  werden  kbnnen.  Es  gehen  niimlich  alle  Ebenen,  iu 
welchen  die  Kreise  der  Scliar  ii)  liegen,  durch  ein  und  dieselbe  Ge- 
rade7  welche  nebst  der  durch  die  beiden  Fixpunkte  der  Kugel  be- 
stimmten  Geradeu  eiu  Polarenpaar  l)Lldet.  l)es  weiteren  laBt  sich 
zeigen,  daB  zu  jeder  der  bier  betrachteten  Transformationen  der  Kugel 
in  siclg  oder  allgemeiner  zu  jeder  Ivreisverwandtschait.  der  Kugel  mit 
sich  selbst,  sei  es  mit  oder  ohne  Umlegung  der  Winkel,  eine  Kol- 
lineation  des  Raumes  gehort,  welclie  die  Kugel  genau  eben  so  in  sich 
uberfuhrt;  und  umgekehrt  liefert  eioe  beliebige  derartige  Kollineation 
des  Raumes  eine  der  letztgenannten  Transformationen  der  Kugel  in 
sich.  Man  kann  aueh  so  sagen:  Je<le  Nicht-Euklidische  Bewegung 
des  Raumes,  wofiir  die  Kugel  Fundamental tiiicke  ist,  fuhrt  zu  eine)- 
Transformation  der  Kugel  in  sich  ohne  Umlegung  der  Winkel,  und 
umgekehrt  kann  eine  jede  dieser  Transformationen  durch  eine  von 
jenen  bewirkt  werden. 

Endlich  wollen  wir  nocli  eine  konforme  Transformation  der 
Kugel  in  sich  betrachten,  deren  Fixpunkte  die  beiden  Endpunkte 
eines  Durchmessers  sind,  —  wir  wollen  diese  dann  als  den  Nord- 
und  den  Sudpol  anseben.  Konstruiert  man  den  Zylinder,  welcher  die 
Kugel  Kings  des  Aquators  beriihrt,  und  nimmt  man  dann  eine  Zentral- 
projektion*  der  Kugel  auf  diesen  vor,  so  entspricht  der  bewuBten 
Transformation  der  Kugel  in  sich  eine  starre  Bewegung  des  Zylinders 
in  sich. 


Aufgabe  1.  Soli  die  reelle  Achse  durch  eine  lineare  Trans¬ 
formation  in  sich  selbst  iibergehen,  so  reicht  offenbar  bin,  daB  die 
Koeffizienten  der  Transformation  alle  reell  sind.  Man  beweise  den 
umgekehrten  Satz,  daB  sie  niimlich  dann  stets  reel!  genommen  werden 


Man  zeichne  die  Fixpunkte  und  die 
lichen  Falle  derartiger  Transformationen 


Bahnkurven  fiir  alle 
auf. 


mbg- 

O 


18:i: 
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Aufgabe  2.  Soli  eine  lineare  Transformation  periodisch1)  sein, 
so  kann  sie  nur  elliptisck  sein,  und  zwar  muB  u  =  —jt  sein,  wo  p 
und  q  ganze  Zalilen  sind. 

Aufgabe  3.  Man  untersuche  die  Transformation: 


1st  sie  periodisch? 

Aufgabe  4.  Es  sollen  alle  diejenigen  linearen  Transformationen 
ermittelt  werden,  welche  einen  gegebenen  Kreis  in  sich  iiberfiihren. 

Aufgabe  5.  Man  zeige,  daB  eine  elliptische,  kyperboliscke, 
parabolische  oder  loxodromische  Transformation  diese  Eigensckaft 
gegeniiber  der  sogenannten  „Transformation“  beibehalt. 


1)  Eine  Transformation  heiBt  periodisch  mit  der  Periode  n ,  wenn  sie,  n  mal 
(aber  nicht  weniger  oft)  bintereinander  ausgefiihrt,  die  identische  Transformation 
bervorruft. 


Siebentes  Kapitel. 


Integralsatze  und  singuliire  Punkte.  Rationale  Fnnktionen. 

Reiheneiitwicklungeii. 


§  1.  Bestimmte  Integrale. 


An  die  Definition  des  Integrals  einer  reellen  Funktion  ®(x,  y ,  s), 
erstreckt  fiber  eine  Kurve  C  (Kap.  4,  §  1),  ankniipfend  erklart  man 
das  Integral  einer  Funktion  einer  komplexen  Veranderlicken,  wie  folgt. 
In  einern  Bereicli  T  der  Zahlenebene  sei  eine  Funktion 

f{z)  =  u(x,  y)  +  iv(x,  y) 

stetig.1)  Seien  ferner  z0  und  Z  zwei  Punkte  von  T,  welche  durcli 
eine  in  T  verlaufende  regulare  Kurve  C  miteinander  verbunden  werden 
mogen.  Diese  Kurve  werde  durcb  die  Punkte  elt  .  .  .  s  x  in  n  Teile 
zerlegt.  Bildet  man  nun  die  Surame 


und  laBt  man  n  ins  Unendlicke  wacksen,  wakrend  die  GroBen  Az 
alle  gegen  0  abnekinen,  so  stellt  sicli  keraus,  daB  sick  St  einem 
Grenzwerte  nakert.  In  der  Tat  ist 


[u(xk,yk)  &xk~  v(xk,  yk)Ayk]  +  i[v(pck,yk)  Axk  +  u(a 
DemgemaB  drfickt  sick  Sn  mittels  der  beiden  Summen 


f  = 

v(xk,  Sfc)  Ay*]  +  i[v(xk,yk)  Axk  -f  u(xkJyk)  A yk]. 
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n  —  1 

»0*>«4) &xk~v{Xk,  24)  A yk], 

k  =  0 

n  —  1  * 

A"  [«(**»  %)  +  «(%,  &)  Ayj 

aus,  und  das  smd  eben  die  Summen,  welclie  in  die  Definition  der 
Kurvenintegrale,  wo  von  soeben  die  Rede  war: 


U',  Y)  (X,  Y ) 

fudx  —  vdy ,  }  vdx  +  udy 

(xo,  Vo)  (XotVo) 

eingehen.  Inlolgedessen  nahert  sicb  Sn  bei  wacbsendem  n  einem 
Grenzwerte,  und  diese  GroBe  ist  es  gerade,  welche  wir  als  das  be- 
stimmte  Integral  der  Funktion  f(z),  erstreckt  fiber  die  Kurve  C,  defi- 
nieren  wollen;  in  Zeichen 


Darnacb  ist 

(1) 


71 —  1  7. 

Hm  ^  f(ek)  Azk  =  /  f(z)  dz. 

”  =  °°  1=0  zn 


Z  (X,  Y) 

I  f(z)  dz  =  j  udx 

20  (*0,2/o) 


(X,  Y) 

—  vdy  +  i  j  vdx  +  udy. 

hi  Vo) 


Die  vorstehende  Definition  liiBt  eine  evidente  Erweiterung  zu, 
indem  man  von  der  Forderung  absieht,  daB  f(z)  in  einem  zwei- 
dimensionalen  Bereiclie  erklart  sein  soil,  und  nur  verlangt,  daB  f(z) 
langs  der  Kurve  C  definiert  werde  und  dort  stetig  sei.  AuBerdem 

kann  man  an  Stelle  der  Summe  Sn  die  Summe 

n  —  l 

^  f  (2k)  A  Sk 

*  =  0 

treten  lassen,  wobei  A sk  die  Lange  des  Bogens  A zk  bedeutet.  Audi 

diese  Summe  strebt  bei  wachsendem  n  einem  Grenzwerte  zu;  wir 

schreiben 

n  —  1  $ 

lim  ^  f(ek)  A  sk  =  /  f  (*)  ds. 

n  =  *  k  _  o  *tf 

Es  ist: 

7.  s 

(2)  J f{z)dz=J f{e)  dd-sds. 

*0  *0 

Allixemeiner  hat  man: 
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*- 1 

lim  ^  /’(/*>  4)  ^4  “y 

n  =  oo  k  -  o  *<> 

wo  C  durch  den  reellen  Parameter*#  dargestellt  wird: 

C :  oc  =  (p(t)}  y -*(*),  t0<t<T ; 

9>'(02+*'(92>°- 

Hierbei  hangt  /*($,  #)  stetig  von  5  und  t  ab.  Endlick  kann  man  noch 
den  Punkt  zk  durch  einen  beliebigen  Pnnkt  zk  des  Bogens  (ttk1  zk+l ) 
von  07  sowie  tk  durch  tk  ersetzen. 

Hieran  schlieBen  sich  die  weiteren  Definitionen  und  Formeln: 

n- 1  X  T 

lim  ^  f(zk)  Axk  =ff (z)  dx  f(z)xdt, 

”  =  °%  =  0  xu  % 

- 1  r  r 

lim  ^/‘0*)A24  =  /  f(z)dy=J  f(z)y'dt. 

n  ~ 00  *  =  0  i/0  ?„ 

Wie  im  reellen  Falle,  so  bestehen  auch  bier  die  Bezieliungen: 


*o  " 

(3)  /  f(z)dz  =—J  f(z)dz, 

Z‘±  Z^  Z^ 

(4)  J  f(s)dz  =/  /»  d*  +  /  /’O)  dz, 
z\  ^  /, 

wo  Z17  Z27  Z3  drei  beliebige  Punkte  von  C  sind.  Ferner  ist 

.  z  z 

(»)  flf{z)dz  =  kff(e)dz, 

*0 

wo  k  eine  Konstante  bedeutet: 


(6) 


(7) 


r  r  f 

J  ( 4  (#)  +  (/)  }dz  ==J  f(z)dz-\-J  (p(z)dz; 

2°  2 

V  *0 

f  z 

[I  f(>)d*  <f \f(z)\\dz\, 


wobei  das  Iutegral  rechter  Hand  als  Grenzwert  dec  Summe: 
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ZU““  1S‘;,  "  HS  d‘e  lntegratiorisgreuzen  in  (7),  rechter  Hand, 
anbetrifft,  so  sollen  sie  dar 


an  ermnern,  daB  docli  langs  einer  Kurve 


mtegriert  wird,  und  im  Sinne  der  Sckreibweise 

r 

(;Y,  Y) 

jF(x,  y)dx 

aufgefaBt  werden. 

Bezeichnet  man  mit  J\I}  l  den  groBten  Wert  von  J  f  (z)  |  langs  C 
bzw.  die  Bogenlange  von  C,  so  gekt  aus  (7)  hervor,  daB 


•  (8) 

ist. 


J  f(z)dz  <Ml 
~0 

Analoge  Beziekungen  gelten  auck  fiir  die  Integrale 

t  x  y 

(9)  f  f(s,t)dt,  J'f(z)dx,  j‘f(g)dy. 

to  x0  y0 

Fiir  die  beiden  letzten  dieser  Integrale  gilt  jedock  (7)  in  der  Form: 

X  Y 

ff(s)dx  \  <  M\ X  -  x0\,  j’n*)dy\  <  M\ Y-%  \, 


Vo 


zunackst  nur  dann,  wenn  (sick  x  resp.  y  langs  C  monoton  andert. 
Trifft  dies  nickt  zu,  so  wird  es  notig,  C  in  derartige  Bogen  zu  zer-  . 
legen  und  die  obigen  Relationen  dann  sukzessive  auf  jeden  derartigen 
Bogen  anzuwenden. 

Es  ist  auck 

z  x  Y 

(10)  /  f(z)  dz  =  J  f(z)  dx  +  i  J  f  (z)  dy. 

2o  xo 

Ferner  ergibt  sick,  daB 


y  o 


z 


(11) 


(12) 


/  dJ-  dz  =  f(Z)  -  f(z0), 
d  z 

zo 

z  l 

ff{z) <f\z)ds  -  Z-J  «>(*)/» 


W  f 

j  0(w)div  =  J  <P(jv)  dJVz  dz, 


(13) 


iv  =  (p(z), 
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wobei  auch  <p{e)  und  &(w)  stetig  sind,  und  die  vorkommenden  Ab- 
leitungen  existieren  und  stetig  sein  sollen. 

Wir  fubren  nur  zur  Probe  den  Beweis  von  (11)  aus.  Sei  r  der 
Winkel,  den  die  Tangente  von  C  mit  der  ;z-Ackse  einsclilieBt: 

d  x  dy 

7  =  cos  x,  ~~y~—  =  sin  X, 

ds  ’  els 


wobei  s  die  von  z0  aus  geinessene  Bogenlange  von  C  bedeute.  Dann 
ist,  wie  aus  den  Entwicklungen  von  Kap.  6,  §  6  bervorgebt, 


dz  ds 5 


ferner  ist 


dz 

ds 


e 


ri 


Unter  Benutzung  von  (2)  kommt  also: 


Aufgabe.  Um  den  Beweis  des  soeben  begriindeten  Satzes  zu 
fiihren,  konnte  man,  auf  formale  Umformnngen  sicb  stiitzend,  wobl 
?eneigt  sein,  folgendermaBen  vorzugehen.  Es  ist  ja 


df 

dz 


dx  i  dy 


kVendet  man  nun  Formel  (10)  auf  den  vorliegenden  Integranden  an. 
io  kommt: 

Z  X  y 


Vo 


lt{Z)  /  f  (20)] . 

)ieses  Resultat  ist  aber  falsch.  Wo  steckt  der  Feliler? 

AbhangigkeU  von  einem  Parameter.  Sei  (A)  ein  beliebiger  Be¬ 
en*  ,m  «-fach  ausgedehnten  liaume  der  n  reellen  Parameter  „  '  e 
»ei  terner  1  >  ‘  *  ’>  Sr 

C:  «  —  y(0  +  t0^t<  T, 


"ge^sel  P,mHe  d(rtrEbeae\  Man.faSSe  dett  Bereich  11  in- 
“*•  <■ . .  - «.  — . 
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eine  komplexe  Funktion  f{z,au...,a J  eindeutig  erklart  und  stetig 
sein,  d.  h.  wenn 

/  C(i >  •  •  «„)  =  u{t,  ccu  .  .  .,  an)  iv(t,  .  .  .,  an) 

gesetzt  wird,  sollen  die  beiden  reellen  Funktionen  u,  v  in  R  stetio-  sein 
Stetigkeitssatz.  Das  iiber  C  erstreckte  bestimmte  Integral 

z 

20 

ivobei  der  Integrand  eine  in  R  stetige  Funktion  ist,  stellt  eine  in  (^4) 
stetige  Funktion  vor. 

Die  beiden  reellen  Integrate 

(A'.  Y)  (A,  }') 

f  u  dx  —  v  dy,  j  v  dx  +  u  dy 

>(*o»yo)  Vo) 

sind  namlick  in  (J.)  stetige  Funktionen,  vgl.  Kap.  3,  §  7. 

Der  Fall  komplexer  Parameter  ist  schon  mit  darin  entbalten, 

da  man  diese  ja  nur  in  ibre  reellen  und  rein  imaginaren  Bestandteile 

zu  zerleojen  braucbt. 

© 

Differentiation  unter  dem  Integralzeiclien.  Sind  sowold 
f(z,  ax,  .  .  .,  an)  ah  cffccc^f^z,  «1; .  .  «n)  im  Bereiclie  R  stetig ,  so 

liifit  die  Funktion 

z 

I  f{*,  «l,  •  •  •»  *n)d* 


eine  in  ( A )  stetige  Ableitung  nach  ccx  zu,  und  mar  ist 


Der  Beweis  ergibt  sick  sofort  aus  dem  Satze  von  Kap.  o,  §  <8. 

Wir  scklieBen  diesen  Paragrapken  mit  einem  iSatze,  worauf  sick 
die  ganze  Funktionentkeorie  griinden  liiBt. 

Hauptsatz.  Sei  C  eine  einfache  regiddre  Rurve  der  j-Ebene, 
die  sowold  gescldossen  als  nicht  geschlossen  sein  darf.  Langs  C  set 
f enter  eine  beliebiqe  reelle  oder  komplexe  stetige  Funktion  y(t)  gegeben, 


§  1.  Bestimmte  Integrale. 
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m  die  7c omplexe  Variabele  t  einem  veranderlichen  Pmkte  von  C  ent- 
spricht.  Bildet  man  dann  das  iiber  C  nu  erstreckende  Integral: 


J 


t  —  z 


so  definiert  dasselbe  eine  Funktion  F(z),  die  sich  in  jedem  der  Kurve  C 
nicht  angehdrigen  Punlde  z  der  Ebene  analytisch  verhdlt.  Im  iibrigen  ist 


(t)  (i  t 

o* 


Der  Beweis  erfolgt  sofort  aus  dem  obigen  Kriterium  fur  die 
Differentiation  imter  dem  Integralzeichen. 

Wir  woilen  indessen  auch  einen  direkten 
Beweis  geben,  welcher  jene  Kenntnisse 
nicht  voraussetzt. 

Dab  das  Integral  fur  jeden  nicht 
auf  C  gelegenen  Wert  von  z  konvergiert 
und  somit  eine  Funktion  F(z)  eindeutig 

definiert,  sieht  man  sofort.  Es  mub  also  nur  noch  bewiesen  werden, 
dab  diese  Funktion 

z 


pO)-  f^>- 
*/  * 


eine  stetige  Ableitung  besitzt.  Sei  *0  ein  willkiirlicher  Punkt  der 
Ebene,  der  nur  nicht  auf  (  liegt,  und  mail  grenze  eine  Umgebung  T 
von  z0  ab,  deren  innere  und  Randpunkte  auch  alle  von  den  Punkten 
von  C  verschieden  sind.  Die  kleinste  Entfernung  zwischen  einem 
Randpunkte  von  7’  und  einem  Punkte  von  C  bezeichne  man  mit  x. 
Sei  ferner  «z0  -f-  Az  ein  beliebiger  zweiter  Punkt  von  T,  und  man 
bilde  den  Differenzenquotienten 


F(z0  -fi  A  z)  — 

A 


r  r  i  i-i 


=  C _  (f(t)dt 

J  (t~z0-Az)(t-z0)' 

Indem  wir  den  Integranden  vermoge  der  Relation: 


-  _ _ _ l 

(t  -z0~  Az)(t  -  z0)  ~  (t  —  zoy  +  {t  ~  z0~ 


AW-Zo)' 
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umformen,  ergibt  sicb,  daB 


F(g0_+Ag)-F(g0) 

Az 


<  I  A# 

“» —  1 


<p(t)dt  Ml , 

—  Az)(t— z0y  \  —  1^^ 


\st,  wo  M  den  groBten  Wert  von  \cp(t)\  langs  C  und  Z  die  Lange 
von  G  bedeuten.  Hieraus  folgt,  daB 


ist. 


lim  F(b9  +  Az)-F(z0) 


/*  cp(t)dt 

I  (t-z0y 


DaB  die  Funktion 


cp  (t)  d  t 
(*  —  z? 


stetig  ist,  beweist  man  nocb  durch  eine  ahnliche -Umformung,  die  wir 
dem  Leser  iiberlassen. 


Aufgabe  1.  Man  zeige,  daB  in  einem  Bereiche,  dessen  Pnnkte 
von  den  Punkten  von  C  samtlich  um  mehr  als  die  positive  GrdBe  x 
absteben, 


ist. 

Aufgabe  2.  Man  zeige,  daB  aucb  F'(zj,  F"(z)y . .  .  F^(e)  sich 
in  jedem  zu  C  nicbt  geborigen  Pnnkte  der  Ebene  analytiscb  verbalten, 
und  daB  ferner 

ist.  c 


§  2.  Der  Cauchysche  Integralsatz. 

Wir  wollen  jetzt  einen  grundlegenden  Satz  kennen  lernen,  den 
man  Caucby1)  verdankt  und  auf  welcbem  sicb  die  ganze.Funktionen- 
tbeorie  aufbauen  laBt. 

Der  Cauchyscbe  Integralsatz.  Sei  f  (z)  in  jedem  inner n  und 
Handpunkte  ernes  Bereiches  S  stetig  und  im  Innern  von  S  analytisch. 2) 


1)  Cauchy,  „Memoire  sur  les  integrates  definies,  prises  entre  des  hmites 
imaginaires“,  Paris  1825;  wieder  abgedruckt  im  Bull,  des  sciences  math.,  B 
(1874)  S.  265  und  Bd.  8  (1875),  S.  43  und  148.  Doch  find et  man  die  Keime 
Satzes  bereits  im  „Memoire  sur  les  integrates  definies11  vom  Jahre  1814;  Oeuvres, 
1  Reihe  Bd  1  S.  319.  Vgl.  ferner  des  Yerfassers  Bericht  fiber  Funktionentheone, 
E^ZtcUeU  B  1 ,  Nr.  5,  wo  auch  mehrere  Beweise  des  Satzes  -tiertmnd^ 

2)  Wegen  der  Definition  eines  Bereiches  S  \gl.  man  hap.  ,  §  , 

Kap.  5,  §  9. 
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Dam  verschmndet  das  tiler  den  ganzen  Rand  von  S  in  positivem  Smne 
erstreckte  Integral  von  f  (z): 

l  f{z)dz  =  0. 

f  ' 

c 

Der  Beweis  ergibt  sich  sofort  aus  dem  analogen  Satze  der  Integral- 
rechnung  (vgl.  Kap.  4,  §§  2,  3),  wonacli 


I  Pdx  -f  Qdy  =  0 


ist,  sofern 


dP=dQ 
dy  dx 


ist.  In  der  Tat  ist  liier 

/  f[z)dz  =  /  udx  —  vdy  +  i  f  vdx  +  udy. 


Dabei  geniigen  beide  Integrale  rechter  Hand  Avegen  der  Cauchv-Rie- 
mannschen  Differentialgleichum>-en 

o  o 

cu dv  cu  cv 

dx  dll'1  dy  dx ’ 

den  Voraussetzungen  jenes  Satzes. 

Es  sei  noch  aut  die  von  G  our  sat  berriilirende  Erweiterung  des 
Caucbyschen  Integralsatzes  hingewiesen,  Avelche  im  Verzicht  auf  die 
Stetigkeit  der  Ableitung  f\z)  besteht;  man  vergleiche  §  16.  Dort 
Avird  auch  ein  direkter  BeAveis  des  verallgemeinerten  Integralsatzes 
gegeben,  Avelcher  eiue  Zerlegung  in  reelles  nnd  rein  imaginares  nicht 
erfordert.  Zum  Verstandnis  des  BeAveises  an  dieser  Stelle  ist  nur 
noch  der  Morerasche  Satz  yon  $  5  notio-. 

O  * 


§  3.  Folgerungen  aus  dem  Cauchyschen  Integralsatze. 

A)  Das  bestimmte  Integral  einer  analytischen  Function.  Dem 

Satze  B)  von  Kap.  4,  §  3  entspricht  liier  der  folo-ende 

© 


1.  Satz.  Set  T  ein  beliebiges  einfach  susammenhdngendes  Konti- 

Funir, '  PT°,’  §  P  dZ  S'Ehene  Wld  sei  tXs)  eine  in  T  ^lytische 

twu  on,  1st  msbesondere  s  -  oc  ein  innerer  l\mU  ton  T,  and  hat  T 

mtficrdem  emen  im  Endlichen  gelegenen  RandpunU,  so  soil 


f[  <X>)  =  0,  lim  zf(z)  =  o 
2  =  00 
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sein.  Dann  hcingt  das  Integral 


J  f(z)dz, 

.  ~0 

erstreckt  uber  einen  ganz  in  T  gelegenen  Integrationsweg  JP,  nur  von  dm 
Integrationsgrenzen,  nicht  aber  von  F  ah.  Die  liiermit  definierte  Function 
F(z)  verhalt  sich  ebenfalls  in  T  analytisch,  and  zivar  ist 

F\z)  =  f{z). 

Man  erreickt  namlick  AnsckluB  an  besagten  Satz,  indem  man 

;  j*,  y)  (x,  y) 

J  f(z)dz  — J  udx  —  vdy  +  i  j  vdx  +  udy 

*o  (xa  1  Vo)  {x0 ,  y0) 

■sckreibt  und  die  Caucky-Riemannscken  Differentialgleickungen  keran- 
zielit.  Die  durck  das  Integral  definierte  Funktion  F(z)  laBt  die  par- 
tieilen  Ableitungen  zu: 

dF  .  .  dF  ,  . 

-3—  =  U  4-  IV  ,  =  —  V  4-  III, 

Ox  ’ey  ’ 

und  geniigt  somit  den  Caucky-Riemannscken  Differentialgleickungen. 

In  Kap.  4,  §  3  besclirankten  wir  uns  auf  solcke  einfack  zusam- 
menkangende  Bereicke,  welcke  entweder  ganz  im  Endlicken  liegen 
oder  aber,  sofern  sie  nickt  gerade  aus  der  ganzen  Ebene  besteken, 
einen  nickt  ganz  im  Endlicken  gelegenen  Rand  kaben.  Fur  solcke 
Bereicke  kommen  die  Bedingungen  des  Satzes: 

f  (00)  =  0,  lim  zf(z)  =  0 

Z  =  00 

ja  nickt  in  Betraclit,  und  fiir  diese  Bereicke  ist  der  Beweis  bereits  in 
jenen  friilieren  Entwicklungen  entkalten. 

So  bleibt  denn  nur  nock  der  eine  Fall  iibrig,  daB  d<*r  Rand  ganz 
im  Endlicken  liegt.  Sei  z^Re*1  ein  Randpunkt,  dessen  Entfernung  R 
von  s  =  0  am  groBten  ist,  und  man  sekneide  T  kings  des  Halbstrakls 

z==retPi,  B<r, 

auf.  Im  neuen  Bereicke  T  gilt  dann  der  Satz.  Des  weiteren  kat  die 
entspreckende  Funktion  F(z)  an  beiden  Ufern  des  Schmttes  gleicke 
Werte,  denn  diese  Werte  untersekeiden  sick  ja  voneinander  um  das 

Integral 

/  f(*)de, 

* 


§  3.  Folgerungen 


aus  deni  Cauchyschen  Integralsatze. 
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wobei  C  als  tier  Ivreis  \z\  =  r  genommen  werden  darf.  Nun  ist  aber 
der  Wert  dieses  Integrals  unabhangig  von  r,  denn  mi  Kreisrmg 
R<r<\e\<r  ist  f(z)  analytiscli.  Aus  dem  Cauchyschen  Integral¬ 
satze  folgt  daher,  claB  f  erstreckt  fiber  den  ganzen  Hand  des 

Binges  in  positivem  Sinne,  verschwindet;  man  vergleiche  eme  ahn- 
liehe  Uberlegung  in  Kap.  4;  §  4.  Andererseits  ist 

2  71 

J'f{e)dz\  <,J  r\f(z)\d<p  <  £  •  2ar, 


sobald  nur  r  so  genommen  wird,  dafi 


I  < 


<\z 


ist.  Dem  gem  aB  verschwindet  dieses  Integral,  und  F(z)  erweist  sich 
somit  als  eindeutig  in  T.  Infolgedessen  ist  F(z)  ausnahmslos  analy- 
tisch  in  T,  und  die  Ergiinzung  ist  hiermit  erbracht. 

Beispiel  1.  f(z)  =  - , 


i 


T#*>bei  T  aus  der  ganzen  Ebene  exklusive  der  negativen  reellen  Achse 
nebst  dem  Punkte  z  =  0  bestehen  soli. 

^ei  *  =  r  die  obere  Integrationsgrenze,  und  man  nehme  als 
Integration  sweg  a)  die  Strecke  1  <Lx<^r  der  reellen  Achse,  b)  den 
Kreisbogen  i  =  r ,  0  ^cp^(p  .  Dann  erhalt  man  als  YY  ert  des  Integrals 


/ 

c  dx 

<p' 

r .  7 

/  x 

~  f  iclcp  = 

i 

0 

f(*) 

1 

1  -f  z-> 

dz 

!  i  +  z- 

icp'  =  lo 


g  - 


=  arc  tan 


wobei  T  aus  der 
ginaren  Achse:  x 


ganzen  Ebene  exklusive  der  beiden  Teile  der  ima 
-  0,  1,  bestehen  soli. 
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Man  kann  liier  von  der  Zerleo'uncr 

O  © 


-1 _ 1  _1 

z-\- 1  z  —  ij 


1  +  **  -  2 

ausgehen  und  dann  ans  vorkergekende  Beispiel  ankniipfen. 

B)  Das  unbestimmte  Integral.  Gibt  es  zwei  in  einem  Bereick  T 
eindeutige  analytiscke  Funktionen,  welcke  durck  die  Relation 

d  F(z ) 


dz 


-m 


miteinander  verkniipft  sind,  so  keifit  F(z)  das  unbestimmte  Integral 
der  Funktion  f(z)\  in  Zeicken 


F(s)  =J  f(e)de. 

1st  Fx(z)  ein  kesonderes  unkestimmtes  Integral  der  Funtion  f(z),  so 
ist  jede  andere  Funktion  der  Sckar 


F(z)  =  Ft(z)  -f-  C y  (C  =  const.) 

ekenfalls  ein  nnkestimmtes  Integral  von  f{z).  Umgekekrt  ist  jedes 

unkestimmte  Integral  von  f(z )  in  den  Funktionen  dieser  Sckar  ent- 

kalten,  vgl.  Kap.  6,  §  6,  2.  Aufgake. 

Zum  Existenzkeweis  fur  das  unkestimmte  Integral  dient  der  vor- 

stekende  1.  Satz.  Im  AnsckluB  daran  konnen  wir  namlick  sagen: 

*** 

2.  Satz.  Geniigt  f(z)  denselben  Bedingungen  wie  im  1.  Satze,  so 
entspricht  f(z)  ein  unbestimmtes  Integral,  und  zicar  wird  die  Sckar 
soldier  Integrate  durck  die  For  met: 


F(z)  =  I  f(z)  dz  -f-  C 

z0  G 

dargestellt.  In  einem  mekrfack  zusamnienhangenden  Bereicke  T  ent- 
sprickt  der  Funktion  f(z)  dagegen  als  unbestimmtes  Integral  im  allge- 
meinen  eine  mehrdeutige  Funktion . 

Wie  im  reellen  Falle,  so  kestekt  auck  kier  anf  Grund  del 
Formel  (11),  §  1  der 

3.  Satz.  1st  F(z)  ein  unbestimmtes  Integral  der  Funktion  f(z ) 
in  einem  Bereicke1)  T  und  erstreckt  man  das  bestimmte  Integral  von  f{z ) 

1,  Wir  erinnern  an  die  Definition  eines  Bereiches  T,  Kap.  5,  §  1,  wonacb 
die  Randpunkte  nicht  zum  Bereiche  gerecbnet  werden. 


dem  Cauchyschen  Integralsatze. 
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§  3.  Folgerungen  aus 


iiber  eincn  beliebigen  in  T  gelegenen  Weg  I  )  so  ist 


ff(z)dz  =  F(z}-F(z0). 

Hangt  T  einfach  zusammen,  so  folgt  dieser  Satz  unmittelbar  aus 
dem  vorhergehenden.  Im  anderen  Falle  kann  man  die  Kurve  T  mit 
einem  sckmalen  in  T  gelegenen  einfacli  zusammenhangenden  Streifen 
um^eben  und  das  soeben  gewonnene  Resultat  darauf  anwenden.  Sollte 
sich  r  indessen  uberschneiden,  so  geniigt  die  Bemerkung,  daB  der 
Satz  fiir  die  einzelnen  regularen  Kurvenstiicke,  woraus  sich  jT  zu- 
sammensetzt,  bereits  leststeht. 

Der  3.  Satz  gilt  auch  fur  emeu  Bereich  S,  wobei  nun  F (z)  und  f(z) 
stetig  am  Bands  sein  sollen.  Ygl.  Kap.  4,  §  3,  Satz  B). 

Wir  fiigen  noch  die  Bemerkung  hinzu,  daB,  wahrend  wir  das 
bestimmte  Integral  als  Grenzwert  einer  Sunnne  definierten,  das  un- 
bestimmte  Integral  vielmehr  als  die  allgemeine  Losung  w  =  F  (z)  einer 
Differentialgleichung: 

O  O 

eingefiihrt  wird. 


C)  Berech nung  bestimmter  reeller  Integrals.  Schon  vor  Cauchy 
hatte  man  eine  groBe  Anzahl  reeller  Integrale  durch  formales  Rechnen 
mit  imaginaren  GroBen  ausgewertet,  allein  damals  fehlte  noch  alle 
strenge  Begriindung  des  dazu  angewandten  Verfahrens.  Entbehrten 
doch  die  imaginaren  Zahlen  selbst  jeder  wissenschaftlichen  Erklarung, 
wahrend  aUe  Konvergenzfragen  noch  in  dichtem  Nebel  verhiillt  warem 
Das  Bestreben,  fur  jene  Formeln  eine  sichere  Grundlage  zu  schaffen, 
bildete  den  Ausgangspunkt  fiir  Cauchys  erste  Untersuchungen  auf  dem 
Gebiete  der  Funktionentheorie.1)  Wir  wollen  jetzt  einige  Anwendungen 
des  Integralsatzes  zu  diesem  Behufe  kennen  lernen. 


Beispiel  1:  f(z)  =  —- 

z 

Das  Integral  werde  iiber  den  Band  des  in 
Gebiets  erstreckt.  Dann  hat  man 


der  Figur  angedeuteten 


0  ~ff(z)dz 

K  71  C 

( exi  /*  •  0 

J  ~x  </j;  + J  +  £ldx+  f  e_,.sl 

0  J  X  J 


1)  Man  vergleiche  die  bereits  in  s  2  zitierte  au„ 

„Memoire  sur  les  integrates  definies.“  *  Abhandlung  vom  Jn 

Osgood,  FunktiououtUoorio.  I.  2.  Aufl. 


sin  tp  -f-  i  r  cos  (p  2d(p 

dire  1814: 


19 
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i 

Zieht  man  das  erste  und  das  dritte  Integral  im  letzten  Ausdruck  zu- 
sammen,  so  kommt 


Ferner  konvergiert  beim  Grenziibergange  ]im  r  =  0  das  vierte  Inteoral 


gegen  den  limes  —  Tti.  Denn  der  In¬ 
tegrand  ist  eine  stetige  Funktion  der 
beiden  unabbangigen  Veranderlicben 
im  abgescklossenen  Bereiche 

0  <i  (p  <1  % :  0  <^r  <zh,  h  >  0 , 

und  infolgedessen  stellt  das  Integral 
eine  stetige  Funktion  von  r  im  ab- 


gescblossenen  Intervalle  0  r  li  vor.  DerngemaB  ist 


lim  I  e  —  r  sin  (p  +  i  r  cos  (p  j  ^  ^ 

r=0j 


n. 


Ti  i. 


Endlicb  konvergiert  das  zweite  Integral  gegen  0,  vvenn  II  —  oo 
wird.  In  der  Tat  ist 

71 

71  *  Jf 

j ‘e- R  &in(p +  iR  cob  (pjtfy  <  j  e~ EsijKptfy  =  2  j  e~  B  Sm  V  d  Cp  . 

0  0  *« 

Nun  nimmt  zwar  bier  der  Integrand  fiir  alle  Werte  von  cp  im  Inter¬ 
valle  0  <  cp  <  7T  gegen  0  ab-,  das  geniigt  aber  bekanntlicb  nicht,  da- 
mit  das  Integral  dem  Werte  0  zustrebt.  Das  Integral  stellt  namlick 
den  von  der  Ivurve  y  =  e~Rsin,p  eingegrenzten  Fliicheninkalt  vor,  und 
es  ban  del t  sich  eben  darum  zu  zeigen,  daB  diese  GroBe  die  Null  zum 
Grenzwerte  bat,  man  vergleicbe  Kap.  3,  §  7,  insbesonuere  Fig.  32. 
Das  beweist  man  mit  Jordan1)  leicbt,  vvie  folgt.  Da 


2<P 

sm  w  =>  — , 

7  -  71 


0  < 


% 


ist,  so  wird  im  selben  Intervalle 


1)  Cours  d’amtyse ,  Bel.  2,  2.  Aufl.,  S.  286.  Die  Toretehemle  Relation  ge- 
winnt  man  sofort,  indem  man  die  stetige  Funktion 

f(cp)  =  sin  cp/cp  ,  0<C(P~^7t‘i  = 

vermbge  ihrer  Ableitung  tlirekt  unteraucht.  Letetere  ist  im  Interval 
negativ,  und  darum  uirnrnt  die  Funktion  monoton  ab. 

O  * 


§  3.  Folgerungen  aus  dem  Cauchyschen  Integralsatze. 
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0—  R  sin  <p  q 


•2R 

71 


und  daraus  folgt,  daB 


71 

T 


j* ^  Rainy  fly  <  j  e  *  (1  (p  =  (1  —  6  H) 

0  0 

ist.  Hiermit  ist  der  gewiinschte  Beweis  geliefert. 

Als  Endresultat  dieser  Fberlegung  bat  sich  nun  ergeben,  a)  daB 

oo 

/  Sill  oc  •  • 

I - dx  konvergiert,  und  b)  daB  beim  Grenziibergange  lim  r  =  07 

»y  x 


11  =  oc 

wird.  Also  ist 
(1) 


0 


=  2i  ( dx  -  ni 

.1  X 
0 

oo 

/sin x  7  n 

~x  - 


Beispiel  2.  =  k ,  reell  und  >  0. 

Z  -f -  k 


‘A'un  ist 


t f f{z)dz  +  /  Y(z)dz  +  /  f{z)  dz  =  0. 

'aob  'bca  r 

R 


fcv-ffS-i:. 


R 

» 

cos  x  dx 
+  ** 


lim  if(i)dz  =  2  /“L*'!* 

R  =  coJ  #  W  J 

AH  B  0 


Ferner  ist 


71 

f T(>)  dz  =  re-K'^'P  +  i R™*<?jRe<P i d y 
4„.  J  Rie2cf>i  -|-  Jc* 


BCA 


also  ist 


Jf®d* IS  Si-*/' 

bca 


e  Rsin‘t>d(p,  A:  <  jR* 

Hzfrw—  o. 


a  cm 


i‘j’ 
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Endlich  sei  Lings  f  z  =  ki  -f-  dann  wird 


gen. 


f  f{?)dz  =*=  I  1 

f  ■  .  /  £) 

V  2n  w 


'e-k  +  ire<Pe 


2  k  —  ire(pi 


dtp, 


lim  /  f  {z)  dz  =  —  7te— . 

r  =  o  «/ 


Diese  Resultate  zusammenfassend  erkalt  man  nunmekr 


oc 

s 


cos  xdx  %e  k 
x*  +  k*  =  Yk  ' 


Das  Integral  konvergiert  noch,  wenn  k  <  0  ist,  und  zwar  ist 
allgemein  fiir  alle  reellen  Werte  von  k  mit  der  alleinigen  Ausnahme 
von  k  =  0: 


(2) 


O 

/ 


.—  1*1 


costed#  we 

=  2jk]  ’ 


(k  +  0). 


Beispiel  3.  f{z) 


z"  +  k- • 

Verfahrt  man  hier  genau  ebenso,  wie  beim  vorhergebenden  Beispiel, 
so  kommt 


(3) 


OW 

J*x  sin  x 


dx 


n 


0-1*1 


00 

Das  Integral  je-*dx.  Ein  Integral,  welches  in  der  Wahrsckein- 
o 

lichkeitslehre  auftritt,  ist  folgendes: 

oo 

(er*dx. 

i/ 

0 

Die  nachstehende  Auswertung  desselben  ist  besonders  einfach  und 
elegant.1)  Man  gehe  vom  reellen  Doppelmtegral 

j^Je~x*~y*dS 

aus  und  erstrecke  dies  iiber  den  ersten  Quadranten.  Das  also  ein- 


1)  Picard,  Traite  d’ analyse ,  Bd.  1,  1.  Aufl.,  S.  104;  2.  Aufl.,  S.  115. 


§  3.  Folgerungen  aus  clem  Cauchyschen  Integral satze. 

gefuhrte  uneigentliche  Integral  konvergiert,  da 

lim  »'2  =  a'2  +  V~>  ^  >  - 
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X  =  00,  y  =  oo_ 


vorhanden  ist.  Und  nun  erhalt  man  die  gewflnschte  Forme],  indem 
man  dieses  Doppelintegral  einmal  in  der  Form 

(»  oo  00 

ffe-**-yldxdy=  (  fer*dy)  (fe~x'dx)  =  (J tr* dx^ \ 

oo  «  »  0 

dann  aber  mittels  Polarkoordinaten  als 


7t 

9 


If- 

o  o 

auswertet. 

So  kommt: 

(4) 

II 

Ct 

H 

1 

re~’*dOdr  = 


rr 


Beispiel  4.  Wir  wendeu  uns  jetzt  zur 
Ermittlung  der  Fresnelscken  Integrate  hin. 

O  O 

Dazu  seize  man 

t(z)  =  e-’' 


Fig.  71. 


und  integriere  um  den  in  der  Figur  angedeuteten  Bereicb.  Hierdurch 
erhalt  man: 

R 


n 

4 


j  e  X”'dx  +j  e-R^cos~<p  +  isi^<p]i Be<pid(p  -f  =  0. 

°  ° 

Beim  Grenkiibergange  lim  JR  =  oo  nakert  sich  das  zweite  Integral 
deni  Werte  0,  denn  es  ist 


7t 

4  X  - 

/»  4  2 


<«(»  -«HD, 


wo  2cp  =  ~ 


...  9  gesetzt  ist,  und  das  dritte  Integral  vermoge  der 

Vorhin  im  1.  Beispiel  erhaltenen  Relation  abgeschatzt  ist. 
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Im  drittea  Integrale  trage  man  t  ein,  wo  |  _  l±j- 1.  Dann  wird 

R 

sin  ftdt 


Je  '  fe  dt  =  ~Yf[  fCOS  ***-•/> 

Re niD  V  0  *  1  L*/ 

Jetzt  bleibt  nur  nocb  iibrig,  den  Grenziibergang  B  =  oo  vorzu- 
n  eh  men  und  darauf  Reelles  und  Imaginares  zu  trennen.  So  erhalt  man: 


(5) 


00  00 

I  cos  ftdt  —  I  sin  ft dt  =  * 


Beispiel  5.  Man  gehe  von  dem  in  der  Figur  angedeuteten  Be- 

reiche  S  und  der  darin  eindeutio- 

& 

erklarten  Funktion 


m  -  r 


- 1 


+  *■ 


0  <  jU-  <  1 


Fig.  72. 


aus.  Dabei  soil  f(z)  auf  der  oberen 
Seite  der  positiven  reellen  Achse 
reelle  positive  Werte  erhalten,  wah- 
rend  die  Funktion  sonst  so  erklart 
wird,  daB  sie  in  S  eindeutig  und 
stetig  bleibt.  Dann  leitet  man  in 
ahnlicher  Weise,  wie  in  den  vorhergehenden  Fallen,  die  Formel 

oo 

(6)  dx--.—  ,  0</t<l, 

v  '  ,  !  1  -{-  x  sin  (i  7t  7 

0 

her.  Dieser  Satz  ist  von  Wichtigkeit  in  der  Theorie  der  Ganirna- 
funktion. 

Weitere  Anwendungen  des  biermit  auseinandergesetzten  Verfahrens 
findet  man  in  den  gebrauchlicben  Lehrbiichern.  So  wird  z.  B.  bei 
Stolz1 2)  die  Formel: 

1  -  6  <* 

(  ft  - 1  Z1/"1  ] 

Ttcot^  =lhn  ij  yzrxdx  “  J  T^x(lx\ 


i  -ft) 


bergeleitet,  und  ferner  bei  Jordan-): 


1)  Differential-  und  Integralreehnung,  Bd.  2,  S.  238. 

2)  Cours  d’ analyse ,  Bd.  2,  2.  Aufl.,  S.  287.  I)iese  Auswertung  ruhrt  von 
Cauchy  her,  1814,  a.  a.  0. 


§  4.  Die  Cauckysclie  Integralformel. 
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» 


f*  l/rt  __  •> 

(7)  /  e-x°~  cos  2axdx  =  2  e  , 

tS 

0 

• 

indem  die  Funktion  e-'1  um  das  Reckteck  x  =  R,  -  y  =  0,  a 
inteoriert  wird,  worauf  man  dann  E  ins  Unendliche  wacksen  laBt. 
Vergleicke  auck  Goursat,  Cows  d’analyse,  Bd.  2.  Ivap.  14,  woselbst 
sick  eine  grofie  Anzakl  von  Aufgaben  kndet. 

Alle  die  genannten  Autoren  beginnen  mit  der  Betracktung  der 
Integrale 1 


I  e“ dx 

G(x)dx’  J  G(x)c  ax’ 


wo  F{x),  G{x)  Polynome  sind  und  G(x)  keine  reellen  Wurzeln  kat, 
und  werten  diese  Integrale  raittels  Integration  durck  komplexes  Ge- 
biet  aus. 

Im  iibrigen  werde  nock  auf  den  Paragrapken  betreffend  das  Re¬ 
siduum  (§  11)  hingewiesen. 


§  4.  Die  Cauchysche  Integralformel. 

Aus  dem  Cauckyscken  Integralsatze  ergibt  sick  eine  Hauptformel 
wodurck  der  Wert  einer  analytiscken  Funktion  im  Innern  eines  Be- 
reic-kes  mittels  ikrer  Werte  am  Rande  desselben  ausgedruckt  wird. 

Die  Cauckyscke  Integralformel.2)  Sei  f(z)  in  jedem  innern 
und  Randpunkte  eines  Bereiches  S  stetig  and  im  Innern  von  S  analy- 
tisch.  )  Dann  wird  f  (z)  in  einem  beliebigen  inner  on  Punlcte  z  von  S 
darch  die  Formel  da/rgestellt: 


c 

wobei.  die  Integration  iiber  samttiche  Randkmvm' in  positive r  Richtung 
zn  erstrecken  ist. 


I  t  —  7  ’ 


Die  funktion  f(t)/(t-z),  als  Funktion  yon  t  allein  betracktet 
wird  unstetig  im  Punkte  t  =  z.  Umgibt  man  diesen  Punkt  mit  einem 

H  ®ei  J?rd^n  ist  t,ie  Formulierung  ein  wenig  anders. 

Bd  2“(1841UCS  ^  Ml"1  A“Df  V°m  Jahre  1S31>  sowie  Fxercices  d’analyse 
i  u  \  •  1IUU  Ver-leiclie  feraei'  lbe  Zitate  uuter  §  13 

3)  .Man  vergleicbe  Anm.  2)  unter  §  2. 
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iuen  Kieibe  y.  /  o ,  und  kebt  man  die  inneren  Punkte 

dieses  Kmses  aus  S  fort,  so  entsteht  ein  neuer  Bereieh,  auf  welcheu 
der  Oauckyscke  Integrals^ ,  fiir  die  Funktion  f(t)/(t-s)  ausge- 

spiochen,  in  Anwendung  gebrackt  wer- 
den  kann.  Hiernach  ist 


(i t)  dt 


=  0. 


gr 

man 


cr,  i  /v 

W  2*’J  T-i  +  2niJ  t 

C  V 

Wir  nehmen  jetzt  den  Grenzubergaug 
lim  q  =  0  vor  und  sehen  zu,  was  dabei 
aus  dieser  Relation  wird.  Das  erste  Inte- 
•al  hangt  iiberbaupt  nicbt  von  q  ab.  Im  zweiten  Integral  setze 

tin 

t  —  z  =  Qew1,  also  dt  =  iQe’^dcp. 


So  wird 


2  71 

J  737  =  —  i  Jf(z  +  Qe'iri)d(p. 

v  n 


Dieses  letzte  Integral  ist  aber  nacb  §  1  eine  stetige  Funktion  von  q> 
in  der  Nake  der  Stelle  q  =  0:  0  <|  q  <  h,  h  >  0.  Darum  ist 

2  n  2n 

lim  /  f(z  +  q&p1)  dcp  =  f  f(z)  d(f  =  2itf(z). 

0  =  0  */ 

'  0  0 

«■ 

Als  Endresultat  erhalten  wir  also: 


t-z  > 


w.  z.  b.  w. 


Die  Cauchy sclie  Integralformel  ist  in  der  Funktionentheorie  das 

Analogon  der  Formel  der  Potentialtheorie: 

© 

c 

wo  u  eine  in  S  eindeutige  harmonische  Funktion,  l  (t)  den  Wert 
von  u(x,  y )  am  Rande  C,  und  G  die  Greensche  Funktion  des  Be- 
reiches  S  bedeuten;  vergleiche  das  Kapitel  iiber  das  logaritkmische 
Potential,  Kap.  13,  §  4. 

Die  Cauchysche  Integralformel  subsumiert  sick  als  ein  spezieller 
Fall  unter  den  Hauptsatz  von  §  1,  wenn  man 
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§  4.  Die  Caucbyscke  Integralformel. 


<P  (0  =  ini 


F  0)  =  /‘W 


setzt  und  die  Kurve  C  als  geschlossen.  annimmt.  Man  dart'  aber  nicht 
umo-ekehrt  schlieBen,  daB  sich  die  durch  jene  Formel: 

o  7 


F  W 


■/ 


cp  (t)  dt 
t  —  z  '■ 


definierte  Funktion  von  welclie  ja  im  ganzen  Innern  der  ge- 
schlossenen  Kurve  C  eindeutig  definiert  und  analytisch  ist,  den  Rand- 
werten  2nicp(t)  stetig  anschlieBt.  Bei  einer  willkiirlichen  Annahme 
der  Funktion  cp  (t)  liings  C  wird  dies  im  allgemeinen  nicht  der  Fall 
sein.  l) 

Ein  einfaches  Beispiel  zum  Belege  der  letzten  Behauptung  ver- 
danke  ick  einer  brieflichen  Mitteilung  von  Hrn.  Van  Vleck.  Setzt 
man  namlich  in  der  Formel  jenes  Hauptsatzes 

/  J\  1  1 

’’W-r.r  t 


und  nimmt  man  als  Kurve  C  den  Einheitskreis,  so  kommt: 


Hier  smd  die  Werte  von  cp  (t)  solche,  welche  eine  in  jedem  Rand- 
punkte  des  Bereiches  S:  \g\  <  1  analytische  Funktion  annimmt.  Aucb 
mmmt  die  Funktion  F(e)  Randwerte  an.  Letztere  fallen  aber  mit 
den  M  erten  von  cp  (t)  am  Rande  nicht  zusammen,  und  stehen  aucb 
m  keiner  ersichtlichen  Beziehung  zu  diesen. 

Ein  zweites  derartiges  Beispiel  entnimmt  man  einer  Bemerkuno- 
von  Hermite,  der  darauf  .hinweist,  daB  das  Cauchysclie  Integral 

JL  f  f®_dt 

2  xij  t  —  z 


“  fjed°m  a“Bei'halb  <les  Bereiches  S  gelegenen  Punkte  *  den 
tat.  Denn  fiir  einen  solchen  Wert  voa  0  ist  ja 


Wert  0 


f(t) 

t  —  z ’ 


1)  Hieriiber  bestebt 
Lombardo ,  2.  Reibe,  Bd. 
logarithmiscbe  Potential. 


eine  Untersuckun 
22  (1889).  Man 


g  von  Morera,  Hendiconti  It.  Istituto 
vergleiche  auch  das  Kapitel  iiber  das 
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als  1  unktion  von  t  betracbtet,  im  ganzen  Bereiche  S  stetig  und  in 
jedem  mnercn  Punkte  von  S  analytisch.  Darum  verscbwindet  das 
Integral  nacli  dem  Caucbyscben  Integralsatze. 


§  5.  Folgerungen  aus  der  Cauchyschen  Integralformel. 

^Nacli  der  in  Kap.  6,  §  5  gegebenen  Definition  einer  analytischen 
t  unktion  /  (z)  ist  nur  die  Existenz  und  Stetigkeit  bzw.  die  bloBe 
Existenz  der  Ableitung  f(z)  vorausgesetzt  worden.  Die  Aualogie  mit 
dem  Falle  einer  reellen  Funktion  eines  reellen  Arguments  lafit  bier 
nicbt  vermuten ,  daB  bobere  Ableitungen  im  allgemeinen  iiberbaupt 
vorbanden  sein  werden.  Urn  so  bemerkenswerter  ist  daber  die  Aus- 
sage  des  folgenden  Satzes. 


1.  Satz.  Verhdlt  sich  f(z )  in  einem  beliebigen  Bereiche  T  analy¬ 
tisch,  so  besitzt  f(z)  dort  stetige  Ableitungen  alter  Ordnungen,  welche 
sich  also  auch  in  T  analytisch  verhalten. 

Hiernach  existieren  ebenfalls  die  hbhercn  partiellen  Ableitungen  des 
reellen,  sotvie  des  rein  imagindren  Bestandteils  von  f  (z),  und  diese  Funl- 
tionen ,  welche  samUich  stetig  sind,  geniigen  aufierdem  der  Laplaceschen 
I)  ifferentialgleich  i  mg : 


A  u 


d%u  .  d'u  _ 
dx-  'ey2 


Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  in  den  Entwicklungen  von  §§1,4  mit 
entbalten.  Sei  namlicb  z0  ein  beliebiger  innerer  Punkt  von  T,  welcben 
man  mit  einer  kleinen  gescblossenen  Kurve,  etwa  mit  einem  ganz 
innerbalb  T  gelegenen  Kreise  C  umgebe.  Fiir  den  also  eingegrenzten 
Bereicb  gilt  dann  nacb  jenen  Paragrapben  die  Darstellung: 


r  (A  1  f-Mi 

f  (  2  7t  ij  (t  — . 


dt 

7)*’ 


woraus  man  leiebt  erkennt,  daB  sicb  die  Funktion  /  (7)  im  Punkte 
z  =  z0  analytisch  verbalt;  vgl.  §  1,  Aufgabe  2.  Jetzt  brauebt  man 
nur  nocb  den  SchluB  von  n  auf  n  -p  1  heranzuziehen,  um  den  Be¬ 
weis  allgemein  zu  liefern.  Dabei  wird  die  nte  Ableitung  in  der  Um- 
gebung  des  Punktes  durcb  die  Formel  gegeben: 


n\  /'*  f(t)dt  _  1  dnu  1  o  v 

(1)  (^)  =  2  7t i  f  (t  —  z)n  +  1  ik  dxn~kdyk  ik ~ 1  cxn  kdyk 

c 

Da  uunmehr  die  Existenz  und  Stetigkeit  der  partiellen  Ablei- 
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tungen  zweiter  -Ordnung  feststeht,  so  darf  man  die  Cauchy-Riemaun- 


tungen 


sckeu  Diffentialgleichungen: 


()  u  dv  d’U  d  v 

dx  dy }  dy  dx 


bzw.  nach  x  und  y  differenzieren: 

d-u  _  d-v  diu  _  dsv 

dx*  ~  dxdy’  dy-  dydx ' 


Durcb  Addition  letzterer  Gleicbungen  erhalt  man 


mit  einem  abnlicben  Resultat  fur  v. 

Umgekebrt  fiibrt  jede  Losung  u  der  Laplacescben  Differential- 
gleicbung  A u  =  0  zu  einer  analytiscben  Funktion  a  •-{-  vi  von  x  -j-  yi. 
In  der  Tat  sei  T  ein  einfacb  zusammenbangender,  den  Punkt  z  =  oo 
im  Innern  nicbt  entbaltender  Bereicb,  worin  eine  Losung;  u  dieser 
Gleichung  betraehtet  wil'd.  Definiert  man  dann  v  durcli  die  Formel: 


wobei  der  Integrations weg  beliebig  in  T  verlauft,  so  genucren  die 
in  1  eindeutigen  bunktionen  u,  v  den  Oaucby-Riemannscben  Differen- 
tialgleicbungen.  Hangt  7  dagegen  mebrfacb  zusammen,  so  sei  P  ein 
willkiirlicher  innerer  Punkt  von  T.  In  einer  geeigneten  Umgebung 
von  P  wird  dann  ein  Zweig  von  v  eindeutig  sein.  Hiermit  erreicbt 
man  AnschluB  an  das  soeben  erhaltene  Resultat,  und  der  Beweis  ist 


also  fertig. 


Aus  der  Caucbyscben  Integralformel  leitet  man  ferner  ei™  w,Vk- 


Pann  ist 

(2) 


WO  l  die  Gesamtlange  des  Randes  bedeutet.  Im  AnschluB 


an  Formel  (1) 
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eihalt  man  aucli  eine  analoge  Abschatzung  fiir  \f^(z0)  In  der 
Praxis  haben  diese  Absckatzungen  den  meisten  Wert  fur  die  Flache 
ernes  urn  den  Punkt  z0  gelegten  Kreises.  Wir  gelangen  so  zu  dem 

2.  Satz.  Cauchys  Abschatzung.  1st  f(z)  im  Kreise  z  —  z0  <r 
analytisch  und  am  Bande  desselben  stetig ,  so  ist 

(3)  f(e o)  I  <  M,  fW(e0)  |  <n\  Mr~n, 

a  o  31  den  grojiten  T1  ert  von  f  (z)  j  auf  dem  Hande  des  Kreises  bedeutet. 
Setzt  man  namlich  in  (1) 


so  kommt 


r0  =  rev, 

•2  71 

;/*•>«! <Hf  <  »!  Mr- 


w.  z.  b.  w. 


Hieraus  ergibt  sieh  ferner  der  Satz: 

Zusatz.  Unter  den  namlichen  Bedingungen  nimmt  f(z)  seinen 
grofiten  Wert  am  Bande  des  Kreises  an. 

Der  Beweis  ist  der  von  B ocher  gegebenen  zweiten  Herleitung 
des  Poissonschen  Integrals,  Kap.  13,  §  4  nachgebildet.  Sei  z1  ein 
beliebiger  innerer  Punkt  des  Kreises,  und  man  fiikre  diesen  Kreis 
durch  eine  lineare  Transformation,  z  =  L(z'),  in  einen  zweiten  Kreis 
iiber,  derart,  dab  zt  in  dem  Mittelpunkt  z' =  z0r  des  letzteren  zu  liegen 
kommt.  Dadurck  wird  f(z)  in  eine  Funktion  F(z')  verwandelt,  welche 
im  neuen  Kreise  denselben  Bedingungen  geniigt,  wie  f(z)  im  ursprung- 
lichen,  und  auBerdem  stellt  M  wieder  den  absolut  genommen  groBten 
Randwert  dar.  Dem  vorstehenden  Satze  gemaB  muB  also 

FM\  <M 

sein,  mithin  ist  aucli 

f(z1)\<31,  w.  z.  b.  w. 

3.  Satz.  Der  Liouvillesche  Satz.  1st  die  Funktion  f(z)  fur 
alle  Werte  von  z  analytisch  und  bleibt  f{z)  aufierdem  in  der  ganzen 
z-Ebene  endlich: 

f  0)  <  g, 

wo  G  eine  Konstante  bedeutet,  so  ist  f(z)  eine  Konstante. 

Sei  z  ein  beliebiger  Wert  des  Arguments,  und  man  stelle  /  (V) 
mittels  der  Cauchyschen  Integralformel  dar,  indera  man  als  Bereich  S 


einen 

|J 
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m  groBen ,  den  genannten  Punkt  im  Innern  entbaltenden  Knis 
<  R  niramt.  Dann  ist 

f(z)  -  n  0)  -  s [rb  -  t]  dt 


z  rmj  t 

2  nifj  t(t  —  z 
c 


2  n 


)d( f 

z 


o 

Also  hat  man,  sobald  mir  R  >  2  \e  ist: 

f  (z)  —  t  (°)  <  2Tt  J  R/ 2 


2  js|  G 

J? 


Durch  passende  Wahl  von  _Zt  kann  man  don  letzten  Ausdruck  beliebig 
klein  machen.  Das  erste  Glied  dieser  Relation  hangt  aber  gai  niclit 
von  R  ab.  Hieraus  folgt,  dab 

m = /•(  o) 

ist. 

Aufgabe.  Man  beweise  den  Satz  mit  Hilfe  von  (3),  n  =  1. 

Aus  diesem  Satze  ergibt  sich  auch  ein  einfacher  Beweis  des  Fim- 
damentalsatees  der  Algebra.  Sei 

G(s)  =  a0  +  axz  -f - b  anzn ,  an  4=  0,  n  >  0, 

ein  beliebiges  Polynom.  Dann  hat  die  Gleichung  6r(#)  =  0  mindestens 
eine  A\  urzel.  Ware  dem  namlich  nicht  so,  so  wiirde  die  Funktion 

f  w  -  m 

alien  Bedingungen  des  Satzes  genugen  und  ware  daher  eine  Konstante, 
und  zwar  die  Null,  da 


ist. 


!™  W)  - 0 


\\  ir  wenden  uns  jetzt  zu  einem  von  Morera1)  herriilirenden 
Theorem,  welches  als  die  Umkehrung  des  Cauchyschen  Integralsatzes 
angesehen  werden  kann. 


Bd.  IStitUt°  Lomhardo  di  scienze  e  lettere,  Rendiconti,  2.  Reihe, 


\ 
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4.  Satz.  Satz  von  Morera.  1st  f(z)  in  einem  Bereich  T  stetig 
und  verschwindet  das  Integral  ff(z)dz,  erstrecld  iiber  eine  beliebige  ge- 
schlossene  Kurve  C  von  T,  welche  nur  Punkte  von  T  umfaftt: 

*  ! 

J  f(e)deT  0, 

c 

so  verhdlt  sich  f(z)  in  T  analytiscli. 

Allgemeiner1)  genugt  die  Voraussetzung,  daft  f(z)  in  T  stetig  ist, 
und  daft  das  Integral  verschwindet,  wenn  es  iiber  den  Rand  eines  be- 
liebigen  Rechtecks  erstrecld  ivird,  lessen  Seiten  mit  der  reellen  resp.  mit 
der  rein  imagindren  Achse  (oder  mit  irgend  zwei  anderen  festen,  senh- 
recht  aufeinander  stehenden  Geraden  der  Zahlenebene)  parallel  verlaufen, 
und  welches  aufterdem  weder  im  Innern  noch  am  Rande  einen  Rancl- 
punld  von  T  enthalt.  Man  braucht  sogar  nur  solche  Rechteoke  in  Be- 
tracht  zu  ziehen,  deren  Seitenldnge  eine  beliebig  Heine  vorgegebene  posi¬ 
tive  Grofte  nicht  iiber sehreitet. 

Sei  z  =  z0  =  x0  -f  iy0  ein  beliebiger  innerer  Punkt  von  T.  Man 
nmgebe  z0  mit  einem  Quadrate, 


x  —  x0\<h,  y  —  y0<h, 


dessen  innere  und  Randpunkte  ausnabmslos  dem  Bereich  T  zugehoren, 

und  verbinde  eine  bestimmte  Ecke  a  -f  hi  mit  einem 

« 

willkiirlicben  Punkte  £  =  £  +  r\i  desselben  durch  den 
in  der  Figur  angedeuteten  W eg  L  (man  vergleiche 
auch  Kap.  4*,  §  3,  Fig.  34,  Typus  I,  sowie  Fig.  35). 
Fiihrt  man  jetzt  das  Integral  iiber  diesen  Weg,  so 
erhiilt  man  dadurcli  eine  im  Quadrate  eindeutig  er- 
Fig.  74.  klarte  Funktion 

£  7 

F(£)=  I  f  (?)  clz  =//*(«  +  ify  dx  +  ij  +  iy )  dy. 

L  a  * 

Diese  Funktion  laBt  offenbar  eine  partielle  Ableitung  nach  rj  zu, 
und  zwar  ist 

l  C  7] 


.  (kn) 

L' 

< 

(cub)  L 


1)  Der  Anstofl  zu  der  allgemeineren  Formulierung  des  Satzes  wurde  durch 
einen  ahnlichen  Gedanken  von  Herrn  Bocher  in  seiner  Behandlung  des  loga- 
rithmischen  Potentials  gegeben,  Proceedings  Amer.  Acad.  Arts  and  Sciences ,  I3d. 

(1906)  S.  577. 
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Andererseits  kann  man, 
die  Funktion  F(Q  durch  das 


den  Voraussetzungen  des  Satzes  gernaB, 
fiber  L'  erstreckte  Integral  darstellen: 


F(£)  =  J  f(z)d3 

v 


Hiernacb  findet  man: 

=  /•(!  +  in)- 

Es  hat  sich  so  nut  ergeben,  daB  die  beiden  reellen  bunktionen 
U(x,y)  und  V(x,  y),  wo 

F(m)  -  U(x,y )  +  iV(x,y) 

gesetzt  ist,  stetige  partielle  Ableitungen  erster  Ordnung  zulassen, 
welche  auBerdem  den  Caucky-Riemannscken  Differentialgleickungen 
o-enugen.  Inf olgedessen  verhalt  sick  F (z)}  und  daruni  auck  f(z)  =  I  {z) 
im  Punkte  z0  analytisck. 

Gekt  man  endlick  von  der  in  der  Klammer  ausgesprockenen 
Yoraussetzung  aus,  so  wird  man  zunaclist  eine  neue  Veriinderlicke  z 
vermoge  der  Relation 

'  '  ft  i 

z  =  z  e 


einfiikren.  Durck  passende  Walil  von  a  wird  dann  dieser  Fall  ^auf 
den  soeben  besprockenen  direkt  zoriickgefiikrt. 

Auf  Grund  des  Morerascken  Satzes  gestaltet  sick  der  Beweis 
der  WeierstraBscken  Reihensiitze  aufierordentlick  einfack  und  elegant. 

5.  Satz.  WeierstraBscker  Reikensatz.1)  Sei 


f  (■20  —  u\(/)  +  %(/)  H - - 


eine  unendliche  Beihe  von  Funliionen,  deren  alle  sich  in  einem  Bereich  T 
analytisch  verhalten.  Konvergiert  sie  dann  in  jedeni  in  T  gelegenen  Be- 
rciclie  S  gleichmdfiig,  so  stellt  sie  eine  in  T  analytische  Funktion  vov. 
Des  welter  en  Id  fit  sich  die  Beihe  gliedweise  differentiieren: 


f  (z)  —  ux  (z)  -f  u.,  (z)  -f  •  •  • . 

Diese  letztere  Beihe  konvergiert  ebenfalls  gleichmdfiig  in  jedem  der  ge- 

1)  WeierstraiJ,  „Zur  Theorie  der  Potenzreihen-1,  Werke  Bd  1  S  67 
fenfficht  Tdlrg  2*  **  D,atUm  1841'  der  Zeit  Iht  veral 

und  bewiesen.  eieistraK  den  Satz  ausgesprochen 
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nmnten  Gebiete,  und die  mrgdegte  Beihe  gestattet  somit  eine  unbeg, -mete 
FJ  iederholung  der  gliedweisen  Differentiation. 

Yor  allem  bemerken  wir,  daB  eine  gleickmiiBig  konvergente  Reihe 
stetiger  komplexer  Funktionen  eine  stetige  Funktion  vorstellt  und 
gliedweise  integrierbar  ist.1)  Darnack  erweist  sicb  die  vorliegende 
Funktion  f{z)  zunackst  als  stetig.  Bildet  man  jetzt  die  Reike 

t /  /■  W  dz=J  U1 (*)  de  +  I  a2  (z)  dz  H - , 

c  c  ,c 

so  versckwindet  jedes  Integral  reckter  Hand  nack  dem  Cauckyscken 
Integralsatze.  Daker  versckwindet  auck  das  linker  Hand  stekende 
Integral,  und  /  (^)  verkalt  sick  somit  zufolge  des  Morerascken  Satzes 
in  T  analytisck. 

Um  nock  die  gliedweise  Differentiierbarkeit  der  Reike  festzu- 
steUen,  setze  man  die  Reike  an: 


/A  1  fd)  1  1  u2(t) 

2  Tti  {t  —  Z)-  2  %i  (t  —  zY  +  2  ni  (t  —  *)*  +  '  *  '> 

wo  t  einen  Randpunkt,  z  einen  innern  Punkt  von  dem  durck  C  be- 
grenzten  Bereick  S  bedeutet.  Dann  iiberzeugt  man  sick  leickt,  daB 
auck  diese  Reike  langs  C  gleickmaBig  konvergiert.  Hierbei  its  z  als 
ein  fester  Punkt  anzuseken.  Diese  Reike  wollen  wir  nun  iiber  den 
ganzen  Rand  von  S  in  positiver  Ricktung  integrieren: 

1  CM*L  JL  Cu i(^ dt  4_  1  Cu- 

{^)  2jr?^/  ^  —  *)*  2 iti'J  ( t  —  z)~  '  ( t  —  z 

c  c  c 


Die  Integrale  stellen  aber  nack  (1)  bzw.  die  Funktionen  /'(#),  uf(z), 
u2' (z),  .  .  .  vor,  und  kiermit  ist  die  gliedweise  Differentiation  begriindet.2) 


1)  Die  Definition  der  gleichmafiigen  Konvergenz,  sowie  der  Beweis  der 
hier  angefiihrten  Satze  ubertragt  sich  vom  reellen  auf  das  komplexe  Gebiet  ohne 
formale  Modification. 

2)  Der  hier  benutzten  Beweismethode  hatte  man  sich  auch  schon  zur  Be- 
grundung  des  ersten  Teils  des  Satzes  bedienen  konnen,  wobei  dann  im  Nenner 
t  —  z  an°  Stelle  von  (t  —  zf  treten  miiBte.  Man  hiite  sich  aber  davor,  gleich 

aus  der  Relation 


1  rfft)  dt  _1_  Ah  (t)  dt  1  AAD 
2-jtiJ  t  —  z-  2 j tij  t  —  z  2  %ij  t  — 


M/j  \  vj  dt 


v  C  0 

zu  schlieBen,  daB  das  linker  Hand  auftretende  Integral  zufolge  der  Cauckyschen 
Integralformel  die  Funktion  f(z)  vorstelle.  Man  kann  namlich  zunaclist  >  o 
folgern,  daB  dieses  Integral  nach  dem  Hauptsatz  von  §  1  eine  innerhalb  S  ana- 
lytische  Funktion  F(z )  definiert,  deren  Randwerte  jedoch,  falls  uberhaupt  welche 


§  5. 
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Beliufs  der  gleickmaBigen  Konvergenz  der  Reike  der  Ableitungen 
sei  S'  ein  abgescblossener,  innerhalb  C  gelegener  Bere.cb.  D*m 
weist  man  oh„e  Scbwierigkeit  naeh,  daB  die  Keihe  (4)  gleichmaB.g 
kouvemert.  weun  die  unabhangigen  Variabeleu  «  und  t  auf  -S  bzw  C 
beschrankt  werden.  Infolgedeseen  konvergiert  die  Reihe  (o)  gleich- 
mafiig  in  S'  und  daraus  erkennt  man  die  Richtigkeit  des  Satzes. 

And  ere  Formulierjung  des  5.  Satzes.  Sei 


ux  0)  +  u,(z)  H - 

eine  unendliche  Beihe  von  Fmlitionen,  deren  alle  in  jedem  innern  und 
Bandpunkte  eines  Bereiches  S  stetig  und  im  Innern  desselben  analytisch 
sind.  Konvergiert  sie  dami  am  Bande  C  von  S  gleichmafiig,  so  stellt 
sie  eine  innerhalb  S  analytische  Funktion  f(z)  vor. 

Drs  iveiteren  la  fit  sich  die  Beihe  glicdiceise  differ  entiieren : 


fie)  =  ufiz)  +  u.f  (e) 

JDiese  letzte  lleilie  konvergiert  ebenfalls  gleichmafiig  in  jedem  abgeschlos- 
senen,  innerhalb  S  gelegenen  Berciche  S',  und  die  vorgelegte  Beihe  ge¬ 
stalt  et  somit  eine  unbegrenzte  Wiederholung  der  gliedweisen  Differentiation. 

Der  Beweis  erfolgt  nacli  der  in  der  Anmerkung  besprockenen 
Metkode.1)  Aus  dieser  Form  des  Satzes  leitet  man  auck  die  zuerst 
ketracktete  Form  okne  weiteres  ker. 

Zum  SckluB  bemerken  wir  nock,  daB  der  vorstekende  Satz  fol- 
gender  allgemeineren  Fassung  fakig  ist. 

0.  Satz.  Allgemeiner  sei  s(z,  a)  fur  unendlich  viele  Werte  von  a 
eine  in  einem  Bcreich  T  analytische  Funktion.  Beim  Grenziiber gauge 
lim  a  =  a  moge  s{z,  a)  ferner  einem  limes  zustreben: 


lim  s(z,  a)  =  f(z), 


vorkanden  sein  sollten,  nickt  notwendig  mit  dem  Werte  der  Funktion  f(f)  am 
Raade  zusammeiifallen.  Dei-  Beweis  fibrt  n.»  so  fort:  Die  rechts  stehendeu 
Integrate  stellen  allerdings  laut  der  Cauchyscken  Integralformel  bzw  die  Glieder 
der  vorgelegten  Reike  vor.  Baker  stirnmt  die  soeben  als  innerhalb  S  analytisch 
erkannte  Funktion  F{z)  dort  mit  f(z)  iiberein.  Jetzt  ist  man  erst  im  Besitze 

,ies  be“  ^ 

bedeuteDil  ““facbe^  “  dei  d<“  Morera“h“  Satze  fuBende  Beweis  doeh 

der  U“ter  de”  8-  Safe  aUfG™d 

Osgood,  Funktionentlieorie.  I.  2.  Aufl 


20 
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imd  zwar  so,  daft  die  Konvergenz  in  jedem  in  T  gelegenen  Bereiche  S 
eine  gleichmdftige  ist.  Ddnn  verhdlt  sich  f{z)  in  1  analytisch. 

I)es  weiteren  ist 


J  f{zjdz  =  lim  )  s(z,a)dz, 

v  «=«  r 

unter  T  eine  reguldre  innerhdlb  T  gelegene  Kune  verstanden,  soivie 


f\z)  =  lim 

a  =  Te 


d_ 

dz 


s{z,  a). 


Dabei  Jconvergiert  die  Function  s\z,  a)  =  ~  s{z ,  a)  ebenfalls  in  jedem 
der  genannten  Bereiche  S  gleichmdftig,  und  infolgedessen  ist  auch 


s(z ,  a). 


Der  fur  den  speziellen  Fall  a  =  1 , 2,  •  •  •,  a  =  oo  soeben  durck- 
gefuhrte  Beweis  bleibt  auch  hier  im  wesentlicken  in  Kraft.  Setzt 

O 

man  namlick 


s  (e,  a)  =  f(z)  +  l{z,  a), 


so  wird  sich  einem  beliebig  vorgegebenen  positiven  e  eine  von  z  un- 
abhangige  positive  Zahl  d  (resp.  G)  so  zuordnen  lassen,  dafi  fur  alle 
Punkte  z  von  S 


bleibt,  sobald  nur 


t  (*>  cc)\<£ 


a  —  a  |  <  d  (resp. 


ist.  Hieraus  folgert  man  zun’achst  die  Stetigkeit  der  Grenzfunktion 
f  (^z ) ,  sowie  die  V ertauschbarkeit  der  Integration  mit  dem  genannten 
Grenzilbergang,  woran  sich  dann  der  SchluB  noch  reikt,  daB 

/  f{zj  dz  =  lirn  \s(z,a)dz  =  0 
a  «  =  <*  c 


ist.  Hiermit 
lytisch  in  T. 
Relation 


erweist  sich  f{z)  nach  dem  Moreraschen  Satze  als  ana- 
Jetzt  geht  man  von  der  der  Gleichung  (4)  analogen 

1  S  (t ,  a)  1  t  (0  _j_  a) 

2ni  (t  —  zY  2  7ri  ( t  —  zY  '  2  s 


aus 


und  verfahrt  nun  in  aknlicker  Weise,  wie  vorhin. 

Der  Satz  lafit  ebenfalls  eine  zweite,  der  obigen  aualoge  Formu 


lierung  zu. 
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Wir  schliefien  diesen  Paragraphen  mit  einem  Sa tv.e,  welcher  fiir 
die  Theorie  der  bestimmten  Integrate  (im  engeren  Sinne  des  W  ortes) 
yon  grundlegender  Bedeutung  ist. 

7  Satz.  Sei  f(t,z)  eine  stetige  Function  der  leiden  unab- 
Mngigen  Variabelen  t  and  z,  ivo  t  auf  ewer  reguldren  Kurve  C  mid  z 
in  einem  Bereiche  T  liegt.  Erteilt  man  t  einen  beliebigen  Wert,  so 
soil  sich  f{t,  z)  f enter,  als  Function  von  z  allein  betrachtet,  in  7  ana- 
*  lytisch  verhalten.  Dann  definiert  das  Integral 


I  fit,  z)(U 


eine  in  T  analytische  Funldion  F(z).  Im  ubrigcn  ist 

I  F(z )  dz  =  /  dt  I  f{t,z )  dz, 
r  c  r 


no  F  eine  regiddre  n  merit  alb  T  gelegene  Kurve  bedeutet,  sotrie 


dz 


dt. 


Indem  man  das  Integral  in  seine  reellen  und  rein  imaodnaren 
Bestandteile  zerfallt,  erkennt  man  zunachst  die  Stetigkeit  der  durch 
dasselbe  definierten  J’unktion  F(z ).  Sei  F1  eine  reguliire  geschlossene 
Kurve  des  Bereiches  T,  welche  auBerdem  nur  innere  Punkte  von  T 
umfaBt.  Dann  erkennt  man  wieder  durch  Zerlegung  in  Reelles  und 

Im  agin  a  res,  unter  Eintiihrung  der  Bogenhinge  als  Integrationsvariabele 
daB 

,  /  F0)  <tz  dz  I  f{t,z)dt=  I  dt  I  'fit,  z)  dz  -  0 

Jx  1\  c  c  i\ 


1st,  und  hteraus  folgt  vermoge  des  Moreraschen  Satzes,  daB  F(z) 
sich  in  T  analytisch  verhalt. 


Setzt  man  min  zunachst  die  Stetigkeit  der  Ableitung  oftcz 
-f,{t,z),  als  Funktiou  der  unabkiingigen  Veriinderliehen  t,  z  be- 
tracbtet,  voraus,  so  beweist  man  den  zweiten  Teil  des  Satzes,'  indem 
man  das  liber  einen  in  T  gelegenen  Weg  erstreckte  bestimmte  Integral 


—  ^ 

JdzJ  f\(t,  z)dt  ~(dtj  f2(t,  z)  dz  =  F(z)  -  F(z0) 


<J  to 


bildet  und  dasselbe  dann  each  s  differentiiert. 
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Wir  konnen  aber  noch  nacbweisen,  dab  fz(t,  z)  immer  stetig  ist, 
wdmit  denn  obigem  Beweise  allgemeine  Giiltigkeit  zukommt.  Diese 
Behauptung  sprecben  wir  als  einen  besonderen  Satz  aus. 

8.  Satz.1)  Genii gt  f  (t,  z)  denselben  Bedingungen,  wie  im  7.  Satze, 
so  wird  auch  die  Funktion  df/cz  =  fz{t,  z)  stetig  von  t,  z  ablidngen 
und  sick  fur  jeden  festen  Wert  von  t  analytisch  in  T  verhalten. 

■Dasselbe  gilt  dann  allgemein  fur  jede  der  Funktionen  dnfldzn , 
n  =  1,2,---. 

Sei  z  =  z  ein  willkiirlicher  Punkt  von  T ,  und  man  betrachte 
eine  Umgebung  Sx  von  z,  welche  nebst  Rande  rx  innerhalb  T  liegt. 
Dann  litBt  sicli  fz(t,  z)  innerhalb  Sx  nach  Formel  (1),  n=  1,  dieses 
Paragraphen,  wie  folgt7  ausdriicken: 


W’  *)  -  sb  / ' 


i\ 


f(t,S)d5 


Da  nun  der  Integrand,  als  Funktion  der  unabkangigen  Yerander- 
lichen  t  auf  C,  £  auf  rx  und  z  in  einem  abgeschlossenen,  innerhalb  rx 
gelegenen  Bereiche  Sx  betrachtet,  stetig  ist,  so  wird  das  Integral  auch 
eine  stetige  Funktion  von  t  auf  C  und  z  in  Sx  vorstellen,  womit 
denn  der  Satz  bewiesen  ist. 

Aufgabe  1.  Geniigt  f(t,  z)  denselben  Bedingungen,  wie  im 
7.  Satz,  wobei  nun  T  aufierdem  einfach  zusammenhiingen  und  den 
Punkt  z  =  o o  niclit  im  Innern  umfassen  soli,  so  geniigt  die  Funktion 


F{t,  z)  =J  f(t,  z)  dz 

a 


ebenfalls  jenen  Bedingungen. 

Aufgabe  2.  Geniigt  fit,  z)  denselben  Bedingungen  wie  im 
7.  Satze;  existiert  ferner  df/dt  =  ftit,z),  und  ist  diese  Funktion 
stetig  fur  alle  in  Betracht  kommenden  Wertepaare  ((,  z),  so  ist 
fit,  Is)  fiir  jeden  festen  Wert  von  t  eine  in  T  analytische  Funktion 


von  z. 

§  6.  Fortsetzung;  isolierte  singulare  Punkte. 

Die  Funktion  f\z)  sei  an  jeder  Stelle  der  Umgebung  eines  Punktes 
e  =  a  mit  Ausnahme  dieses  Punktes  selbst  analytisch.2)  Wir  wollen 
jetzt  untersuchen,  wie  sich  f(J)  in  dieser  Umgebung  verhalten  kann. 


I1)  B ocher  Annals  of  Mathematics,  2.  Reihe,  Bd.  12  (1910),  S.  20. 

2  Wir  erinnern  wiederum  an  die  Yereinbarung,  wonach  unsere  Funktionen 
als  eiadeuUg  angesehen  warden  sollen,  sofern  das  Gegenterl  meht  ausdmckUch 

bemerkt  wird. 
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§  0.  Fortsetzung;  isolierte  singulare  Punkte. 

a)  Pole.  Yor  allem  kann  f  (z)  im  Punkte  a  unendlich  werden: 

lim  f  (z)  =  oc  • 

Z  =  a  , 

Die  Funktion  muB  dann  beim  Herannaben  des  I  unktes  z  an  den 
Punkt  a  Icings  eines  jeglichen  Weges  ins  Unbegrenzte  wacksen.  In 
diesem  Falle  heiBt  a  ein  Pol  der  Funktion.1) 

Beispiel. 

wo  m  eine  positive  ganze  Zahl  und  cp  iz)  eine  ini  Punkte  z  —  a  ana- 
lytiscke,  dort  nicht  verschwindende  Funktion  von  z  ist. 

b)  Hebbare  Unstetigkeiten.  Yerlangen  wir  jetzt,  daB  f  (z)  in  der 
Nabe  von  a  endlich  bleibe: 


\f(z)\<G,  0<\z  —  a\<h. 

Im  Falle  einer  reellen  Funktion  einer  reellen  Yeranderlichen 
ware  mit  dieser  Voraussetzung  nocb  nicbt  viel  getan.  Man  denke 
z.  B.  an  die  Funktion 

/»  =  sin 

sowie 

f(x)  =  — , 


welcbe  beide  in  der  Nahe  des  Punktes  x  =  0  endlich  bleiben  und 
dennocb  dort  eine  Unstetigkeit  aufweisen;  vgl.  Kap.  1,  §£  2,  3,  ins- 
besondere  Figuren  5  und  7. 

Wesentlich  anders  verhalt  sieh  aber  die  Sacbe  bei  einer  aua- 
lytiscken  Funktion  eines  komplexen  Arguments.  Es  ist  ja  klar,  dab 

auch  tier  erne  Art  von  Unstetigkeiten  vorkommen  kann',  wofiir  die 
iolgenden  Beispiele  typiscb  sind. 

a)  Sei 

b)  Sei  f  =  {*  ~aXl,  Z=¥a'  ^(a)  =  1  • 

fiz)  =  z_a  >  Z=^a. 


Erne  derartige  Unstetigkeit,  welcbe  also 
unktionswertes  in  einem  einzigen  Punkte 


durcb  Abanderung  des 
resp.  durcb  eine  geeignete 


1)  Nach  WeierstraB  eine 


a ufierwesentl ich e  singu  Hire 


Stelle. 
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erganzende  EHdarung  der  Funktion  in  diesem  Punkte  gehoben  wer- 
den  kann,  heiBt  nach  Riemann  eine  hebbare  Unstetigkeit.  Und 
mm  stellt  sich  das  merkwiirdige  Resultat  beraus,  daB  bier  iiberhaupt 
keine  weitere  Moglicbkeit  vorhanden  ist.  Das  wollen  wir  noch  in 
folgenden  Satz  zusammenfassen. 

9.  Satz.  Riemann  seller  Satz.1)  1st  f  (si)  in  der  Umgebung  dcs 
Punlctes  z  =  a,  nur  von  diesem  Punkte  selbst  abgesehen,  analytisch  und 
bleibt  f(z)  in  diesem  JBereiche  endlich: 

\f(z)\<G,  0<\e  —  a\<h, 


so  ndhert  sich  f  (z)  einem  Grenzwert  A,  icenn  z  gegen  a  konvergiert. 

Legt  man  f(z)  ferner  im  Punkte  a 
den  Wert  A  bei :  f(a)  =  A,  so  wird 
f  (z)  dadurch  auch  in  diesem  Punkte 
analytisch. 

M.  a.  W.  kann  die  Funktion  f(z ) 
miter  den  Bedingungen  des  Satzes  hbch- 
stens  eine  hebbare  Unstetigkeit  im 
Punkte  a  aufweisen. 

Um  den  Beweis  zu  fiibren,  stellen  wir  die  Funktion  f(z)  in  der 
Umgebung  von  a  vermoge  eines  Integrals  dar.  Sei  C  eine  gescblos- 
sene7  den  Punkt  a  im  Inneren  entbaltende  einfacbe  regulare  Kurve 
der  betreffenden  Umgebung  von  a,  und  z  =\=  a  ein  beliebiger  innerer 
Punkt  von  C,  welcben7  einmal  gewablt,  wir  nun  festbalten  wollen. 
Man  lege  um  a  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  y  vom  Radius  r  und 
bestimme  r  so,  daB  sowobl  C  als  2  auBerbalb  y  liegen.  In  dem  von 
C  und  y  also  abgegrenzten  ringformigen  Gebiete  gibt  dann  die 
Caucbyscbe  Integralformel  folgenden  Ausdruck  fur  die  Funktion: 


(1) 


,, .  j_  r mat  ,  _p  r 

T  \e)  2sr*  /  t  —  z  '  2  st  *  j  t  — 


dt 

z 


Wir  wollen  zeigen,  daB  das  zweite  Integral  reebter  Hand  versebwindet. 
In  der  Tat  bangt  das  erste  Integral,  sowie  die  Funktion  f(e)  linker 
Hand,  niebt  von  r  ab,  daber  gilt  dasselbe  auch  vom  genannten  Inte¬ 
gral.  Da  nun  langs  y 

t  —  a  =  r**,  \f(f)\<  G,  \t-  z  \^\z  -  a\-r>0 

1)  Riemann,  Grundlagen  fOr  eine  allgemeine  Iheorie  der  Funktionen  einer 
verdnderlichen  komplexen  Grope,  §  12,  Inauguraldissertatmn,  Gottingen,  iso  , 
Werke,  S.  23. 


§  G.  Fortsetzung;  isolierte  singulare  Puukte 
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Ibt,  CU  xu  „  .  x  f{t)dt  J  (2 . 2  7tr 

2n~iJ  t  —  Z  |  <  2tt  '  !s  — a  -r 

Der  letzte  Ausdruck  kann  durch  passende  Wahl  von  r  bcliebig  Idem 
gemacht  werden,  woraus  sich  denn  die  Richtigkeit  der  Behauptung 
ergibt.  Hiermit  haben  wir  die  gewiinschte  Darstellung  gewonnen: 

f(t)dt 
t  —  z  ’ 


Die  Forme!  gilt  fur  jeden  imieren  Punkt  von  C  mit  alleiniger  Aus- 
nahme  von  z  =  a. 

Nun  kniipfen  wir  an  den  Hauptsatz  von  §  1  an.  Daraus  erhellt, 
daB  das  Integral  eine  aucli  im  Puukte  z  =  a  analvtische  Funktion 
vorstellt.  Mit  dieser  Funktion  stiinmt  aber  f  (z)  in  alien  inneren 
Punkten  z  =%=  a  von  C  iiberein.  liiermit  ist  der  Satz  bewieseu. 

Der  Leser  beach te  wohl,  daB  auch  der  letzte  Teil  des  Satzes  eme 
wichtige  Eigenschaft  analytischer  Funktionen  im  komplexen  Gebiete 
konstatiert.  Im  reellen  Falle  ist  beispielsweise  die  Funktion 

=  x  sin  *  ,  ^4=0;  f(0)  =  0 


fur  alle  Werte  von  x  stetig,  und  diese  Funktion  laBt  auBerdem  im 
allgemeinen  eine  stetige  Ableitung  zu,  nur  der  Punkt  x  =  0  bildet 
eine  Ausnahme.  Warum  sollte  es  denn  nicht  auch  Funktionen  eines 
komplexen  Arguments  geben,  die  in  einem  Bereiche  8  ausnahmslos 
stetig  sind  und,  von  einem  einzigen  Punkte  z  =  a  abgesehen,  mit  einer 
stetigen  Ableitung  versehen  sindV1) 

Au f gab e.  Die  Umgebung  des  Punktes  z  =  a  moge  ein-eindeutig 
auf  einen  eivdlichen  Bereich  der  w-Ebene  bezogen  sein;  auBerdem  soli 
die  Abbildung  der  Umgebungen  zweier  zugehoriger  Punkte  z  =  z', 
W  =  w'>  tochstens  mit  Ausnahme  des  Punktes  e  =  a,  konform  sein! 


1)  Das  Ubersehen  dieser  Moglichkeit  hat  auch  friiher  zu  einem  falsche 

2 rr18t wel Dur**e- 

aber  den  Satz  a.  a.  0.  auf  andere  Weise  bewie  ■  w  beistammeu,  welche 

SSf  Bu,l.  lSheer' 

0/'  2  «**'•  Bd  7  imts  tel 
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Man  zeige,  daB  w  dann  beim  Grenziibergange  lim^  =  a  einem  Grenz- 
punkte  tv  =  b  zustrebt  und  daB,  wenn  der  Punkt  z  =  a  dem  Punkte 
=  b  entspricht,  die  Bezieliung  aucb  in  diesera  Punkte  konform  ist. 

c)  Wesentliche  Singular  itaten.  Dieser  Fall  umfaBt  alle  Moglich- 
keiten,  welche  sich  niclit  unter  a)  oder  b)  subsumieren.  Dem  entspricht 
die  folgende  Definition:  Hat  /’(*)  im  Punkte  z  =  a  eine  Singularity, 
die  weder  ein  Pol  nocli  eine  hebbare  Unstetigkeit  ist,  so  heifit  a  nacli 
Weiei sti ciB  eine  wesentliche  singulcire  Stelle -1)  Beziiglicb  des  Ver- 
baltens  der  Funktion  in  der  Nahe  eines  derartigen Punktes  hat  Wei er- 
straB  den  folgenden  Satz  gefunden. 

10.  Satz.  In  der  Umgebung  einer  isolierten  wesentlichen  singiddren 
Stelle  kommt  die  Funktion  jcdeni  vorgegebenen  T Verte  beliebig  nahe. 

m 

Sei  C  eine  beliebige  reelle  oder  komplexe  GroBe.  Dann  soil  ge- 
gezeigt  werden,  daB  nach  Annahme  zweier  willkurlicher  positiver* 
Zahlen  e,  h  ein  Punkt  z  4=  a  von  der  Umgebung  \z  —  a\<h  der  Stelle  a 
existiert,  wofiir 

C'-Z’O)  I  < £ 

ist.  Triife  das  namlich  nicht  zu,  so  miiBte  durchwes 

'  © 

cl m=r  0  < \z  —  a\<h, 

sein,  und  die  Funktion  1  /\C  —  f{^)\  wiirde  somit  alle  Voraussetzungen 
des  Falles  b)  erfiillen.  Infolgedessen  miiBte  diese  Funktion  nach  dem 
9.  Satze  beim  limes  z  =  a  einem  Grenzwert  l  zustreben.  Ist  1  =  0, 
so  wird  f  {z)  im  Punkte  a  unendlich  und  entspricht  daher  den  Be- 
dingungen  des  Falles  a).  Ist  dagegen  X  =j=  0,  so  entspricht  f(z)  den 
Bedingungen  des  Falles  b).  Beides  verstoBt  gegen  die  Voraussetzungen 
und  damit  ist  der  Beweis  fertig. 

Beispiel.  Sei 

f  (z)  =  es ,  a  —  0 . 

Hat  C  irgend  .einen  von  0  verschiedenen  Wert,  so  lafit  sich  die 
Gleichung 

°  i 

(3)  C  =  e*  | 

nach  e  wirklich  auflosen  und  zwar  haufen  sich  ihre  Wurzeln  in  der 
Nahe  der  Stelle  a  =  0: 

1)  Die  Definition  einer  isolierten  wesentlichen  singuliiren  Stelle  lafit  eine 
Erweiterung  zu,  die  wir  spater  einrnal  besprechen  werden. 


§  6.  Fortsetzuiig; 


isolierte  singulare  Puiitte. 
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r  i  __  _  i 

log  C  log  |  G  j  -f-  (y  +  2  /•  5t)  *  4 

wo  y  einen  besonderen  Wert  von  arc  (7  bedeutet.  Je  groBer  k  an- 
genommen  wird,  desto  naber  riickt  die  entsprechende  Wurzel  an  den 
Punkt  g  =  0  beran.  Wablt  man  dagegen  0=  0,  so  bat  Gleicbung  (3) 
keine  Wurzel.  Trotzdem  bleibt  der  WeierstraBscbe  Satz  besteben, 
denn  die  Funktion  strebt  ja  dem  Werte  0  zu,  wenn  g  etwa  liings  der 
negativen  reellen  Achse  gegen  0  konvergiert. 

Hiermit  wird  die  Frage  nabe  gelegt,  ob  es  im  allgemeinen 
mebrere,  eventuell  aucb  unendlicb  viele  Werte  geben  kann,  die  die 
Funktion  in  der  Nabe  einer  isolierten  wesentlicben  singularen  Stelle 
nicbt  annimmt.  Diese  Frage  bat  Picard  erledigt,  indem  er  zeigte, 
daB  es  bocbstens  (wie  im  vorliegenden  Falle)  einen1)  Wert  geben 
kann,  den  die  Funktion  nicbt  wirklich  annimmt. 

Einen  besonderen  Fall  des  Picardscben  Satzes,  welcber  jedocb 
gegenwartig  fur  die  Praxis  vollkommen  auszureicben  scbeint,  kann 
man  nocb  mit  elementaren  Hilfsmitteln  beweisen. 


11.  Satz.  Die  Funktion  f(z)  habe  im  Punkt e  z  =  a  cine  isolierte 
ivesentliche  singulare  Stelle;  sti  ferner  C  eine  ivillkiirliche  komplexe 
Grd/of;  |  w  —  C  <  h  eine  beliebig  ldeine  Umgebung  des  Punktes  w  —  C. 
Darn  gibt  es  innerhalb  dieser  Umgebung  einen  Punkt  C,  wofiir  die 
Gleicbung 

rw  =  o' 

mtendlich  viele  Wurzdn  besitzt,  nelche  denn  clen  Punkt  a  zur  Haufungs- 
stelle  haben. 

Dem  Weierstr a Bscben  Satze  zufolge  nimmt  namlicb  f{z)  fiir 
emen  innerbalb  des  Bereicbs  0  <  z  —  a  <dx  gelegenen  Punkt  £x 
emen  Wert  Cx  an,  welcber  im  Bereicbe  w  —  C  <  h  =  /?  liegt. 

Ist  /  (Si)  +  0,  so  definiert  die  Gleichung 

•  © 


w  =  /  \8) 

eine  ein-emdeutige  Abbildung  der  Umgebung  von  auf  die  Umg< 
bung  T  y on  Gl5  erstere  Umgebung  wollen  wir  als  einen  kleine 
leis,  I  ■-  —  £i  |  <  wahlen,  welcber  ganz  im  Bereicbe  1  %  —  a  I  <  c 
iegt  aber  moht  bis  an  den  Punkt  a  hinanreicbt,  und  wofiir  sic 
auBcrdem  T\  ganz  ,m  Bereicbe  w  -  C  <  /,,  befmdet.  Sollte  indesse 

teruag'der  Deflate’  wT  T  ^  «wahnte  Erw. 

-  Po.e  „  der  ^ 
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/  Ui )  =  0  sein,  so  kann  man  jedenfalls  einen  zweiten  Punkt  finden, 
woiiir  /  (gj )  4=  0  ist,  wahrend  f  (£/)  noch  im  Bereiche  \  w  —  C\  <  7/x 
liegt,  und  diesen  dann  als  den  Punkt  nehmen. 

Man  wiederhole  diesen  Schritt,  indem  man  nun  Cx  an  Stelle  von  C 
treten  lalat  und  iiberdies  7?2,  d2  so  klein  nimmt,  dab  der  Kreis  !  w  —  C\  |  <  Ji., 
innerhalb  J\  liegt,  wahrend  andererseits  kein  Punkt  des  Kreises 
I  2  ~  a  <  ^2  mil  einem  Punkte  des  Kreises  \e  —  £t  <  zusammen- 
tiillt.  Auf  diese  Weise  gelangt  man  zu  einem  neuen  Punkte  £2,  wo- 
fiir  C2  =  f  (£,)  im  Ivreise  |  iv  —  C\  <  h2  liegt  und  auBerdem  /'(g2)  =j=  0 
ist.  Infolgedessen  wird  ein  kieiner  Kreis  \z  —  £2 1  <  *-2,  welcher  im 
Kreise  |  z  —  a  |  <  d2  liegt  und  nicht  bis  an  a  hinanreicht,  ein-eindeutig 
auf  eine  Umgebung  von  C2  abgebildet;  im  iibrigen  soil  e2  so  klein 
genommen  werden,  daB  T2  in  1\  liegt, 

Durch  fortgesetzte  Wiederholung  dieses  Verfahrens  erhalt  man 
eine  unbegrenzte  Folge  ineinander  eingeschachtelter  Bereiche  T1}  T2, . . ., 
welche  mittels  der  Relation 

iv  =  f  (z) 

bzw.  auf  die  Kreise  z —  £n  <  en)  n  =  1,  2, .  .  ein-eindeutig  ab¬ 
gebildet  werden.  Diese  Bereiche  Tn  haben  mindestens  einen  Punkt  C 
gemeinsam,  und  diesem  Punkte  entspricht  nunmehr  in  jedem  jener 
Kreise  ein  Bildpunkt  zn: 

(»- 1,2,...). 

Hiermit  ist  der  Beweis  erbracht. 

Zusatz.  Der  Satz  gilt  touch  fur  eine  ivesentliclie  singulare  Stelle 
zwQiter  Art,  d.  h.  fur  den  Fall,  daf>  f(z )  in  der  JSahe  der  Stelle  z  —  a 
bis  auf  Foie  analytisch  ist,  daft  sick  aber  Pole  in  jeder  Umgebung  des 
Punhtes  z  =  a  befnden. 

In  der  Tat  sei  C  eine  beliebige  Zahl.  Nimmt  f{z)  den  Wert  C 
in  jeder  vorgegebenen  Naclibarschaft  des  Punktes  z  —  a  an,  so  wird 
der  Satz  bereits  zugestanden.  Im  anderen  Falle  hat  die  Funktion 


wo  F(z)  in  den  Polen  von  f  (z)  als  0  erklart  wird,  eine  wesentliche 
singulare  Stelle  im  Punkte  z  =  a,  wie  sie  der  vorstehende  Satz  vor- 
anssetzt,  und  der  Beweis  erfolgt  jetzt  ohne  weiteres  auf  Grund  dieses 

Satzes. 

Jsolierte  singulare  Union.  Im  AnschluB  an  das  Vorhergehende 
Pollen  wir  noch  den  folgenden  Satz  beweisen. 


§  6.  Fortsetzung;  isolierte  singul&re  Puukte. 

o  * 
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12  gaUi)  u  f(g)  in  einem  Bereiche  S  stetig  und,  abgesehen 
vm  dm  Pmlden  einer  einfaehen  reguldrm  Kurve  0  imhineni  von  S 
aiialytisch,  so  ist  f(z)  auch  in  den  innerhalb  S  gelegenm  1  unkten  von  T 

analytisch. 

Wir  wollen  zunachst  aunehmen,  daB  S  durch  die  Kurve  /  in 
zwei  Bereiche  Su  Ss  zerlegt  wird.  Die  Rauder  von  S,  Su  \t  mogen 
mit  C,  6',,  C ,  bezeichnet  werden.  Sei  z  ein  beliebiger  irmerer  1  unkt 

von  Si .  Dann  ist 

,,  v  i  /  m** 

t-z • 

Cl 

Andererseits  ist  nach  Her  mites  Bemerkung,  §  4,  Ende 

1  f  f(t)dt 

2  nij  t-z 
C* 

Durch  Addition  der  beiden  Gleichungen  kommt2) 

r(„\  1  r  /‘(q  d  t 

fW-iZi.l  7=7' 


Nach  demselben  Kaisonnemeut  stellt  diese  Formel  die  Funktion  f\z) 
im  Bereiche  S2  ebenfalls  dar.  Nun  deliniert  aber  das  Integral  nach  dem 
Hauptsatz  von  §  1  eine  Funktion,  die  sich  im  ganzen  Innern  von  S 
analytisch  verhalt.  Wegen  der  Stetigkeit  von  f  (z)  wird  also  diese 
Funktion  auch  in  den  Punkten  von  V  durch  die  vorstehende  Formel 
ausgedriicht,  womit  denn  der  Satz  fur  diesen  Fall  bewiesen  ist. 

I  m  den  featz  jetzt  allgemein  zu  beweisen,  fassen  wir  einen  be- 
liebigen  innerhalb  S  gelegenen  Punkt  P  von  T  ins  Auge  und  legen 
einen  kleinen  Kreis  urn  ihn.  Dann  sind  fur  diese  Kreisflache  alle  Be- 
dingungen  des  soeben  erledigten  Falles  erfullt,  und  darum  verhalt 
sich  f  (z)  analytisch  in  P.  Hiermit  ist  der  Beweis  fertig.  Man  kann 
auch  mehrere  Kurven  ru...trn  zulassen,  welche  eine  endliche  An- 
zahl  von  mehrfachen  und  Schnittpunkten  liaben;  doch  ware  es  ein 
Irrtum  zu  glauben,  daB  der  Satz  notwendig  gelte,  wenn  die  Anzalil 
dieser  Kurven  unendlich  wird. 


1)  Riemann,  Inaugur  a  l  dissertatio «,  §  12;  Werke,  S.  23. 
das  ,2)  ?afi,Tbfiden  beidcn  Integrationen  T  zweimal  durchlaufen  wird  und  zwar 
arithmpr6!?1^111  en^e&engesetztem  Sinne,  leuchtet  ja  ohne  weiteres  ein  Die 


Rap.  5,  §  7  geliefeit. 


von 
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Aufgabe  1.  Ia  einem  Bereich  T,  welcher  aus  einem  langs  eines 
Radius  ab  aufgeschnittenen  Kreisringe  besteht,  sei  /(*)  analytisch. 
Dabei  wollen  wir  die  beiden  Ufer  von  ab  als  das  positive  und  das 
negative  miterscheiden.  Wenn  sicb  z  einem  Punkte  von  ab  von  der 
positiven  (negativen)  Seite  her  nahert,  so  soli  f(z)  einem  Grenzwert 
it  (w  )  zusti  eben,  und  zwar  soli  stets  =  w~  - {-  X  sein,  wo  X  eine 
Konstante  bedeutet.  Man  zeige,  dab  sicb  dann  die  Ableitung  f'(z)  im 
ganzen  aufgescbnittenen  Kreisringe  analytisch  verhalt,  sofern  man 
dieser  Funktion  in  den  Punkten  von  ab  zweckmabige  Werte  beile^t 

Aufgabe  2.  Man  beweise  den  12.  Satz  mit  Hilfe  des  Morera- 
schen  Satzes. 


§  7.  Das  Analogon  des  Mittelwertsatzes  in  der  Differentialrechnung. 

Mit  Riicksickt  auf  die  Rolle,  welche  das  in  diesem  Paragrapben 
zu  besprecbende  Theorem  in  der  Funktionentheorie  spielt,  wird  man 
dasselbe  neben  den  Mittelwertsatz  der  Differentialrechnung: 

f  {a  +  7/)  —  f  ( a )  =  h  f' (a  +  Oh) ,  0  <  0  <  1 , 


und  die  Verallgemeinerung  desselben,  namlich  den  Taylorschen  Lehr- 
satz  mit  Restglied: 


f(a  +  ft)  -  f(a)  +  f\a)h  +  •  •  •  +  f~ ^  ft-1  +  ^^-^ft" 


zu  stellen  liaben. 


Hauptsatz.  In  einem  Bereich  T  sei  f(z)  analytisch,  und  sei  a  ein 
beliebiger  Punkt1)  von  T.  Dann  la  fit  sichf(z)  dwell  die  For  met  dar  stellen: 

m  -  A")  +  /'(«)(*-<*)  +  •••  +  (*  -  1  +  (*  -  “TPM, 

ico  n  eine  beliebige  natiirliche  Zahl  bedeutet  und  Pn  (z)  sich  in  1  ana¬ 
lytisch  verhalt. 

1st  S  ein  reguldrer  Bereich,  welcher  den  Punkt  a  im  Ihnern  entlidlt 
und  nebst  seinem  Bande  in  T  liegt,  so  wird  Bn(z)  innerhalb  S  (lurch 
das  Integral  ausgedruckt: 


Man  gebt  von  der  Darstellung  der  Funktion  f(z)  im  Bereiche  S 
durcb  die  Integralformel  aus  und  formt  den  Integranden  folgender- 
maben  um. 

1)  Wir  erinnern  nochmals  daran,  dab  ein  Bereich  7  nur  aus  innein  Punkten 

besteht.  ’  • 


/  f(t)dt _ 

/  (t  —  a)n  (t  —  z)’ 
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Sind 

A  und  J)  irgend  zwei 

ungleiche 

koraplexe 

man 

Bn~ 1 

Bn 

(i) 

1  1  4_  1L  4- . 

A-B  -  A  +  + 

+  A,l(A  — 

Setzt  man 

hier 

-a, 

A  =  t  -  a , 

B  =  z 

so  kommt 

(t  —  a)  —  (z  —  «) 


a 


+ 


it  -  a)- 

(2  -  a)n 


+  {«-< 


(« —  «)'*(<  —  z) 

Diesen  Ausdruck  fiir  1  j(t  —  z)  tragt  man  nun  in  die  Integral- 
formel  ein.  Das  gibt: 

(s -a)"-1  f  f(t)dt 

2  ni  J  ( t  —  a Yl 


1  C  f(-t)dt  \  z~a  C  f®dt  i 

/  W  =  2ni  J  t-a  +  2 ni  J  {t-a)- 
c  c 

a)n  r 
2  **  J 


+ 


(i  —  «)“  («  —  z) 


Mit  Riicksicht  auf  §  5,  (1),  sowie  den  Hauptsatz  you  §  1  erweist  sicli 
dies  aber  geradezu  als  die  in  Aussicht  genommene  Darstellung. 

Aus  der  Integraldarstel- 
lung  fiir  Pn  (z)  leitet  man  eine 
wichtige  Abscbatzung  fiir 
|  Pn{z)  |  her,  Um  den  Punkt  a 
lege  man  einen  Kreis  K  vom 
Radius  It,  welcber  nebst  sei- 
nem  Rande  in  T  liegen  soil; 
darauf  nekme  man  S  so,  daB 
K  auch  im  Innern  von  S  liegt. 

Sei  M  der  groBte  Wert  von 
\f(t)  \  langs  C,  x  die  kleinste 
Entfernung  eines  Punktes  der 
Peripherie  des  Kreises  K  von  einem  Randpunkte  von  S,  und  L  die 
Gesamtliinge  von  0: 

f  (0  i  ^  ,  1 1  —  z  |  x , 

sofern  5  im  Kreise  K  liegt.  Dann  erhalt  man  das  folgende  Resultat. 

Abschatzung  von  Pn(z).  Fiir  die  Punkte  s  des  um  a  geleqten 
Kreises  K  gilt  gleichmafiig  die  Abschatzung : 


*.M  1  ^  o 


ML 


2  %  (R  -f  x)’*  x  ’ 
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In  der  Tat  ist 


Pn(*)\£ 


I  f(t)  ■  d t  ^  ML 

\t  —  a\n\t  —  z\  =  (R-\-  X)wjt ' 


DaWi  ist  das  letzte  Glied  dieser  Relation  unabkangig  von  z. 


Aufgabe.  Man  zeige,  dafi  die  obige  Darstellung  eindeutig  ist, 
d.  b.  daB  es  keine  zweite  Darstellung  von  der  Form 

f  W  =  G>  +  -  a)  H - +  Cn_t(e  -  a)”-1  +  (z  -  a)n(p(z ) 

gibt,  welcbe  mit  der  vorstebenden  nicbt  identiscb  ware. 

Anwendung  des  Hauptsatzes.  Auf  Grand  der  voraufgebenden  Ent- 
wicklungen  wollen  wir  jetzt  ein  wichtiges  Theorem  beweisen,  auf 
welches  sich  die  Satze  des  folgenden  Paragrapben  stutzen  werden. 

Lebrsatz.  1st  f(z)  ini  Bereiclie  T  analytisch  mid  verschwinden 
sdmtliche  Ableitungen  von  f  (z)  in  einem  einzigen  Punkte  a  von  T,  so 
hat  f  (z)  im  ganzen  Bereicli  T  einen  konstanten  Wert. 

Nach  dem  Hauptsatze  ist  namlich  bier  fur  jeden  Wert  von  n 
f(z)  =  f  (a)  -\-  {z  —  a)nPn(z) . 

Fiir  einen  im  Innern  des  Kreises  K  befindlicben  Punkt  z  ist  aber 


|  z  —  a  =h  <  E , 

i  m-m  i  -  **  i  pm  i  ^  ££  {ArS- 

Der  letzte  Teil  dieser  Relation  kann  durcb  Wahl  von  n  beliebig  klein 
gemacht  werden,  darum  muB  der  erste  Teil,  welcher  ja  von  n  gar 
nicbt  abhangt,  den  Wert  0  baben,  und  f(z)  bat  also  im  ganzen  Kreise  K 
den  konstanten  Wert 

f(a)  =  c. 

Sei  jetzt  Z  ein  beliebiger  Punkt  von  T,  der  K  nicbt  zugehort. 
Wir  wollen  zeigen,  daB  auch  fiir  Z 

r 

f(Z)  =  c 

ist.  Dazu  verbinde  man  a  mit  Z  durcb  eine  in  T  gelegene  regulare 
Kurve  F.  Langs  T  ist  f  (z)  eine  (komplexe)  stetige  Funktion  der 
von  a  aus  gemessenen  Bogenliinge  s  und  auBerdem  bat  /  (z)  wenigstens 
im  Kreise  K  den  Wert  e.  Sollte  dies  nicbt  durcbweg  der  Fall  sein, 
so  fasse  man  alle  Punkte  von  T  ins  Auge,  in  welchen  /  (z)  4=  c  ist* 


§  8.  Die  Nullpunkte  und  Pole  einer  analytischen  Funktion. 
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Die  untere  Grenze  der  entsprechenden  Werte  von  s  soli  rait  s,  der 
zugehcirige  Pimkt  von  T  mit  a'  bezeichnet  werden.  Dann  ist  langs 
des  Bogens  0  <  s<s  wahrend  es  in  jeder  Nahe  von  a 

Punkte  gibt,  fiir  welcbe  diese  Gleichung  nicht  gilt.  Das  geht  aber 
nicht  an°  Denn  langs  des  genannten  Bogens  und  also  insbesondere 
im  Punkte  a  verschwindet  ja  zuniichst  f\z)  (man  vgl.  Kap.  b,  §  4, 
Aufgabe),  sodann  auck  f"{z),  usw.,  also  verschwinden  scklieBlicb  da- 
selbst  alle  Ableitungen  von  f  (z).  Infolgedessen  gibt  es  einen  Kreis  K' 
um  a,  in  welchem  f(e)  den  konstanten  Wert  f  (a)  =  c  annimmt.  Hier- 
mit  ist  die  Uumbglichkeit  der  Annahme,  dafi  f  (z)  langs  F  nicht  durcli- 
weg  den  Wert  c  besitze,  zur  Evidenz  gebracht,  und  der  Beweis  ist 
fertig. 

Aus  diesem  Theorem  erschlieBt  man  unmittelbar  den  folgenden1) 


Identitatssatz.  1st  f(z)  in  einem  Bereiche  T  analytisch  und  ver¬ 
schwindet  f(z)  fur  cdte  Punkte  der  Umgebung  eincs  Punktes  z  =  a  von  T, 
oder  auch  bio  ft  fur  die  Punkte  eincs  beliebig  kleinen  von  a  ausgehenden 
Kurvenbogens,  so  ist  in  T  clurchiceg  f(z)  =  0. 

Eine  scheinbar  allgemeinere  Eonnulieruug  dieses  Satzes,  wenn 
auch  damit  dem  Inhalt  nach  identisch,  ist  foluende. 

Sind  f  {z)}  <p(z)  in  einem  Bereiche  T  nnalytisch  und  stimmen  Hire 
Werte  in  alien  Punkten  der  Umgebung  eincs  Punktes  a  von  T,  oder  auch 
blofi  in  clcn  Punkten  eines  beliebig  kleinen  von  a  ausgehenden  Kurven¬ 
bogens  miteinander  iiberein,  so  ist  im  ganzen  Bereiche  T 


f  M  =  qp(*)- 

im  nacksten  Paragraplien  wird  dieser  Satz  noch  erweitert,  vgl. 
daselbst  unter  dem  1.  Satze. 


§  8.  Die  Nullpunkte  und  Pole  einer  analytischen  Funktion. 

Es  handelt  sich  jetzt  um  zwei  grundlegende  Siitze  betreffend  das 
Verkalten  emer  analytischen  Funktion  in  der  Nahe  eines  Nullpunktes 
oder  Poles.  Der  erste  Satz  lautet,  wie  folcr t 

hWtnU  Stu-,’taif7e?F,,Kb*'8a'Ze  *“•  «•  verkohrten  ter 

BeoL'el,„nWn  des  mlZZJi  ZZ  «“<»  Al,8to6ung8 

r,-Ga’T7  7  *• s-  22S<  ;  if* 

taeht  bommenden  Funktioner,  ausLkommel  Sd  Iw  7“  iU  “  Ue 

Beweisen  gelan^t.  6  ’  1  a,jer  zu  kemen  sticbhaltio-ei 
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1.  Satz.  1st  f  (z)  ion  Punkte  z  =  a  analytisch  und  verschwindet  f(z) 
dort,  ohne  identisch  =  0  zu  sein,  so  la  fit  sich  f(z)  in  der  Foron  darstellen: 

f(z)  =  (z  -a)>(*), 

ivo  on  eine  naturliche  Zahl  und  rp(z)  eine  ion  Punkte  a  analytische,  dooi 
nicld  verschwindende  Funktion  von  z  ist.  Infolyedessen  verschwindet 
f  (z')  wt  keineooi  zweiten  Punkte  dev  TJongebung  von  z  —  a. 

Nack  dem  Satze  von  §  7,  S.  318  konnen  namlick  alle  Akleitungen 
von  f(z)  im  Punkte  a  nickt  =0  sein.  Sei  also  die  erste,  die 

dort  nickt  versckwindet.  Dann  ergibt  der  Hauptsatz  von  §  7  die 
Darstellung : 

m ! 


f(z)  =  (z  -  a)1 


+  (z-a)Pm+1(z) 


und  darin  ist  eken  der  Beweis  des  Satzes  entlialten. 

Der  Punkt  a  keiBt1)  ein  Nullpunkt  oder  eine  Wurzel  ntei  Ordnung. 
Man  sagt  wolil  auck,  die  Funktion  kabe  on  (einf'acke)  Nullpunkte 
oder  Wurzeln  im  Punkte  a.  Unter  dem  Ausdruck:  f(z)  niommt  ion 
Punkte  a  deoi  Wert  h  =  f(a )  on-onal  an,  wollen  wir  versteken,  dab  die 
Funktion  f(z)  —  b  einen  Nullpunkt  mtei  Ordnung  dort  besitzt: 

f(z)  —  b  =  (z  —  a)m  cp  (z) . 

W  ir  sagen  ferner,  f(z)  nionont  den  Wert  b  in  eineon  Bereich  T  k-onal 
aoi,  wenn  die  Summe  der  Ordnungen  der  innerkalb  T  befindlichen 
Nullpunkte  von  f(z )  —  b  gleick  k  ist. 

Aus  diesem  Satze  folgt  vor  allem,  daB  der  Identitatssatz  des 
vorkergehenden  Paragrapken  auck  dann  nock  gilt,  wenn  man  an  Stelle 
jener  zweidimensionalen  Umgebung  von  a  bzw.  des  von  a  ausgekenden 
Boo'ens  nur  eine  unendlicke  Menge  isolierter  Punkte  mit  der  Haufungs- 

O  0 

stelle  z  =  a  treten  liiBt. 

Im  AnsckluB  an  den  soeben  bewiesenen  Satz  erkalt  man  einen 
analogen  betreffend  das  Verkalten  einer  Funktion  in  der  iNake  eines 
Poles,  z  =  a.  Da  namlick  liier 

lim  ~^7~\  =  0 


ist,  so  verkiilt  sick  die  Funktion 


z  =4=  a ;  F(a)  =  0 


1)  Unter  einem  Nullpunkt  oder  einer  Wurzel  emer  Funktion  versteht  man 
allgemein  jeden  Wert  des  Arguments,  wofur  die  I  unktion  veisckwin  ^ 
Inhalt  der  obigen  Definition  besteht  eben  in  der  Erklaiung  des  Be0  ■ 
Vrdnung  eines  Nullpunktes. 


i-iffs  der 
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nadi  §  6,  9.  Satz  ini  Punkte  a  analytisch  und  lafit  sick  also  laut  des 
obigen  Satzes  in  der  Gestalt  schreiben: 

F(z)  =  {z  -  a)m  ®  W ;  <p  (a)  +  0  • 

Der  reziproke  Wert  der  Funktion  ®(#),  <p(e)  -  l/®«,  ™rhalt  sick 
nun  auck  im  Punkte  a  analytisch,  und  wir  gelangen  sornit  zu  fol- 

gendem  Satze. 

O 

2.  Satz.  Hat  die  Funktion  f(e)  im  Punkte  a  einen  Pol,  so  Id  (it 
sick  f  (/)  in  der  Form  schreiben: 


a*)  - 


cp(z) 

(z  —  a)"1’ 


wo  m  eine  natUrliche  Zald  und  q  (z)  eine  im  Punkte  a  analytische,  dart 
nicht  verschivindende  Funktion  von  z  ist. 


Unter  der  Ordnung  eines  Poles  verstekt  man  die  Zakl  m,  welcke 
bei  der  obigen  Darstellung  den  Exponenten  bildet.  Man  sagt  wohl 
auck,  die  Funktion  f(z)  liabe  im  Punkte  a  m  (einfacke)  Pole. 

An  die  Partialbruckzerlegung  der  rationalen  Funktionen  ankniipfend 
erkalten  wir  nock  eine  zweite  Darstellung  fur  eine  Funktion  f{z)  in 
der  Niike  eines  Poles.  Sckreibt  man  namlick  nack  §  7 


<p(*)  =  Am+  Am- i0  -  a)  +  •  •  •  +  A,(Z  -  aW-1  +  (*  -  a)my>(z), 
sq  gelangt  man  zu  folgendem 

Zusatz.  In  der  Umgebung  eines  Poles  z  =  a  kann  f  (z)  auch  in 
der  Gestalt  dargestellt  tier  den: 


Ai 

(z  —  a) 


+ 


jii  —  i 


(*  —  a)' 


A 


Cl 


+  <«*), 


ivobei  Am  +  0  ist  und  ip(z)  sick  im  Punkte  a  analytisch  verhdlt. 

Die  Summe  der  reckter  Hand  auftretenden  Brucke  bildet  den 
Hauptteil  der  Funktion  f(z)  im  Pole  a. 

VVie  man  sieht,  sind  alle  Darstellungen  dieses  Paraoraphen 

emdeutig. 

O 


Aulgabe  1.  Die  Funktionen  f  (z) 
z  ~  a  einen  Pol  mter  bzw.  wter  Ordnung 
uber  das  Verkalten  der  Funktionen 


und  cp(z)  mogen  im  Punkte 
kaben.  Was  kann  man  dann 


in  diesem  Punkte  aussao'en 

O  ^ 

8 go od,  l-’uuktionentheoric.  I.  2. 


f(*)  +  v  0),  /■(*)/?(*) 

'!  (Man  erortere  alle  Falle.) 

Aufl. 


21 
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Autgabe  2.  Im  Punkte  z  =  a  babe  f{z)  einen  m - facben  Xull- 
punkt.  Man  zeige,  daB  dann  das  Integral 

F(e)  =j  f  (z)  cl  z 

a 

einen  (in  -f-  1) -facben  Nullpunkt  dort  erhalt. 

Man  spreche  einen  analogen  Satz  fiir  das  Integral 


F(e)  =J  f(e)dz 

zo 

in  der  Umgebung  einqs  Poles  a  aus. 

Die  Satze  dieses  Paragrapben  sind  desbalb  alle  bemerkenswert, 
da  die  Analogie  mit  den  reellen  stetigen  Funktionen  einer  oder  zweier 
reeller  Veranderlicben  einen  derartigen  Sacbverbalt  nicbt  vennuten 
laBt.  Man  denke  etwa  an  die  Funktion 


fix)  =  e  sin  ~  ,  x  +  0;  /'( 0)  =  0. 

Sie  ist  ja  nebst  alien  Ableitungen  stetig  und  verscbwindet  im  Punkte 
x  =  0.  Sie  bat  aber  nocb  unendlic-b  viele  andere  Wurzeln  in  der 
Nabe  dieses  Punktes.  Allein  wenn  man  dieses  Vorkommnis  aus- 
scblieBt,  brauclit  ein  Nullpunkt  immer  nocb  keine  selbst  durcb  erne 
gebrochene  oder  gar  irrationale  Zalil  ausdriickbare  Ordnung  zu  be- 
sitzen,  wie  das  Beispiel  zeigt: 


f\x)  = 


log  X-  ’ 


x  4= 


m  =  o, 


wobei  a  >  0  eine  beliebige  reelle  Konstante  bedeutet. 

AbnUche  Bemerkungen  gelten  aucb  beztiglicb  eines  Poles,  wie 

man  sicb  an  den  Beispielen 


l 

.  l 
x  sin 

x 


und 


log  x~ 

W 


u  0 


klar  macbt. 


§  9.  Der  Punkt  oo. 

In  der  projektiven  Geometrie  sieht  man  sich  gen8tigt,  nebffl. 
den  eigentlichen  Pnnkten  und  Geraden  der  Ebene  nock  ideale  El 
mente  namlich  die  Punkte  der  unendlieh  fernen  Geraden,  einzufu J  , 
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damit  die  Siitze  der  Geometrie  den  dem  Wesen  der  Sache  entspre- 
cbenden  Umfang  erhalten  und  damit  an  Inhalt  gewmnen.  In  ei 
Funktionentheorie  verhalt  sich  die  Sache  genau  ebenso  erne  B  - 

hauptung,  wofur  schon  die  rationalen  Fnnktionen  (vgl.  den  folgenden 
Paragraphen)  einen  ersten  Beleg  liefern  warden ;  nur  ist  es  fur  die 
Funktionentheorie  die  Transformation 


(1)  W  = 

welche  fur  die  Festsetzung  bzgl.  des  unendlich  fernen  Bereiches  maB- 
gebend  ist.  Durch  diese  Transformation  gehen  die  aufierhalb  des 
Einheitskreises  \z\  =  l  befindlichen  Punkte  der  *- Ebene  ein-eindeutig 
und  stetig  in  die  innerhalb  des  Einheitskreises  w  |  =  1  gelegenen 
Punkte  der  w-Ebene  uber,  den  Punkt  w  =  0  allein  ausgenommen; 
man  vgl.  Kap.  6,  §  10.  Kiickt  der  Punkt  e  langs  eines  beliebigen 
Weses  ins  Unendliche,  so  strebt  der  Punkt  w  dem  Punkte  w  =  0  zu, 
und  umgekehrt. 

Den  Bediirfnissen  der  Transformation  (1)  entsprechend  wollen 
wir  also  den  eigentlichen  Punkten  der  Ebene  noch  einen  idealen 
Punkt  hinzufugen  und  denselben  als  den  Punkt  oo  bezeichnen.1)  Die 
Transformation  (1)  erweitern  wir  auch  zugleich  dadurch,  daB  wir 
dem  Punkte  z  =  co  den  Punkt  w  =  0,  sowie  dem  Punkte  tv  =  oo 
den  Punkt  z  =  0  zuordnen.  Dann  entspricht  der  Umgebung  des 
Punktes  iv  =  0  in  ausnahmslos  ein-eindeutiger  Weise  ein  Teil  der 
erweiterten  z- Ebene.  Dieser  Teil  bildet  die  Umgebung  des  Punktes 
z  =  oo,  welche  wir  nun  direkt,  definieren  wollen  als  denjenigen  Teil 
der  £-Ebene  inklusive  des  Punktes  z  =  oo,  welcher  aufierhalb  einer 
beliebigen  geschlossenen  Kurve  liegt.  Wenn  wir  sagen:  der  Per  etch  T 
enthalt  den  Punkt  z  =  co  im  Inneren,  so  heiBt  das,  daB  T  alle  eio-ent- 
lichen  Punkte  der  Ebene  umfaBt,  welche  auBerlialb  eines  geeignet 
gewahlten  Ereises  liegen.  Der  Punkt  z  =  oo  heiBt  eine  Hdufungs- 
stelle  einer  Punktmenge,  wenn  es  aufierhalb  eines  beliebig  vorgegebenen 
Kreises  stets  einen  Punkt  der  Menge  gibt.  Jede  unendliche  Punkt- 

menge  hat  offenbar  mindestens  eine  Haufungsstelle  in  der  erweiterten 
Ebene. 


1)  l)as  System  der  komplexen  Zablen  in  aknlicker  Weise  durch  Hinzu- 
emeitPrnmert  Zah[^°}  dessogenannten  „eigentlichen  Unendlichen“,  —  zu 

S  6  U1?  w”f,  t!-  r,"  u8'-  die  EinleitunS  .urn  2.  Abschnitte, 
sob'Uff,,  '|  A  r  ,  Slch  doch  eln  abgeschlosBenea  Zahlensystem  vep- 
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Eine  durcli  den  Punkt  z  =  oo  gehende  Kurve  C  heiBt  eine  re¬ 
gular  e  Kurve  der  erweiterten  Ebene ,  falls  sie  der  auf  S.  150  erwahnten 
Definition  geniigt.  Eine  solche  Kurve  bleibt  invariant  gegenuber  einer 
linearen  Transformation  der  Ebene. 

Projiziert  man  die  Ebene  stereographiscli  auf  die  Kugel  (vgl. 
Kap.  6,  §  0)  und  ordnet  man  dabei  dem  Nordpol  letzterer  den  Punkt 
z  —  00  zu,  so  wird  dadurch  die  gauze  erweiterte  z- Ebene  in  ein- 
eindeutiger  Weise  auf  die  Kugel  bezogen.  Insbesondere  geht  die  Um- 
gebung  des  Punktes  z  =  oo  in  die  Umgebung  des  Nordpols  liber. 

Uber  das  J  erhalten  einer  Funlction  im  Punkte  z  =  o o .  In  einem 
Bereiche  T,  welcher  den  Punkt  z  =  oo  im  Innern  entbalt ?  sei  f  (z) 
analytiscli.  Durch  (1)  geht  f(z)  dann  in  eine  Funktion  von  w  liber: 

f\z)  =  y(w), 

welclie  in  der  Umgebung  von  tv  =  0,  diesen  Punkt  allein  aus- 
genommen,  analytiscli  ist.  Das  Verhalten  von  cp(w)  im  Punkte  w  =  0 
soil  flir  das  Verhalten  von  f(z)  im  Punkte  z  ==  oo  maBgebend  sein. 
Nach  den  Entwicklungen  von  §  6  unterscheidet  man  hier  drei  Falle. 

a)  f(z)  wird  unendlich,  wenn  0=00  wird: 

f(oo)  =  00. 

Dann  sagen  wir:  f  ( z )  hat  einen  Pol  im  Pun/de  z  =  co . 

b)  Die  Funktion  f(z)  bleibt  endlich  im  Bereiche  T.  Dann  bleibt 
(p(w)  auch  endlich  und  strebt  zufolge  des  9.  Satzes  von  §  6  einem 
Grenzwert  A.  zu?  wenn  w  =  0  wird.  Setzt  man  noch  <p(0)  =  A,  so 
verhalt  sich  cp(tv)  auch  im  Punkte  w  =  0  analytisch.  Dem  entspricht 
die  folgende  Definition:  Bleibt  f(e)  in  T  endlich: 

\m\<e, 

so  verlidlt  sich  f(z)  im  Punkte  z  =  00  analytisch  und  hat  dort  den 
Wert 

A  =  lim  f(z)  =  f{po). 

Z  =  0 o 

c)  In  jedem  anderen  Falle  sagt  man:  f(z)  hat  eine  wesentltche 
singuldre  Stelle  im  Punkte  z  =  o o.  Die  Funktion  koinmt  dann  jedem 
vorgeschriebenen  Werte  in  jeder  Umgebung  dieses  Punktes  beliebig 

nahe. 

DarsteUmg  einer  Funktion  in  der  Umgebung  des  Punktes  *-<*>• 
An  den  Hauptsatz  von  §  7,  sowie  an  die  Siitze  von  §  8  l'e  re  en 
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die  Darstellung  von  in  der  Niihe  von  w  -  0  anknflpfend,  konnen 

wir  nun  folgende  Satze  aussprechen. 

1.  Satz.  Verhalt  sich  f{z)  im  Punkte  z  =  oo  analytisch ,  so  hat 


man 


cn- 1 


f(*)  =  co  +  - ^ 


+ 


(f(z) 

zn  ’ 


wo  n  beliebig  and  <p(z)  ini  Punkte  oo  analytisch  ist. 

2.  Satz.  Verschwindet  f(z)  im  Punkte  oo,  ohne  identisch  =  0 
zu  sein,  so  ist 

m  = 

wo  m  eine  natiirliche  Zahl  ist  und  (p  (z)  sich  im  Punkte  oo  analytisch 
verhalt,  dort  aber  nieht  verschwindet. 

3.  Satz.  Hat  f(z)  im  Punkte  oo  einen  Pol,  so  ist 

f{z)  =  zm<p(z)  =  cmzm+  cm_1zm~1-\ - +  ctz  +  l>(e), 

iuo  m  eine  natiirliche  Zahl  ist,  die  Funktionen  q(z),  xp(z)  sich  beide 
im  Punkte  oo  analytisch  verhalten,  und  iiberdies  cm=  g>(oo)  4=  0  ist. 

Delinitionen.  Die  im  2.  und  3.  Satze  sich  einstellende  Zahl  m 
definieit  die  Ordnung  des  Nullpuuktes  bzw.  Poles,  welchen  /(V)  ini'- 
Pdnkte  00  hat.  1st  f(z)  im  Punkte  z  =  00  analytisch,  so  sagt  man: 
f(z)  nimmt  den  Wert  A  im  Punkte  z  =  00  m  mal  an,  falls  die  Funk- 
tion  f(z)  —  A  dort  m  Wurzeln  hat.  Das  in  der  letzten  Formel 
des  3.  Satzes  auftretende  Polynom  heifit  der  Hauptteil  von  f(z)  im 
Punkte  00. 


Bei spiel.  Die  Funktion  von  §  1: 


C 


verhalt  sich  analytisch 
des  Punktes  z  =  00 . 


in  alien  eigentlichen  Punkten  der  Umgebuno- 
Ferner  findet  man 


lim 

Z  =  00 


j 


dt 
t  —  z 


d.  h.  F{z)  verhalt  sich  auch  im  Punkte  cxd 
ort-  Urn  die  Ordnung  dieser  Wurzel 


analytisch  und  verschwindet 
zu  bestimmen,  setze  man 
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mid  beachte,  dab 


c 


ist.  \  erschwindet  dieses  letzte  Integral  nicht,  so  liegt  eine  einfache 
Wurzel  vor. 

Konforme  Abbildung  der  Umgebung  dcs  Punktes  0  =  00.  Der 
dnrcli  (1)  definierten  Transformation  der  Ebene  entspricht  nach 
Kap.  6,  §  10  eine  Transformation  der  Kugel  in  sich,  welche  aus 
einer  Rotation  derselben  um  eine  in  der  Ebene  des  Aquators  ge- 
legene  Achse  durch  den  Winkel  %  besteht,  und  welche  also  die  Um¬ 
gebung  ihres  Nordpols  auf  die  Umgebung  des  Siidpols  konform 
iiberfiihrt.  Hiermit  wird  liinsichtlich  besagter  Transformation  der 
Ebene  die  folgende  Definition  nahegelegt:  Die  durch  die  erweiterte 
Transformation  (1)  definierte  Beziehung  der  Umgebung  des  Punktes 
z  =  00  auf  die  Umgebung  des  Punktes  w  =  0  soli  auch  im  Punkte- 
paare  0  =  0 c,  w  =  0  konform  heifien.  Allgemeiner  seien  z0  und  w0 
zwei  beliebige  Punkte  der  z-  bzw.  w-Ebene,  wovon  mindestens  einer 
der  Punkt  00  sein  soli.  Die  Umgebungen  dieser  Punkte  sollen  ein- 
ander  in  ein-eindeutiger  Weise  zugewiesen  sein,  wobei  auBerdem  0O 
und  ic 0  einander  entsprechen  sollen.  Dann  heiBt  die  Beziehung 
auch  im  Punktepaare  z0,  w0  konform,  wenn  sie  es  in  jedem  anderen 
jenen  Umgebungen  angehorigen  Punktepaare  ist.  Es  ergibt  sich, 
daB  dann  die  entsprechenden  Bereiclie  der  Kugeln  ebenfalls  konform 
auf  einander  bezogen  werden.  Das  zeigt  man  namlich  dadurch,  daB 


man  jeden  dieser  Bereiche  auf  einen  endlichen  Bereich  dei  Ebene 
stereographisch  projiziert  und  dann  den  in  der  Aufgabe  von  S.  311 
ausgesprochenen  Satz  in  Anwendung  bringt.  Nun  hatfen  wir  frtthen 
den  Satz:  Wird  die  Umgebung  eincs  Punktes  P  auf  die  l  mgcbung< 
eines  Punktes  Q  und  diese  iviedcr  auf  die  Umgebung  eines  Punktes  R> 
ein-eindeutig  und  konform  bezogen ,  so  ist  die  dadurch  definierte  Ab¬ 
bildung  der  Umgebung  von  P  auf  diejenige  von  R  auch  erne  konforme. 
Bei  der  erweiterten  Definition  der  konformen  Abbildung  bleibt  dieser: 


Satz  nock  bestehen. 


Ebene,  der  Transformation  (1)  gemaB,  auf  die  w-Ebena 
nn  man  unter  Benutzung  der  Kugel  folgendermaBent 
j  z. Ebene  moge  die  Kugel  im  Sudpol,  die  w -Ebene 


Um  die  z- Ebene,  < 
abzubilden ,  kann  man 
vorgehen.  Die  0-Ebei 


Yorgehen.  Die  0- Ebene  moge  die  I 
diese  im  Nordpol  beruhren,  und  zwar 


r  sollen  dabei  die  reellen  Achsea 
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der  beiden  Ebenen  gleichgerichtet,  die  imaginSien  Acliseu  einander 
ent<regengesetzt  gerichtet  sein.  Dann  w.rd  man  die  t-Ebene  m.t  dem 
Nordpol  als  Projektionszentrum  auf  die  ivugel  und  diese  dann  me<  er 
mit  dem  Siidpol  als  Projektionszentrum  auf  die  »--Ebene  stereographisch 
projizieren.  Hierdurcb  komrnt  die  in  Rede  stelrende  Transformation 
gerade  zustande.  Vgl.  dariiber  Neumann,  Abelsclie  Integrate,  1.  Aufl., 
1865,  4.  Yorlesung;  2.  Aufl.,  1884,  3.  Kap. 

Aufgabe  1.  1st  f(z)  eine  rationale  Funktion: 


m  = 


G{z) 

m’ 


wo  G(z),  r{z)  zwei  Polynome  sind,  so  zeige  man,  dab  f  (z)  entweder 
im  Punkte  z  =  oo  analytisch  ist  oder  einen  Pol  dort  besitzt. 


Aufgabe  2.  Man  zeige,  daB  eine  in  jedem  Punkte  der  erwei- 
terten  ^-Ebene  analytiscbe  Funktion  nichts  anderes  als  eine  Kon- 
stante  sein  kann. 


Aufgabe  3.  Es  ist  bereits  einmal  bewiesen  worden,  daB  sich 
eine  im  Punkte  z  =  a  analytiscbe  Funktion,  deren  Ableitungen  alle 
in  diesera  Punkte  verscbwinden,  auf  eine  Konstante  reduziert.  Gilt 
dieser  Satz  aucli  in  der  erweiterten  Ebene? 

Aufgabe  4.  Man  zeige,  daB  die  notwendige  und  liinreickende 
Bedingung  dafiir,  daB  die  Umgebung  aes  Punktes  z  =  oo  durch  die 
*Funktion 

tv  =  f{z) 

auf  die  Umgebung  des  Punktes  w  —  oo  konform  bezogen  werde, 
darin  besteht,  daB  f(z)  einen  einfachen  Pol  in  e  =  co  babe.  Wie 
lautet  die  Bedingung,  daB  jener  Bereicb  der  ^-Ebene  auf  die  Urn- 
gebung  eines  endlicben  Punktes  w  =  b  konform  abgebildet  werde"? 

Aufgabe  5.1)  Sei  T  ein  Bereicb,  welcher  den  Punkt  z  —  oo  im 
Innern  enthalt  und  von  einer  endlicben  Anzabl  einfacber  regularer 
gescblossener  Kurven  C  begrenzt  ist.  Sei  ferner  f(z)  innerhalb  T 
analytiscb  und  am  Rande  von  T  stetig.  Dann  ist 


t\z)  -  f(o o')  =  1  .  f  ipAt 

t—z  J 
c 

WO  z  ein  beliebiger  innerer  Punkt  von  T  ist. 

1)  Auf  diesen  Satz  hat  mich  Hr.  Curtiss  aufmerksam  «, 


eruacht. 
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Aufgabe  6.  1st  f(z)  In  der  Umgebung  des  Punktes  2  -  oc 

oc  s  ens  von  diesem  Punkte  selbst  abgesehen,  analytiseh,  so  besteht 

te  notwendige  <md  hmmchende  Bedingung  fiir  die  Eindeutigkeit 
des  Integrals  ° 

F(e)  =  /  f(z)dz 


in  diesem  Bereiche  darin,  daB  das  Residuum  (vgl.  unten,  §  11)  von 

f(*)  im  Punkte  °°  verschwinde.  Soil  F(g)  iiberdies  im  Punkte 
z  =  <x>  analytisch  seiu,  so  muB  f(z )  dort  mindestens  zweimal  ver- 
schwinden.  Wie  lautet  der  Satz  fur  eiuen  endlichen  Puukt'? 


§  10.  Die  rationalen  Funktionen. 

Wir  wollen  in  diesem  Paragraphen  die  kauptsachliclisten  funktionen- 
theoretischen  Satze  betreffend  Polynome1)  und  rationale  Funktionen  zu- 
sammensteUen,  deren  Beweis  schon  in  der  niederen  Algebra  gegeben 
zu  werden  pflegt,  und  ilinen  dann  nocb  einen  weiteren  Satz  (den 
7.  Satz)  hinzufiigen,  welcher  fiir  die  Funktionentkeorie  von  groBer 
Bedeutung  ist. 

Was  den  Fundamentalsatz  der  Algebra  anbetrifft,  namlich  den 
Satz,  daB  jedes  Polynom  vom  Grade  n^>  1  eine  Wurzel  besitzt,  so 
gehort  sein  Beweis  allerdings  nicht  in  die  niedere  Algebra.  Wir 
haben  ja  bereits  zwei  Beweise  dieses  Satzes  kennen  gelernt,  Kap.  6,, 
§  3  und  Kap.  7,  §  5;  vgl.  aucb  Ivap.  13,  §  3. 

Unter  einer  ganzen  rationalen  Function  einer  oder  mehrerer  Ver- 
anderlicben  versteht  man  eine  Funktion,  die  sicb  auf  die  Form  eines 
Polynoms  bringen  laBt.  Eine  Funktion,  welcbe  als  der  Quotient 
zweier  teilerfremder  Polynome  dargestellt  werden  kann,  wobei  sich 
das  Nennerpolynom  nicht  auf  eine  Konstante  reduziert,  beiBt  eine 
gebrochene  rationale  Funktion. 

1.  Satz.  Jedes  Polynom 

(1)  Gn(z)  =  a0zn  +  1  H - h  n  ^ 

lafit  sich  auf  eine,  aber  auch  nur  auf  eine  Weise  in  das  Produkt 
linear er  Faktoren  zerlegcn : 

GJz)  =  a0(e  —  af)K(z  —  «2)k'  •  •  •  0  ~~  OS 

1)  Wegen  der  hierher  gehorigen  Definitionen,  sowie  auch  der  Beweise  der 
Satze,  sei  auf  B  ocher’s  Algebra ,  Kap.  1  verwiesen. 
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wo  % _ ]cm  naturliche  Zahlen  bedeuten,  derm  Sum  me  gleich  n  ist, 

wo  die  Wurzeln  ai  itn  ubrigen  rone inandcr  verschieden  sind. 

Jm  Anschlub  daran  ergebeU  sicli  noch  diG  Avejteien  S<itze. 


und 


2.  Satz.  Die  nohcendige  und  hinreichende  Bedingung  da  fur,  daft 
zivei  Polynome  einen  gemeinsamen  Tciler  Jiabeti,  welcher  .sick  nicht  auf 
eine  Konstante  reduziert ,  bestelit  darin,  daft  sie  eine  gemeinsame  Wurzel 
liaben. 

Eine  Funktion  verschwindet  identisch,  wenn  sie  fur  alle  in  Be- 
traclit  kommenden  Werte  des  Arguments  gleich  0  ist.  Zwei  Funk¬ 
tionen  sind  einander  identisch  gleich,  wenn  ihre  Differenz  identisch 
verschwindet.  # 


3.  Satz.  Identitatssatz.  Verschwindet  ein  Polynom  fur  mehr 
getrennte  Werte  seines  Arguments  als  die  Zahl,  tvclche  seinen  Grad 
anzeigt,  so  verschwinden  samtliche  Koeffzienten,  und  das  Polynom  ver¬ 
schwindet  somit  identisch. 

Allgemeincr:  Haben  zwei  Polynome, 

G(z)  =  a0z"  -f-  a1Zn~ 1  -f-  •  •  •  -f-  an,  a0  4=  07 

=  +  b1zm~1  .+  •••  +  bm,  b0  4=  0, 

gleiche  Werte  fur  mehr  als  N  Werte  des  Arguments,  wo  J\T  die  groftere 
der  beiden  Zahlen  n,  m  bedeutet,  so  stimmen  ihre  Koeffzienten  be- 
ziehungsweise  miteinander  iiberein: 


ai 


i  =  0 ,  1 ,  •  •  • ,  n  —  m. 


Mitlnn  sincl  die  Polynome  einander  identisch  gleich. 

Mit  Rucksicht  auf  die  Entwicklungen  von  §§  8,  9  konnen  wir 

ferner  saijen: 

© 


> 

4.  Satz.  Eine  rationale  Funktion  E(z)  ist  eine  eindeutige  Funh- 
Uon,  welehe  sich  m  der  ganzen  erweitertm  z-Ebene  im  allgemeinen  ana- 
>Jtmh  verlialt  und  heme  anderen  singularen  Punkte  als  nur  Pole  besitzt. 

0.  Satz.  In  der  erueiterten  z- Phene  ist  die  Anzahl  n  der  Pale 
emer  rationalen  Funktion  1  °le 


ll(z)  - 


G(z) 

r  (jr)  ’ 


wo  0(s),  F(z)  teilerfremde  Poly 
beiden  Grade  von  G(z),  r(z ). 
n  mat  an. 


nome  sind,  gleich  dem 
P{z)  ninirnt  dort  jeden 


hoheren  der 
Wert  genau 
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Besonders  einfach  gestaltet  sicb  jetzt  die  Herleitung  der  Partial- 
brucnzerleguno-. 

o  O 

6.  Satz.  Eine  rationale  FunUion  lafit  sick  soivohl  ditrck  den 
Quotienten  zweier  Produkte: 

P(z)  = 

{z-px)li...(z-pq)lq 
tils  auch  mittels  partieller  JBriiche: 


R(z)  = 

•  + 

+ 


_  C[l)  ]  cp  1  1  dp 

(» -  ft)'*  +  o-ft)'1-1  + '  ’ ' + 


cf 


(Z-B)1!  +(Z—B)l9 


- - 1 - L  _ 

'q~X  ^  Z—  B 

q '  1  v,l 


darstellen. 


+  C\zm  +  C2zm~x  +  •  •  •  +  Cmz  +  G\ 


Der  erste  Teil  des  Satzes  erhellt  sofort.  Zum  Beweise  des  zweiten 
Teiles  zielie  man  von  den  Hauptteil  der  Funktion  in  jedem  Pole 
ab.  Die  dadurcli  erhaltene  Funktion 


=  ft) 


h-j+i 


j= i 


verhalt  sicb  dann  in  jedem  Punkte  der  erweiterten  ^-Ebene  mit  Aus- 
nabme  der  Pole  /31,  .  .  .  ft  ,  wo  sie  nicht  definiert  ist,  analjtisch,  und 
bleibt  iiberdies  endlicb.  Definiert  man  nocli  in  den  Punkten 

ft  i=  1,  •  •  •  g,  als  lim  fP(z)}  so  erweist  sich  nach  dem  9.  Satze 

2  =  B 

von  §  6  als  eine  in  der  ganzen  erweiterten  ^-Ebene  ausnahmslos  ana- 
lytiscbe  Funktion.  Darum  ist  fp(z)  eine  Konstante,  §  9,  Aufgabe  2. 
Zum  SchluB  beweisen  wir  die  Umkehrung  des  4.  Satzes. 


7.  Satz.1)  j Eine  FunUion  f{g),  die  in  der  erweiterten  z-Ebene  im 
allgemeinen  analytisch  ist  und  keine  anderen  Singularitdten  als  nur 
Pole  dort  besitzt,  ist  eine  rationale  FunUion.  Hat  die  Funktion  ins- 
besondere  keine  Pole  ini  Endlichen,  so  ist  sie  eine  ganze  rationale  Funktion. 


1)  Meray,  Comptes  Bendus,  Bd.  40  (1855),  S.  788.  Man  vgl.  auch  wegen 
der  Satze  dieses  Paragraphen  Briot  et  Bouquet,  Fonctions  elliptiques,  185», 

Kap.  4,  S.  34. 
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§  11.  Das  Residuum. 

Zunachst  1st  tlar,’  daB  die  Anzahl  der  Pole  eine  endliche  sein 
mtiB.  Denn  sonst  giibe  es  ja  mindestens  .me  m.  Endhchen  Oder  .m 
Punkte  eo  gelegene  Haufungsstelle  von  Poles.  Em  solcher  I  unkt 
kann  aber  kein  Pol  sein,  denn  in  der  Nahe  ernes  Poles  verhalt  s.ch 
die  Funktion,  wie  wir  wissen,  vorn  Pole  selbst  abgesehen,  ausnaims- 

los  analytiscb.  .  , .  .  .  , 

Zieht  man  jetzt  yon  f(s)  den  Hauptteil  der  Punktion  m  jedem 

Pole  ab,  so  kann  man  hier  wieder  genau  so  schlieBen,  wie  beim  L>e- 
weise  des  6.  Satzes. 

Aus  den  vorstelienden  Siitzen  gelit  hervor,  daB  eine  rationale 
Funktion  durch  Angabe  der  Pole  nebst  dem  Hauptteile  der  Funktion 
in  jedem  derselben,  resp.  durch  Angabe  der  Nullpunkte  und  Pole  (je 
mit  der  zugehorigen  Multiplizitat )  bis  aul  eine  additi\e  bzw.  multi- 
plikative  Konstante  bestimmt  wird.  Bei  der  letzten  Bestimmung  muB 
nur  die  Gesamtzahl  der  Nullpunkte  und  Pole  in  der  erweiterten 
Ebene  die  namliche  sein. 


Zusatz.  Wird  die  erweiterte  Ebene  (resp.  die  Kugel)  ausnahms- 
los  ein-eindeutig  und  /conform  in  sich  ubergefiihrt ,  so  Vi  fit  sich  diese 
Vcrwandlung  vermoge  einer  linearen  Transformation  ausdriicken. 


§  11.  Das  Residuum. 

Sei  f(z)  eine  Funktion,  welcke  in  der  Umgebung  einer  Stelle 
e  =  a,  hoclistens  mit  Ausnahme  dieses  Punktes  selbst,  analytiscb  ist, 
und  sei  ferner  S  ein  von  einer  einfachen  regularen  gescblossenen 
Kurve  C  begrenzter  Bereicb,  welcber  a  umfaBt,  innerbalb  des  Be- 
reicbes  T ,  wo  f(z)  betracbtet  wird,  liegt  und  weiter  keinen  singu- 
ltiien  I  unkt  von  f  (z)  iin  Inneren  oder  auf  seinem  Rande  entbiilt. 

Dann  beiBt  das  in  positivem  Sinne  iiber  den  Rand  von  S  erstreckte 
Integral 

1  2 b  JfV)** 


(las  Residuum  von  f{i)  im  Punkte  a.  1st  a  =  oo,  so  wird  man,  wie 
ermnerlich,  unter  clem  positive.!  Sinne  denjenigen  versteheu,  in  welchem 
durchlaufen  werden  muB,  damit  man  den  auBerhalb  C  geleoeneu 
Tell  der  r-Ebene  zur  Linken  hat.  In  einem  endlicben  Punkte  a  in 
welchem  /  (z)  analytiscb  ist,  hat  das  Residuum  den  Wert  0. 

Von  besonderer  Bedeutuug  ist  das  Residuum  einer  Funktion  in 
mein  Pole  a.  Stellt  man  f(z)  hier  in  der  Form  dar: 
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f(*) 


C 


™ _ L  C 

m  1 


—  a)m  {z  —  a) 


m  m- 1  H - f-  ~ra  +  ^  0) , 


so  hat  das  Residuum  den  Wert  Cv  1st  f\z)  im  Punkte  oo  analytisch' 
oder  hat  f(z)  dort  einen  Pol: 


f(z)  —  Gmz‘“  -f-  •  •  •  -\-C1z  -f  C0  +  C_xz  1  +  z  2(p(z ),  m  ^  0, 

so  erhalt  man  als  Wert  des  Residuums  nicht  Cx,  sondem  —  C_v 

1.  Satz.  In  jedcm  inner en  und  Bandpunkte  eines  von  einer  oder 
mehreren  einfachen  geschlossenen  reguldren  Kurven  begrenzten  Bereiches 
21  sei  f  (z)  bis  auf  innerhalb  2J  gelegene  Pole  stetig  und  inner] i alb  2, 
von  jenen  Polen  abgesehen ,  analytisch.  Dann  erhalt  man  die  Summe 
der  Residuen  von  f(z )  in  den  Polen,  indem  man  f  (z)j  2  tci  in  positivem 
Sinne  uber  den  Gesamtrand  von  2  hin  integriert.  Per  Satz  gilt  auch 
dann  nodi,  wenn  2  den  Punlct  oo  als  inneren,  nicht  aber  als  Piandpunkt 
enthdlt. 


Der  Beweis  ergibt  sich  sofort  aus  dem  Cauchyschen  Integralsatze, 
indem  man  jeden  singularen  Punkt  durch  einen  kleinen  Kreis,  den 
Punkt  z=  oo,  falls  er  in  2  enthalten  ist,  durch  einen  groBen  Kreis 
ausschneidet  und  dann  uber  den  Rand  des  neuen  Bereichs  integriert.  In 
der  deutschen  Literatur  ist  diese  Art,  die  Summe  der  Residuen  inner¬ 
halb  eines  gegebenen  Bereiches  zu  erhalten,  als  die  Mcthode  des  Henm- 
integrierens  bekannt. 

Unter  dem  logarithm ischen  Residuum  von  f(z)  im  Punkte  a  wollen 
wir  das  Residuum  der  Funktion  f'(z)/f(z)  in  diesem  Punkte  ver- 
stehen,  also  das  Integral 


1  f f'{z)dz 

2niJ  f\z) 
c 


2  %i 


1  og /■(«)!, 


wo  der  letzte  Ausdruck  den  Zuwachs  bedeutet,  welchen  die  Funktion 
log  f(,)/ 2^ erfahrt,  wenn  z  die  Kurve  C  in  positivem  Sinne  durch- 
lauft.  Das  logarithmische  Residuum  ist  also  nichts  anderes  als  der 
Zuwachs  der  Funktion  arc  f(z)  liings  der  Kurve  C,  geteilt  durch  2 a. 
Im  AnschluB  an  den  Zusatz  von  Kap.  6,  §  3  kann  man  also  jetzt 
den  folgenden  Satz  aussprechen. 

2.  Satz.  Die  Ordnung  eines  Nullpunktes  oder  eines  Poles  der 
Funktion  fCz )  ist  gleich  dem  logarithmischen  Residuum  bziv.  dem  nega- 
tiven  Wcrte  des  logarithmischen  Residuums  der  Funktion  m  diesem 
Punkte,  cler  auch  insbesondere  der  Punkt  oo  sein  kann. 
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§11.  Das  Residuum. 

Nach  den  gegenwartigen  Methoden  wtirde  man  den  Beweis,  w,e 
folgt,  fiikren.  Sei  a  zunachst  ein  im  EndKclien  gelegener  Nullpunkt 

m  Oidnung.  _  (2  —  a)”‘9P  («),  90(a) +  0. 

Dann  ist 


wo  xp(z)  im  Punkte  *  =  a  analytisch  ist.  Daraus  folgt  der  erste 
Teil  des  Satzes  fiir  den  genannten  Fall.  In  dieser  letzten  Gleickung 
ist  fernerhin  der  Beweis  fur  den  Fall  eines  im  Endlichen  gelegenen 
Poles  enthalten,  indem  man  jetzt  unter  m  eine  negative  gauze  Zahl 
versteht.  In  ahnlicher  Weise  wird  auch  der  Fall  behandelt,  daB  der 
Nullpunkt  oder  Pol  im  Punkte  z  =  c©  liegt. 

An  diese  Siitze  schlieBt  sicli  noch  ein  wiclitiges  Kriterium  beziig- 
lich  der  Anzahl  der  Nullpunkte  und  Pole  einer  analytiscben  Funktion 
in  einem  gegebenen  Bereiche. 

3.  Satz.  Im  Inncrn  eines  von  einer  oder  mehreren  einfacken  regu- 
Vdren  geschlossenen  Knrven  begrenzten  Bereiches  N  sei  f(z)  hochstens 
mit  Ausnahme  von  Bolen  analytisch;  ferner  sei  f(z),  soivie  f'(z)  am 
Bande  stetig,  and  aufierdem  sei  f(z)  dort  von  Nidi  verschieden.  Dann 
ist  die  Gesamtzahl  der  in  N  gelegenen  Nullpunkte  von  f(z)  weniger  der 
Gesanitzahl  der  Bole,  jeden  dieser  Punkte  seiner  Midtiplizitdt  nach  ge- 
rechnet,  glcich  dem  Icings  der  ganzen  Begrenzung  C  von  N  in  positivem 
Si nne  erstreckten  Integral 

1  ff  (■*)** 

2  n  i,  J  f  (z) 


Dei  baiz  gilt  selbst  dann  noch,  wenn  N  den  Bunkt  z  —  oc  zuin  inneren 
oder  liandpunkte  hat. 

Liegt  der  Rand  im  Endlichen,  so  kann  man  gerade  so  verfabren, 
wie  beim  Beweise  des  1.  Satzes.  Im  andern  Falle  wird  man  den  Rand 
zunackst  durcb  eine  lineare  Transformation  ins  Endliche  schaffen. 

Vermoge  dieses  Satzes  kann  man  auch  den  letzten  Teil  des 
5.  Satzes  von  §  10  beweisen,  indem  man  die  erweiterte  Ebene  durcli 
erne  gesehlossene  Kurve  zerlegt  und  den  Satz  dann  auf  jeden  der 
widen  dadurch  entstehenden  Bereiche  anwendet.  Einen  besonderen 
Jail  des  3.  Satzes  wollen  wir  noch  explizite  erwahnen. 

7r„ .  BnkU  A  a“S  dem  Innem  elner  eimiHm  im  Endlichen  gelegenen 
ne  ~  u"d  ,mi  fty  keme  Polei  u  «chst  ferner  das  vorstehende  Integral, 
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oder  auch  die  Funktion  arc  f{z)/2x  urn  n,  ivenn  z  den  Band  in  posi¬ 
tive m  Sinne  durchlauft,  so  hat  f(z)  genau  n  Wurzeln  in  Z. 

4>ei  (  auchy  spielte  der  Begriff  des  Residuums  und  die  Metliode 
des  Herumintegrierens  von  vornherein  eine  wesentliche  Rolle.  Den 
Kern  dieser  Metliode  findet  man  sclion  in  der  Abhandlung  void  Jahre 
1814,1)  wiihrend  das  Residuum  bereits  zur  Zeit  der  Abfassung  der 
Exercices  de  mathematiques  (1826),  also  fiinf  Jahre  vor  der  Entdeckung 
des  Cauchy-Taylorschen  Reihensatzes,  ein  gebrauehliches  Werkzeug  in 
seinen  Handen  war.  1st  dock  die  Cauchysche  Integralformel  selbst 
weiter  nichts,  als  eine  Anwendung  des  1.  Satzes  dieses  Paragraph en 

auf  die  Funktion  von  t :  — ~  .  Auch  zur  Herleitung  von  Reihen- 

und  Produktentwicklungen  wandte  Cauchy  dieses  Verfahren  an,  und 
neuere  Forscher  haben  den  Gedanken  wieder  aufgenommen  uud  mit 
Erfolg  verwertet.  Man  vgl.  vornehmlich  Dini,  Serie  di  Fourier ,  sowie 
die  damit  verwandten  Untersuchungen  von  Kneser.2)  Zur  Einfuhrung 
in  diesen  Gedankenkreis  leistet  die  Darstellung  bei  Picard,  Trade 
d’ analyse,  Bd.  2,  Kap.  6  vorziigliclie  Dienste.  Wir  werden  spater  einmal 
wieder  hierauf  znriickkommen. 

Aufgabe  1.  Hat  f(z)  eine  einfache  Wurzel  z  =  a,  aber  keine 
Pole  in  einem  Bereiche  S,  so  ist 


'(*) 


dz . 


i  C 

a  =  - r  I  Z  Vt  . 

c 

Aufgabe  2.  Man  zeige,  daB  das  Residuum  von 


A 

(z  —  a)  (x  —  z) 

im  Punkte  z  =  a  den  Wert  A/(x  —  a )  hat. 
Funktion 

A 


Allgemein  hat  dort  die 


das  Residuum 


(z  —  a)m  {x  —  z) 


A 


(x  -  a)m 

Aufo-abe  3.  Man  bestimme  das  Residuum,  sowie  das  loganth 
mische  Residuum  der  Funktion 

z 

\z  —  a)  (z  TAdy 

im  Punkte  z  —  b. 


1)  Alan  vergleiche  die  1.  Aninerkung  zu  §  2. 

2)  Math.  Ann.  Bd.  58  (1903),  S.  81. 


§  12.  Uber  Poteuzreihen. 
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£12.  Uber  Potenzreihen. 

Sei 

(1)  C0+  Cx0  +  C2Z2-j - 

eine  Poteuzreihe,  von  der  man  weiB,  daB  sie  fur  einen  von  0  ver- 
schiedenen  \\rert  z  =  Z  konvergiert,  odev  allgemeiner,  daB  die  Terme 
der  Reihe  fur  #  =  Z  bloB  endlicb  bleiben: 

(2)  \cnZ"\<G, 

wo  G  eine  positive  Konstante  bedeutet.  Sieht  man  von  dem  be- 
sonderen  Falle  ab,  daB  die  Reihe  iiberhaupt  fur  alle  Werte  von  z 
konvergiert,  so  gibt  es  stets  einen  Kreis,  den  sogenannten  Konvcrgenz- 
kreis1),  innerhalb  dessen  die  Reihe  absolut  konvergiert  und  auBerhalb 
dessen  sie  divergiert.  In  den  Randpunkten  dieses  Kreises  kann  sowohl 
Konvergenz  als  Divergenz  herrschen.  Der  Beweis  des  entspreehenden 
Satzes  im  Bereiehe  reeller  Veranderlicher  (Kap.  3,  §  4)  paBt  auch  hier 
obne  formate  Modifikation. 

Hinsichtlich  des  funktionentlieoretisclien  Verhaltens  einer  Potenz- 
reihe  besteht  der  folgende  Satz. 

Lehrsatz.  Sei  T  ein  beliebiger  Bereich,  welcher  nebst  seinen 
Randpunkien  innerhalb  des  Konvergenzkreises  der  Potenz reihe 

C0  +  C\Z  +  C2Z“  +  '  •  ’ 

liegt,  Dann  konvergiert  die  Reihe  fur  den  Bereich  T  inklusive  seines 
Rcmdes  gleichtncifiig  und  stellt  infolgcdessen  erne  im  Fonvergenzkreise 
analytische  Funktion  cor. 

Man  kann  namlich  eine  positive  GrbBe  H  so  wahlen,  daB  H 
einerseits  kleiner  als  der  Konvergenzradius  der  Potenzreihe  ist,  wiih- 
rend  H  andererseits  groB  genug  ist,  damit  T  im  Kreise  z\£H  liegt. 
Nun  konvergiert  aber  die  Reihe  nach  dem  Vorhergehenden  fur  z  =  H 
absolut;  d.  h.  die  Reihe 


k|  +  g  |  h  +  |  c2 ;  h  2  +  • . . 

konvergiert.  Damns  erschlieBen  wir  die  gleichmaBige  Ivonvero-enz  der 
vorgelegten  Reihe  fur  alle  Punkte  z\^H  und  also  insbesondere  fur 

to  !,  ne  -T  Ra,U'-  Denn  das  WeierstraBsche  Kriterium 

gleichmaBige  Konvergenz  (Kap.  3,  §  4)  gilt  ja  auch  fur  Reihen 

1)  Auch  toahrer  Konvergenzkreis  genannt. 
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mit  komplexen  Gliedern.  Im  vorliegenclen  Falle  braucht  man  also  nur 

K  = !  |  h*  \ 

zu  setzen,  dann  ist  durcbweg 

I  Cn-U  |  <  Mn 

und  alle  Forderungen  des  Kriteriums  sind  erfullt. 

Man  beacbte  wobl,  daB  der  vorstebende  Satz  nicht  gleicbbedeutend 
mit  dem  folgenden  Satze  ist:  Eine  Potenzreihe  konvergiert  gleich- 
maBig  innerbalb  ibres  Konvergenzkreises.  Dieser  Satz  ist  falseh,  wie 
scbon  die  geometriscbe  Reibe. 

l-M  +  s2-}-.'.  . 

zeigt.  Diese  Reibe  bat  den  Einbeitskreis  zum  Konvergenzkreise,  kon¬ 
vergiert  aber  nicht  gleichmaBig  innerbalb  desselben,  denn  der  auf  die 
ersten  n  Glieder  folgende  Rest  bat  ja  den  Wert 


nnd  bleibt  somit  in  besagtem  Kreise  nicht  einmal  endlich,  geschweige 
denn  dem  absoluten  Betrage  nacb  unter  einer  vorgegebenen  positiven 
GroBe  f.  Eine  Potenzreihe  konvergiert  stets  absolut  im  Innern  ibres 
Konvergenzkreises,  im  allgemeinen  aber  nicht  gleichmafiig. 

Aufgabe.  Man  zeige,  daB  der  Konvergenzbereick  der  Reibe 


im  allgemeinen  aus  dem  Aufiern  eines  Kreises  \z  —  a  —  It  bestebt. 
Insbesondere  kann  P  =  0  sein,  die  Reibe  kann  fur  alle  Werte  von  Z 
mit  Ausnahme  von  z  =  a  konvergieren.  Andererseits  erleidet  der  Satz 
eine  Ausnahme,  faRs  die  Reihe  iiberhaupt  fur  keinen  Wert  von  z  kon¬ 
vergieren  sollte.  Des  weiteren  konvergiert  die  Reibe  gleicbmaBig  in 
jedern  abgescklossenen,  auBerbalb  des  Kreises  z  —  a  =  It  gelegenen 
Bereiche  T,  welcher  nur  keinen  Randpunkt  mit  besagtem  Kreise  ge- 
mein  bat,  und  stellt  somit  in  ibrem  Konvergenzbereiche  eine  ana- 
lytische  Funktion  vor. 

Identitatssatz.  Verschwindet  eine  Potenzreihe  fur  alle  Werte 
des  Arguments  in  der  Umgebung  der  Stette  z  =  0,  so  versclnvnidet  jcder 

Koeffizient  derselben. 
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8  13.  Die  Cauchy-Taylorsche  Reihe. 

Stimmen  die  Werte  under  Potenereilien  fur  alle  Werte  des  Ari/u- 
mmls  in  der  Vmgebung  der  Slellc  e  =  0  miteinander  iiberem,  so  haben 
ihre  Koeffizienten  bzw.  gleiche  Werte. 

Allgemeiner  geniigt  es  vorauszusetzen,  da  ft  das  f  erschwinden  resp. 
die  tibereinstimmung  bio  ft  in  einer  abzdhlbaren  Menge  von  PunUen  mil 
der  Hdufungsstelle  z  =  0  stattfmdet. 

Setzt  man  namlich  in  der  gegebenen  Reihe: 

0  =*=  cQ  -f-  CyZ  +  c2z~  -j-  •  •  • 

zuerst  z  =  0,  so  folgt  c0  =  0.  Daraus  schlieBt  man: 

0  =  z{cx  +  c,z  +  c3z2  d - ). 

Solange  z  H=  0  ist  uud  im  Konvergenzkreise  der  gegebenen  Reihe 
liegt,  ist  also 

0  =  Cj  -j-  c2z  -j-  o3  z“  d~  •  ■  ■ . 

Diese  letzte  Reihe  steilt  aber  eine  im  Punkte  z  =  0  stetige  Funktion 
vor,  und  infolgedessen  verschwindet  sie  auch  fur  z  =  0.  Hiermit  ist 
gezeigt,  daB  cx  =  0  ist. 

Durch  Wiederholung  dieses  Schlusses  beweist  man  allgemein, 
daB  cn  —  0  ist. 

Der  zweite  Teil  des  Satzes  ergibt  sich7  indem  man  die  eine  Reihe 
gliedweise  von  der  anderen  abzieht  und  dann  den  ersten  Teil  des 
Satzes  auf  die  neue  Reihe  anwendet.  Den  Beweis  des  letzten  Teils 
wird  der  Leser  mit  Leichtigkeit  fiihren. 


§  13.  Die  Cauchy-Taylorsche  Reihe. 


Die  Reihenentwickluno- 

O 

ganzen  positiven  Potenzen 
aus  dem  Theorem  von  §  7. 


einer  analytischen  Funktion  f(z)  naeh 
von  z  -  a  ergibt  sich  auch  unmittelbar 


Dei 


Cauchy-Taylorsche  Reihensatz1).  1st 


m 


in  emeni 


Londou, 

V?TZf,S“, miiotheca  Matlumatica ,  3.  Fol’gi’  Bd  1 ’,190m  S  'l“.,Taf.lorschl!“ 
Veroffentlichung  dieses  Satzes  in  der  ge^enwWwn  Fnr19°i°  S'  Die  erste 
einer  lithographierten  Abhandlung  von” Cauchy"’ -ms  ,  muhe*uu&  findet  sich  in 
inecanique  celeste  et  sur  un  nouveau  calcnl  11  *  “1  J?hre  1831  ?  »Sur  la 
1  Acadenue  de  Turin  le  11  octobre  1831-  dnr"  P?  ^  C&  CUl  *?e  llmites“>  lu  a 
Ullctln  des  sciences  mathanatiques,  physiques  d  chi,  ^  Apflge  iu  F«ussac’s 
°8«ood,  Fimktionenthcoric.  1.  ,  Aufl  chvmques,  Bd.  15  (1831)  S.  260. 
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JBerekh  7  analytisch  und  ist  a  ein  beliebiger  Punkt  von  T,  so  lafit 
sick  f  (e)  in  cine  nacht  ganzen  positiven  Potenzen  von  z  —  a  fortschrei - 
tcnde  Reihe  entwickeln: 


t(z)  f{a)  +  f\a)  (z  —  a)  +  LM  ^  _  a)*  +  '. . .  +  f^}  + . . . 


Dabei  konvergiert  die  Reihe  und  stellt  die  Funktion  f(e)  fiir  alle  Werte 
&  dar ,  die  innevhalb  des  gvojiten  Kveises  urn  a  liegen,  welchev  nuv  keinen 
dem  BercicJi  T  nicht  zugehbrigen  | Funkt  ini  Innern  einschliefit.  Die 
Darstellung  ist  Uberdies  eindeutig. 

Sei  z  ein  innerer  Punkt  des  im  Satze  genannten  Kreises.  Dann 
hat  man  naeh  §  7 


f{*)  —  f  0)  + 1"  0)  (*  —  «)  +  — i- 


(n  —  1) !  - 


und  es  handelt  sich  bloB  noch  um  den  Nachweis,  daB  das  Restglied 
(z —  ci)n  Fn  (z)  bei  wachsendem  n  gegen  Oabnimmt.  Man  nehme  den 
Kreis  K  so,  daB  er  z  umfaBt.  Dann  ist  nach  der  Abschatzung  jenes 
Paragraphen 


(z  —  a)n Pn(z)  \ 


ML  l  R  y 
2  n Jt  \i£  -j-  m/  ’ 


und  das  Restglied  konvergiert  auch  in  der  Tat  gegen  0,  w.  z.  b.  w. 
DaB  die  Darstellung  auBerdem  eindeutig  ist,  ergibt  sich  aus  dem  Iden- 
titatssatz  von  §  12. 

Insbesondere  kann  die  Reihe  fiir  alle  Werte  von  z  konvergieren. 
Der  Definitionsbereich  der  Funktion  /  ( z )  laBt  sich  dann  auf  die  ganze 
Ebene  ausdehnen.  In  diesem  Falle  heiBt  f  (z)  eine  ganze  Funktion, 
und  zwar,  sofern  die  Reihe  nicht  gerade  mit  einer  endlichen  Anzahl 
von  Gliedern  abbricht  und  somit  zum  Polynom  wird,  eine  ganze  tran- 
szendente  Funktion  (WeierstraB). 

Die  Entwicklung  ini  Punkte  z  =  oo.  Enthalt  der  Bereich  J  den 
Punkt  z  —  oo  im  Inneren,  so  nehme  man  die  Transformation 


l  •  i 

w  =  —  oder  allgemeiner  w  =  — 

z .  * 


a 


vor.  1st  nun  f(t)  im  Punkte  i  -  oo  analytisch,  so  geht  f(z)  dabei 

Hierauf  folgte  eine  italienische  Ubersetzung  der  Abhandlung  (reap,  der^errten 

der' Abhandlung'  ist  in  der  Urspraehe  von  — 

et  dc  physique  niathcmattque,  Bd.  - ,  1841,  .  ^  0 

Zitate  vergleicHe  man  Pnzyklopddie,  II  B  1,  iSr.  <. 
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in  eine  Funktion 

f{z)  =  t  (w) 

liber,  welcke  sicb  bei  gekoriger  Festsetzung  beziiglick  ihres  Wertes 
im  Punkte  w  =  0  auch  dort  analytisck  verkiilt  und  infolgedessen  durck 
eine  Potenzreike  dargestellt  werden  kann: 

tp  (tv)  =  c0  -f-  cxw  +  C.,11-  d - . 

Daraus  findet  man,  indem  man  sick  bloB  auf  die  erste  Transformation 
besckrankt: 

f{?)  =  co  +  +  7*  H - • 

Die  Reike  konvergiert  und  steLIt  die  Funktion  fur  alle  diejenigen 
Werte  von  z  vor,  welcke  auBerhalb  des  kleinsten  um  a  =  0  gelegten, 
alle  Randpunkte  von  T  im  Innern  oder  auf  seiner  Begrenzung  ent- 
kaltenden  Kreises  liegen. 

Diese  Entwicklung  wird  in  der  Regel  erst  aus  der  Laurent- 
scken  Reike  abgeleitet.  Die  beiden  auf  die  Koefiizienten  sick  be- 
ziekenden  Formeln  (vgl.  §  15): 


lassen  sick  kier  aber  auck  direkt,  also  okne  Voraussetzung  des  Lau- 
rentscken  Satzes  ableiten,  und  zwar  nack  demselben  Verfakren,  wie 
das  in  §  15,  Ende,  angewandte. 


§  14.  Zur  Reihenentwicklung  zusammengesetzter  Funktionen. 

Die  Koeftizienten  der  Caucky-Taylorscken  Reikenentwicklung  flir 
dnige  der  wicktigsten  elementaren  Funktionen  lassen  sick  direkt  durck 
Differentiationen  berecknen.  So  erkalt  man  die  DarsteRungen 

;i) 

;2) 

?) 

$ 

:&) 


e;=  1  +  2  -f  i-  +  *'  -1 - 

2 !  3 !  ~  ’ 

•  zs  z 5  z 7 

sin  z  =  e  —  U1 -j-  —  +  .  .  . 

3!  '  5!  7!  ^  > 

COS  .2=1—  -L  2  _  *  4_. 

2!  r  4!  6 !  ‘  ’ 

(1  i-  zy^  I  +  +  ,2  + 

log  (1  +  s)  =  Z  ~  d-/'"  —  _L  .  . 

2  r  3  4  i 


I  *  <  oo  ; 
z  \  <  oo  • 
I  *  \  <  oo  ; 

1*1  <  1. 
oo* 
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Die  ersten  drei  Reiken  konvergieren  fur  alle  Werte  von  z,  die  beiden 
letzten  kaben  den  Einheitskreis  zum  Konvergenzkreise  (sofern  m  nicht 
geiade  eine  natiirlicke  Zabl  oder  0  ist).  Bei  den  Formeln  (4)  und  (5) 
handelt  es  sick  ja  selbstredend  um  eine  besondere  Bestimmung  der 
linker  Hand  stehenden  vieldeutigen  Funktionen. 

Die  Formel  (5)  wird  aucb  durcb  gliedweise  Integration  der  geo- 
metriscken  Reike  henjeleitet: 

O 


l 

r+i 


1  —  z  +  z2  —  • 


J 


Hierbei  soil  der  Integrationsweg  auf  das  Innere  des  Einkeitskreises 
|  z  |  <  1  besckrankt  werden.  Dann  stellt  das  Integral  nack  §  3,  1.  Satz 
(bzw.  die  Reike  nack  §  12,  Lekrsatz)  eine  in  diesem  Kreise  analytische 
Funktion  vor.  Langs  der  Strecke  der  reellen  Ackse  —  1  <  x  <  1 
stimmt  diese  Funktion  ferner  mit  dem  reellen  Logaritkmus  log(l+#) 
iiberein.  Dem  Identitatssatze  von  §  7  zufolge  f allt  also  das  Integral 
resp.  die  Reike  mit  derjenigen  Bestimmung  der  Funktion  log(l  +  z) 
zusammen,  welcke  sick  im  Einkeitskreise  analytisck  verkalt  und  langs 
jener  Strecke  der  reellen  Ackse  reelle  Werte  annimmt.  —  Im  tibrigen 
sei  an  das  erste  Beispiel  von  §  3  erinnert;  vermoge  eines  aknlicken 
Integrationsweges  kann  auck  kier  das  Integral  mit  einer  geeigneten 
Bestimmung  der  Funktion  log  (1  +  s)  identifiziert  werden.  Oder  man 
ka.nn  das  vorgelegte  Integral  mittels  der  Transformation  z  =  z  —  1 
in  jenes  friikere  Integral  direkt  iiberfukren. 

Auf  aknlicke  Weise  findet  man  ferner  die  Entwicklungen 


(6) 


arc  tan  z  = 


dz 

1+2* 


z  I  <  1 ; 


arc  sin  z 


z  + 


*1  ,  13 
3  ”'2-4 


AUgemein  lassen  sich  die  Koeffuienten  der  Keihenentw.cklung. 

fill*  die  Funktionen  (!)••■  (&)  in  einem  beliebigen  l>unkte  f  ~  0  *" 

Ebene,  in  welchem  sick  die  betreffende  Funktion  nnalytisch  verhalt, 


§  14.  Zur  Reihenentwicklung  zueammengesetzter  Funktionen. 

dnrch  die  soeben  verwendeten  Methoden  berechnen.  Im  besondereD 
wollen  wir  nocb  die  beiden  Entwicklungen  hersetzen: 

log*  -=  log  a  +  ~  (*-«)-  -  “)=  +  "  •’ 

=  a"1 4-  niam~1(z  —  a)  4 — ~ a'H  2( s  a  1  7  ' 7 

bemerken  aber  zugleicb,  daB  sie  sick  aucli  direkt  ergeben,  indem  man 
einerseits 

log  e  =  log  [a  +  (z  —  «)]  =  log  «  H-  log  (l  +  --  ) , 

andererseits 

/  2  —  a\ 

zm  =  [a  +  (z  —  a)]m  =  am  (l  H - a  j 

setzt  und  sodann  die  Formel  (5)  bzw.  (4)  in  Anwendung  bringt. 
Beide  Reihen  haben  zum  Konvergenzkreis  z  —  a  <  a  . 

Der  Quotientensatz.  Wird  eine  Funktion  in  der  Form  eines  Quo- 
tienten  f(z)l(p{z)  gegeben  und  entwickelt  man  Zahler  und  Nenner 
nach  dem  Cauchy-Taylorschen  Satze,  so  erhiilt  man  eine  Reihenent- 
wicklung  fiir  besagten  Quotienten  dadurch,  daB  man  die  Nennerreihe 
in  die  Zahlerreihe  gerade  so  dividiert,  als  ob  es  sich  bloB  urn  Poly- 
nome  haudelte.  In  der  Tat  sei 


f  (z)  —  a0  +  axz  -f-  a2z 2  -{-•••, 
<f> ( z)  =  b0  -f-  blz  +  b2z"  , 


und  sei  zuniichst  b0  =j=  0.  Dann  hat  man  nach  dem  Cauchy-Taylorschen 
Lehrsatze 


m 

<p(z) 


co  +  €i 2  "k  C*z~  -j-  ■  ■  • . 


Um  die  Koeftizienten  cn  nun  wirklich  zu  berechnen,  multipliziere 
man  diese  Gleichung  mit  cp(z)'  so  kommt: 

«o  +  «i*  +  +  •  •  •  -  (b0+  \z  +  b2 z2  +  •  •  -)(c0+  cLz  +  c2z2  +  .  •  .) 

=  Vo  +  (  Vi  +  h Cq)z  +  (Vs  +  Vi  +  Vo)^2  H - . 

Bringt  man  nun  noch  den  Identitatssatz  von  §  12  in  Anwenduno-  so 
ergibt  sich: 

Vo=  %, 

Vi  +  Vo  =  alt 

Vs  +  Vi  +  ^2^0  ==  a->, 
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Das  sind  aber  nichts  anderes,  ale  die  Gleichungen,  woraus  sich  die 
ersteren  Terme  des  Quotienten  zweier  Polynome  bestimmen,  und  das 
wollten  wir  eben  beweisen. 


Beispiel. 


tan  z  = 


f  (z)  =  sin  z,  cp  (z)  =  cos  z , 


_  i 

3!  "r  5! 


0  +  Y  + 


l  —  —  -f  - — 
r  41 


W  ie  man  sich  leicht  iiberzeugt,  behalt  das  Verfahren  selbst  dann 
noch  seine  Giiltigkeit  bei,  wenn  die  Nennerfunktion  eine  Wurzel  mter 
Ordnung  in  z  =  0  hat,  nur  tritt  dann,  sofern  die  Zahlerfunktion  nicht 
mindestens  eben  so  oft  resp.  identisch  verschwindet,  der  Hauptteil  des 
Poles  vor  die  Potenzreihe. 

Beispiel: 

,  11  1  3 
cotg  Z  — - —  Z  -  ~rr  ZA  ‘  •  •  . 

°  Z  3  .  4o 


Zusammengesetzte  Funktionen.  Handelt  es  sicli  um  die  Berechnung 
einer  bestimmten  Anzahl  der  Koeffizienten  der  Reihenentwicklung  Piir 
eine  zusammengesetzte  Funktion,  so  leistet  haufig  das  folgende  Ver¬ 
fahren  gute  Dienste.  Wir  wollen  es  zunachst  an  einem  Beispiele  er- 
lautern.  Es  sollen  namlich  die  Koeffizienten  der  Reihe  fiir 

sin  ; 

bis  zum  Gliede  mit  z8  wirklich  ausgerechnet  werden.  Dazu  setze  man 


tv  =  z  sin  z 

und  ziehe  die  Entwicklungen  (1),  (2)  heran: 

ew  —  1  -p  w  + 


w~  ,  w 3  ,  UA 


+  T  +  24  + 


z  sin  z  =  z2 


f4  ,  _fl 

6  120 


Nun  ist  nach  dem  Satze  der  elementaren  Reihenlehre  betreffend  die 
Multiplikation  zweier  absolut  konvergenten  Reihen 


l  +  VM)Z 


1  „4 


120  ' 

1  *6 


.  Zb  + 


1  _ 
6  Z 


1 

5040 

_1_ 

45 

1 

12 

24 


ZS~\ - ; 

z8-\ - , 

’  •  , 
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Feme,-  wird  in  der  elemental  Reihenlehre  gezeigt,  daB  erne  endhche 
Anzahl  von  Reihen  gliedweise  zusammenaddiert  werden  konnen.  . 
handelt  sick  hier  aber  um  die  gliedweise  Addition  einer  unendlic  a  » 
Anzahl  soloher  Reihen.  DaB  dieser  Schritt  unter  gewissen  Bedingungen, 
welehe  hier  auch  erfallt  sind,  wirklieh  geetattet  ist,  besagt  del  so 
nleich  zu  besprechende.  von  WeierstraB  herriihrende  Reihensatz. 
Darnach  erhiilt  man  die  in  Aussicht  genommene  Entwicklung: 


nz  sm  j 


1  I  „2  I  1  i  1  /~6 _ li  «8  I  ,  .  . 

1  4"  Z  4“  “T  560  ~  ‘ 

Ein  Reihensatz.1)  Es  mogen  unendlich  viele  Potenzreihm  vorge- 
legt  sein: 

Mj(«)  =  c0(1)  +  c^z  +  c.2Wz-  4 - , 

u2  (z)  =  c0(2)  +  c^z  +  c2{2)z'2  +  ■  ■  • , 

u3(z)  =  cj»  +  C^z  +  c^z*  4 - , 


deren  alle  in  ein  und  demselben  Kreise  j  z  |  <  It  konvergieren.  Aufier- 
deni  soil  die  Rcihe 

f(z)  =  %(»  +  u2(z)  4 - 

in  jedem  kleineren  Kreise  z  <±R'<1\  gleichmdftig  konvergieren.  Die 
hiermit  erhaltene  Fmktion  f(z),  welehe  sick  ja  im  ersten  Kreise  anci- 
lytisch  verhdlt,  moge  nacli  dem  Cauchy -Taylorschen  Lelirsatze  in  eine 
Potenzreihe 

f  (z)  =  a0  4-  axz  4-  a2z'2  +  •  •  • 


entwickelt  werden.  Dann  konvergiert  jede  der  obigen  Yertikal reihen  und 
zivar  ist  • 


Mit  anderen  W  orten  lassen  sich  die  unendlich  vielen  Potenzreihen 
wie  Polynome  zusammenfassen,  indem  man  alle  Terme  gleicher  Dimen¬ 
sion  in  z  zu  einem  einzigen  Gliede  verbindet,  wodurcli  dann  die 
Cauchy-Taylorsche  Reihenentwicklung  fur  die  Funktion  f(z)  gerade 
zu  Stande  kommt. 

Der  Beweis  ist  auBerst  einfach.  Setzt  man  namlich  zunachst 
z  —  0,  so  kommt: 

30 

f(°)  =  °o=  «i(0)  4-  ?/2(°)  +  •  •  •  c0W. 

-  71=  l 

1)  Man  vergleiche  das  in  §  5  gegebeue  Zitat  auf  WeierstraB 
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Differentiiert  man  dann  die  Reihe 


t\z)  =  u^z)  +  ua(g)  4 - 

gliedweise,  w as  hier  nach  dem  5.  Satze  von  §  5  gestattet  ist,  und  setzfc 
man  darauf  z  =  0,  so  wird 

oo 

f  (0)  -  fli  -  w/(°)  +  «s'(0)  +  ••••  =  ^  CjM . 

it  =  1 

Dm eli  fortgesetzte  Wiederholung  dieses  Verfahrens  ergeben  sieli  die 
weiteren  Relationen,  urn  welclie  es  sieh  handelt.  Hiermit  ist  der  Be- 
weis  erbracht. 

In  diesem  Theorem  ist  folgender  Satz  enthalten. 

Zusatz.  Sei 

(p(w)  —  bQ  T-  4-  boW~  -(-••• 

eine  Potenzreihe  mit  dem  Konvergenzkreise  ;  tv  <  S,  und  sei 

f(z)  =  a0  +  atz  +  a„z*  H - 

eine  ziveite  Potenzreihe  mit  dem  Konvergenzkreise  |  z  '  <  B.  Sei  ferner 
1  a0  j  <  S.  Setzt  man  dann 

w  =  f(z), 


so  erhdlt  man  die  Cauchy- Taylor sche  Iieihc  fiir  die  zusammengesetzte 
Funktion  cp(f(z)),  indem  man  die  einzelnen  Terme  bnw”  der  ersten  Reihe 
als  Potenzreihen  nach  z  darstellt: 


bnivn  =  +  ox {,,)z  -f  afn)z-  +  •  •  • , 

und  darauf  alle  Glieder  gleiehcr  Dimension  zusammenfafit : 


~  x  \  /  * 
<p(f<*» = 2  2  “i("’  )  * + ( 2  a= 

n =  0  \n  =  0  /  \ » =  0 


,w  !»+•••. 


In  der  Tat  sei  TV  ein  Wert  von  wf  wofur  die  erste  Reihe  absolut 
konvergiert  und  iiberdies  |  W  |  >  |  ist.  Alsdann  bestimme  man  h 


so,  daB 


\f(z)\£\W\, 


z  \  <  h . 


Dann  konvergiert  die  Reihe 

b0  +  \  f{z)  4-  h[f(z)]-  4-  •  •  • 

gleichmaBig,  sofern  j  *  £  h  bleibt  (Kap.  3,  §  4),  und  darum  kann  man 
den  vorausgehenden  Satz  in  Anwendung  biingen. 


§  u.  Zur  Eeihenentwicklung  zusammengesetzter  Funktionen. 
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Nach  den  vorhergehenden  Entwicklnngen  ist  man  jetzt  im  Stande, 
alle  diejenigen  formalen  Prozesse  zu  rechtfert.gen,  welch®  zur  Her- 
stelluug  solcher  Entwicklnngen  notig  sind,  wofiir  folgende  Beispie  e 
tvpisch  sind.  Tritt  eine  mehrdeutige  1'unktion  aut,  so  kandelt  ee  sich 
selbstredend  immer  um  eine  besondere  Bestimmung  derselben.1 1 

1  2s  1  •  3  _  1  3  ■  5  27 

log  (z  4~  ~h  £  )  ~  *  2  a  "T~  2-4  5  2-4-6  7 


arc  sin  (k  sin,?)  =  kz 


2-4  5 
*3  + 


k(k*  —  1)  „3  ,  9*5  —  10  A;3  +  k  _5 


120 


“5  + 


/ 1  i  _\i 1  i  ,.2 _C  »3  !  _8_  ~4 °  fZ>  I 

(1+4  =  It2  t  6  -  4  1 


,  1  1  9  1 

log  sin  £  =  log  z  -  ~  —  1S 


,4  _  x  -6 


Eine  groBe  Anzahl  derartiger  Reihenentwicklungen  findet  sicli 
bei  B.  0.  Peirce,  A  Short  Tulle  of  Integrals,  1899,  Ginn  &  Co.,  Boston, 
U.  S.  A.,  pp.  88 — 94.  Vgl.  aucli  Schlomilch,  Ubungsbuch  zum  Sta¬ 
dium  der  hoheren  Analysis,  1888,  §  40. 

Aufgabe  1.  Man  entwickle  die  folgenden  Funktionen  nach  auf- 

O  O 

steigenden  Potenzen  von  z  bis  zum  Gliede  5ter  Dimension  hin  und  be- 
stinnne  den  Konvergenzkreis  der  jeweiligen  Potenzreihe: 

,  a  reell  und  a  <  1  , 


log  (1  +  e')»  V  cos  z, 


z'-lz'-Zz'-lr  z-\-8 


!8  -  9  7* 


20*4-2  —  2 


Aufgabe  2.  Man  zeige  da  15 

log  (a  4-  y  a2  4-  z-)  =  log  2a  -f  1  ~’v  —  1  3  4-  Ll3  5  1  .  .  . 

6  •  0  2  2a*  2-4  4a4  '  2-4-6  Go6  ' 

sofern  a  reell  und  positiv  ist  und  1V44  so  bestimmt  wird  daB 
Va8  +  ^=0=a  wird. 


Aufgabe  3.  Man  entwickle 


los 


fur 


groBe 


W  erte 


(y*~2+ 1  - 1 0 


von  z. 


z'tsr  1-:;  r\ r 

”  Funkbonen  ernes  kompleien  Arguments  ausgespr'ochen;  ygl.“  »P  «,  8  9 


346  II,  7.  Integraisatze  u.  singul.  Punkte.  Rationale  Funkt.  Reihenentwickl 


gen. 


§  15.  Der  Laurentsche  Satz. 


Sei  ein  endlicher  Bereich,  dessen  Begrenzung  aus  zwei  ein- 
lachen  regularen  gescdilossenen  Kurven  besteht,  und  sei  f{z)  eine  in  S 
inklusive  des  Randes  stetige,  innerhalb  S  analytisclie  Funktion.  Stellt 
man  f  (zj  dann  in  &  inittels  der  Cauchyschen  Integralformel  dar,  so 
hat  man: 


l 

2  71  i 


r  mat 

J  t  —  z’ 


wobei  sicli  C  auf  die  iiuBere,  r  auf  die  innere  Begrenzung  von  S  be- 
zieht.  Nun  betrachte  man  jedes  dieser  Integrale  fur  sich.  Nack  deni 
Hauptsatz  von  §  1  stellt  das  erste  eine  im  Innern  der  Kurve  C  ana¬ 
lytisclie  Funktion  von  z  vor,  wahrend  das  zweite  eine  uberall  auBer- 
halb  der  Kurve  r auch  im  Punkte  z  =  oe  analytisclie  Funktion  von  z 
definiert.  Darin  liegt  der  Kern  des  Lauren tschen  Sates. 

Laurentscher  Satz.1)  Sei  f  (z)  eine  innerhalb  eines  Kreisrings  K 
analytisclie  Funktion  von  z.  Dann  lei  fit  sich  f(z)  in  zwei  Funktionen 
spalten: 

f(z)  =  <p(st)+  ih(z), 

wo  (p{z)  uberall  innerhalb  der  dufieren,  ip(z)  uberall  aufierhalb  der 
inneren  Begrenzung  von  K,  inklusive  des  Punktes  z  =  oo,  analytisch  ist. 

Sei  S  ein  konzentrischer  Kreisring,  welcher  mit  EinscliluB  seines 
Randes  innerhalb  K  liegt.  Dann  gilt  der  Satz  nach  dem  Voraus- 
geschickten  zunachst  fur  diesen  Bereich,  also  ist 

f(z)  =  (f(z)  +  p(z), 

wo 


ist.  Jetzt  lasse  man  die  innere  Begrenzung  T  von  S  an  die  Begren¬ 
zung  von  K  heranriicken.  Dadurch  wird  der  Bereich,  in  welch  em  die 
Funktion  ig(z)  definiert  ist,  erweitert,  oline  daB  sich  der  Wert  dieser 
Funktion  in  einem  einmal  erreichten  Punkte  z  dabei  anderte.  Denn 
die  Funktionen  f(z),  y(z)  hangen  ja  von  T  uberhaupt  mcht  ab,  und 
y,^z)  =  f(z)  —  y(«).  Auf  diese  Weise  wird  die  Funktion  ip(z)  ganz 

I!  Laurent  Comptes  Eendus ,  Bd.  17,  (1843)  S.  938.  WeierstraB  war 
bereits  im  Jahre  1841  im  Besitze  dieses  Satzesnebst  einem  Be  weise;  vergleicbe 
eine  s.  Z.  nicht  verdffentlichte  Abhandlung,  Werke,  Bd.  1,  b.  ol. 


Der  Laurentsche  Satz. 
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§  15.  JL>er  ^auLeuto^i*^ 

,  -  _n  die  innere  Begrenzung  des  Kreisringes  K  heran  fortgesetzt 
„nd  es  entstelit  also  eine  Funktion  *(*),  wie  dor  Sate  sie  yerlang  . 
Verfahrt  man  mit  der  Funktion  <p(z)  obenso,  mdem  man  1  an  die 
SuBere  Begrenzung  von  K  beranriicken  laBt,  so  erlialt  man  le  in 
Aussicht  gesteUte  Funktion  <f(z),  und  der  Bewe.s  ist  lnermit  feiti0. 

Von  deni  Umstande,  daB  der  Radius  der  inneren  Begrenzung 
von  K  positiv,  derjenige  der  auBereu  Begrenzung  endlich  ist  hat 
man  beim  Beweise  des  Satzes  keinen  Gebrauch  gemacht;  daher  bleibt 
der  Satz  fiir  diese  beiden  Grenzfalle  noch  bestehen.  Auch  braucken 
die  Begrenzungen  des  Ringes  keine  Kreise  zu  sein.  Der  Satz  gilt 
mithin  allgemein  fur  einen  beliebigen  Bereich  T,  dessen  Begrenzung 
nur  im  Sinne  der  in  Kap.  5,  §  7  getroffenen  Definition  aus  zwei 
Stricken  besteht;  vgl.  unten,  Aufgabe  3. 


Aufgabe  1.  Sei  f(z)  eine  Funktion  yon  jar,  die  in  der  ganzen 
erweiterten  Ebene  nnt  Ausnahme  einer  endlichen  Anzalil  von  1  unkten 
ax,  a2,  . .  an  analytiseh  ist.  Man  zeige,  daB  sicb  f(z)  dann  in  die 
Summe  von  n  Funktionen  spalten  laBt: 


AW  =  A  W  +  AW  +  •  •  •  +  AW  > 

wo  (z)  eine  in  der  ganzen  erweiterten  Ebene  mit  Ausnahme  des 
Punktes  ai  analytiscke  Funktion  ist. 


Aufgabe  2.  In  einem  Bereick  T  der  erweiterten  Ebene,  welcher 
von  n  einfacken  regularen  gescklossenen  oder  niclit  gescklossenen 
Kurven  C\,  C2,  .  .  .  Cn  der  erweiterten  Ebene  begrenzt  ist,  sei  f\z) 
analytiseh.  Der  Bereick  Tt  besteke  aus  demjenigen  Teil  der  erwei¬ 
terten  Ebene,  welcher  allein  von  der  Kurve  Gt  begrenzt  ist  und, 
falls  Ct  gescklossen  ist,  zum  Teil  mit  dem  Bereick  T  zusammenfallt. 
Man  zeige,  daB  sick  f(z)  dann  in  die  Summe  von  n  Funktionen 
spalten  laBt, 

/  W  =  / 1  W  +  A  W  +  •  •  •  +  tn  W > 
wo  AW  e]‘ne  analytiscke  Funktion  von  z  ist, 

Aufgabe  3.  Sei  T  ein  beliebiger  Bereick  der  erweiterten  Ebene, 
dessen  Begrenzung  aus  mekr  als  einem  Stuck  besteht;  und  sei  L  eine 
emfacke  regulare  gescklossene  ganz  in  T  verlaufende  Kurve,  die  einen 
Teil  der  Begrenzung  von  I  umtaBt,  Die  Bereiche  Tu  T ,  mogen  aus 
dem  Iunern  von  L,  inkl.  dieser  Kurve  selbst,  nebst  demjenigen  Teil 
von  T,  welcher  auBerhalb  L  liegt,  bzw.  aus  dem  AuBern  von  L,  inklusive 
C  loser  Kurve  selbst,  nebst  demjenigen  Teil  von  T,  welcher  innerhalb  L 
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liegt,  bestelien.  1st  f  (z)  eine  in  T  analytische  Funktion,  so  liiBt  sicb 
/  (^)  in  die  Summe  von  zwei  Funktionen  spalten: 

f(z)  =  <p(z)  +  n>(z), 

"°  (p(z),  ip(z)  bzw.  in  Tlt  T2  eindeutige  analytische  Funktionen 
von  z  sind. 

Die  Laurentsche  Heihe.  Nack  deni  Cauchy-Taylorschen  Lehrsatze 
kann  man  die  Funktion  q)(z)  in  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen 
von  z  —  a  fortschreitende  Reihe  entwickeln,  wo  a  den  Mittelpunkt 
des  Kreisringes  K  bedeutet: 

oo 

9>0)  =  yj  Cn(z  -  «)” 

11  —  0 


Diese  Reihe  konvergiert  innerhalb  der  auBeren  Begrenzung  von  K. 
Andererseits  liiBt  sich  vermoge  der  Erweiterung  des  genannten 

Lehrsatzes  ebenfalls  in  eine  Potenzreihe,  und  zwar  nach  absteigenden 
Potenzen  von  z  —  a  entwickeln: 

oo 

n  =  1 

Diese  Reihe  konvergiert  auBerhalb  der  innern  Begrenzung  von  K. 
Daraus  ergibt  sich  nun  fur  f(z)  die  Darstellung  mittels  der  Laurrni- 
sehen  Heihe: 

oo 

(1)  (*“«)*• 


Diese  Reihe  konvergiert  im  Kreisringe  K  und  stellt  die  lumktion 
f  (z)  dort  dar. 

Die  Koeffizienten  der  Laurentschen  Reihe  werden  durch  dieselbe 
Integralformel  gegeben,  wie  diejenigen  der  Cauchy-Taylorschen  Reihe: 

=  i  r  mdt 

°n  ~niJ  (t  —  a)n  +  1’ 


wo  C  eine  regulare  geschlossene,  den  Punkt  z  =  a  enthaltende,  in  K 
verlaufende  Kurve  bedeutet;  nur  fallt  die  Beziehung  zu  den  Ablei- 
tuno-en,  cn  =  fW(a)/n\  hier  fort.  In  der  Tat  konvergiert  die  Reihe  (1), 
sow'ie  die  daraus  mittels  Division  durch  2%i(z  -  a)n+l  erhaltene  Reihe 


1  M 

'ini  —  a)n  + 1 


2  ni  ^  "m 

171  =  —  00 
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§10.  Der  G'oursatscbe  Satz. 

der  Kurve  C  gleichmaBig  uud  UBt  sicli  daher  ttber  diesdbe 
Jliedweise  integrieren.  Dabei  verschwindet  jedes  Integral  reciter  Ham 
mit  Ausnahme  desjenigen,  woffir  m  =  n  ist: 


1  .  f  C”  dz  =  cn 
2 ntj  z  —  a 


und  hiermit  ist  der  Beweis  geliefert. 
Aucli  kier  gilt  die  Relation 


c„\<  Mr- 


ii  = 


0,1 ,2 
-1,  -2 


w0  | z  —  a\  =  r  einen  beliebigen  im  Kreisringe  K  gelegenen  Kreis  und 
M  den  groBten  Wert  von  f(t)  langs  desselben  bedeuten. 

Es  gibt  keine  zweite  Darsteliung  der  Funktion  f  (z)  von  der 
Form  (1): 

oo 

f(z)  =2  Cn(2  ~  aY > 


die  mit  der  Laurentschen  Reihe  nicbt  identisch  ware.  Die  neue,  sowie 
die  daraus  mittels  Division  dureh  ( z —  a)n  +  1  erhaltene  Reihe  wiirde 
*  namlich  auch  langs  der  Kurve  C  gleichmaBig  konvergieren.  Integriert 
man  nun  die  Differenz  der  beiden  Reilien,  jede  durcb  (z  —  a)”  +  1  ge- 
teilt,  liber  C,  so  kornrnt  cn  —  c,  =  0. 


§  16.  Der  Goursatsche  Satz. 

Wir  wollen  jetzt  liber  einen  Satz  bericliten,  welchen  Herr  G ours at 
gefunden  bat  und  welcher  die  Grundlagen  der  Funktionentheorie  in 
wtinschenswerter  Weise  erganzt.  Bisher  liaben  wir  namlich  die  Stetig- 
keit  der  Ableitung  mit  in  die  Definition  der  analytischen  Funktion 
aufgenommen.  Kraft  der  Goursatschen  Untersuchung  kann  man  diese 
Forderung  fallen  lassen,  da  es  sich  herausstellt,  daB  die  Stetigkeit 
eine  notwendige  Folge  der  bloBen  Existenz  der  Ableitung  ist. 

Uoursat  ging  ursprftaglich  von  den,  Gedanken  aus,  den  Beweis 
es  Lauchyschen  Integral  satzes  zu  vereinfachen,  indent  er  direkt  mit 
dem  komplexen  Integral  operierte,  anstatt  es  erst  in  reelles  und  rein 
maginares  zu  spalten.1)  Dabei  ergab  sich  noch  fiber  das  nachste  Ziel 

E  Gouraat,  Acta  Mathematica,  Bd.  4  (1884),  S.  197 
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seiner  Forschung  hinaus,  dafi  man  auf  die  Stetigkeit  der  Ableitung 
ganz  verzichten  kann.1) 


D  e  r  G  o  u  r  s  a  t  sche  S  a  t  z.  1st  f  (z)  in  jedem  Punkte  eines  Bereiclis  T 
nut  einer  Ableitung  f\z)  versehen ,  so  ivird  f\z)  dort  stetig  sein. 

Aus  der  Existenz  einer  Ableitung  folgt  bereits  die  Stetigkeit  der 
lunktiou.  Zum  Beweise  des  Satzes  geniigt  also,  unter  Heranziehung 
des  ver allgem einerten  Moreraschen  Satzes,  zu  zeigen,  daB  das  Inte¬ 
gral  J  f  {z)  dz,  erstreckt  iiber  den  Rand  r  eines  beliebigen  Recbtecks  Rf 
verschwindet,  wobei  alle  innern  und  Randpunkte  von  Pi  in  T  liegen. 
Dies  kann  man  in  der  Tat,  wie  folgt,  dartiin.2) 


Gesetzt,  es  ware 


Man  zerlege  R  in  vier  kongruente  Reehtecke  und  erstrecke  das  Inte¬ 
gral  iiber  den  Rand  eines  jeden  derselben.  Fiir  mindestens  eines  dieser 
letzteren  Reehtecke,  t\  werde  es  genannt,  muB  dann 


|  J  A*)**  |>T 

y  i 

sein.  Durch  Wiederholung  dieser  Uberlegung  gelangt  man  so  zu  einer 
Reihe  ineinander  eingeschachtelter  Reehtecke  r1,  r„,  .  .  .,  wofiir 


(i) 


Vi 


ist,  und  deren  Seitenlangen  im  ubrigen  gegen  0  abnehmen.  Hierdurch 
wird  ein  Punkt  z  bestimmt,  welcher  in  jedem  der  genannten  Recht- 
ecke  liegt. 

Andererseits  hat  man  nach  Annahme  einer  beliebig  kleinen  posi- 
tiven  (IrdBe  e 


Wir  setzen 


\f(z)  —  f(z) 

z  —  z 

m-m 


e-o, 


z  —  z 


f\z)  <8,  0  <  \z  —  z  \  <  d . 

’p-f'O),  *  + 


e  =  zt 


1)  Goursat,  Transactions  Amer.  Math.  Soc.,  Bd.  1  (1900),  8.  14.  Ik '  dei 
ersten  Auflage  dieses  Werkes,  Kap.  7,  §§  16,  17  sind  die  Beweise  dieser  featze 

reproduziert,  welche  Goursat  gegeben  hat  /1QAm  c  ,qq  Tn 

2)  E.  H.  Moore,  Transactions  Amer.  Math.  Soc.,  Bd.  1  (1900),  S.  4J  . 
dieser  Arbeit  gibt  Moore  einen  neuen  Beweis  des  verallgemeinerten  n  egra - 
satzes.  Der  Gebrauch  des  Moreraschen  Satzes,  urn  den  analytiscken  ChaiaUer 
der  Funktion  f(z)  direkt  zu  erweisen,  koinmt  bei  ihrn  mckt  vor. 
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woraus  dann  folgt,  da 6 

f(g)  =  f(z )  +  (0  —  +  (*  —  % 


ist.  Hieraus  findet  man: 

/  f  (z)  dz  =  --J\z  —  z)£dz . 

G  Yi 

Denn  die  beiden  ersten  Terme  rechter  Hand  lassen  ja  ein  unbestimmtes 
Integral  zu,  welches  fur  alle  Werte  von  z  eindeutig  und  stetig  ist,  und 
infolgedessen  verschwindet  nach  §  1,  (11),  das  bestimmte  Integral  dieser 
Terme,  erstreckt  fiber  einen  geschlossenen  Weg. 

Wir  nehmen  nun  i  so  gro8,  daB  das  Rechteck  ri  ganz  innerhalb 
des  Kreises  \z  —  z\<d  liegt.  Bezeichnet  man  die  Lange  der  langeren 
Seiten  von  B  mit  A,  so  wird  die  entsprechende  Seitenlange  des  Recht- 
ecks  r.  gleich  A/21'  sein,  und  die  Lange  des  ganzen  Randes  von  ri  wird 
jedenfalls  nicht  grofier  als  4 h/2*  ausfallen.  Ferner  wird  offenbar  ini 
Integranden  des  letzten  Integrals 


sein.  DemgemaB  erhalten  wir  nunmehr  folgende  Abschatzung: 


(2) 


Y; 


Aus  (1)  und  (2)  erkennt  man,  daB 


i  <  *iT  >  also  g  <  4]/2hss 


ist.  Nun  ist  aber  g  von  der  Wahl  von  s  unabhangig.  Infolgedessen 
kann  g  nicht  positiv  sein,  und  der  Beweis  ist  hiermit  geliefert. 

Dem  soeben  erlangten  Resultat  zufolge  kann  man  den  Cauchy- 
schen  Integralsatz  jetzt,  wie  folgt,  aussprechen. 

Der  verallgemeinerte  Cauchysche  Integralsatz.  Sei  f  (z) 
m  jedem  innern  Punkte  ernes  Bereichs  S  mit  einer  Ableitung  versehen 
md  sei  f(,)  aufierdem  am  Bands  von  8  stetig.  Vann  verschwindet 

“  *"  naneen  Jtand  von  S  in  positivem  Shine  erstreckte  Integral 

von  f  (z):  u 

J  f(z)dz  =  0. 
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Denn  nacli  dem  soeben  bewiesenen  Satz  von  G our sat  wircl 
lm  Innern  von  S  analytisch,  und  kiermit  erreicht  man  AnsckluB  an 
die  \  oraussetzungen  des  Cauckyschen  Integralsatzes  in  seiner  friiheren 
Formulierung,  §  2. 

Der  in  §  2  gegebene  Beweis  des  Integralsatzes  beruhte  auf  einer 
Trennung  des  Integrals  in  reelles  und  rein  imaginares,  unter  Heran- 
ziekung  der  Satze  beziiglick  des  Integrals  fPdx  -f-  Qdy.  Eine  der- 
artige  Zerlegung  wurde  beim  vorstekenden  Beweise  des  Goursatscken 
tsatzes  nickt  vorgenommen.  Will  man  sie  auck  fernerkin  beim  Be- 
weise  des  verallgemeinerten  Cauckyscken  Integralsatzes  vermeiden,  so 
brauclit  man  nur  die  Methoden  von  Kap.  4,  §  3,  direkt  auf  den  kom- 
plexen  Fall  zu  iibertragen,  indem  man  S  nack  Kap.  5,  §  9  in  Be- 
reicke  6  von  norinalem  Typus  zerlegt  und  eine  Funktion 

F(2)=J  f{z)dz 

L 

im  Bereicke  <?  gerade  so  definiert,  wie  friiker  die  Funktion  F(x,  y) 
eingefiikrt  wurde,  vgl.  Fig.  34.  Diese  Funktion  F{z)  verkalt  sick  zu- 
nackst  im  Innern  von  6  analytisck.  In  der  Tat  kann  man  kier  den- 
selben  Beweis  verwenden,  wie  bei  der  Begrundung  des  Morerascken 
Satzes,  §  5,  denn  man  weifi  ja  jetzt,  daB  ff(z)dz,  iiber  den  Rand 
eines  innerkalb  S  gelegenen  Recktecks  erstreckt,  versckwindet.  DaB 
sie  auck  am  Rande  von  6  stetig  ist,  beweist  man  nun  direkt.  Hier- 
aus  folgt  der  Beweis  des  Integralsatzes  fur  einen  Bereicli  a,  indem 
man  bloB  nackweist,  daB  /  f  (z)  dz,  iiber  den  oberen  Rand  F  von  o 
hinerstreckt ,  den  Wert  F(Z )  —  F(z 0)  kat,  wo  z0,  Z  die  Endpunkte 
dieses  Bogens  bedeuten.  Denn,  daB  das  genannte  Integral,  iiber  den 
iibrigen  Rand  genommen,  jenen  Wert  hat,  folgt  unmittelbar  aus  der 
Definition  von  F{z). 

Da  der  verallgemeinerte  Cauckyscke  Integralsatz  nunmeki  fin 
alle  Bereiche  6  feststekt,  so  folgt  daraus  seine  Richtigkeit  fur  einen 
allsfemeinen  Bereicli  S. 

§  17.  Riickblick  auf  die  Entwicklungen  dieses  Kapitels. 

Der  BegrifF,  auf  welchem  die  Entwicklungen  dieses  Kapitels^ 
basieren,  ist  der  des  bestimmten  Integrals: 

n— 1  Z 

lim  &Z, 
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§  17.  Riickblick  auf  die  Entwicklungen  dieses  Kapitels. 

Zur  Einfiibrung  dieses  Begriffs  mufi  man  vor  allem  nachweisen,  daB 
die  vorstebende  Summe  bei  wachsendem  »  iiberhanpt  gegen  emeu 
Grenzwert  konvergiert.  Alsdann  leitet  man  den  Hauptsatz  von  §  1  her 
und  stellt  den  Canchvschen  Integralsatz  auf,  woraus  sich  dann  die 
Cauchvscbe  Integralformel  unmittelbar  ergibt.  Hiermit  ist  aber  aucli 
die  Grundlage  fur  die  gauze  Theorie  fertig,  denn  die  Beweise  der 
Reibensatze  erfordern  ja  nichts  spezifiscbes,  sondern  sie  bedienen  sich 
blofi  der  allgemeinen  Metboden  der  modernen  Analysis. 

In  der  letzten  Instanz  sind  es  also  drei  spezifiscbe  Satze,  welcbe 
hier  die  Funktionen  einer  komplexen  Veranderlichen  der  Bebandlung 
mittels  jener  allgemeinen  Metboden  zugiinglicb  macben,  und  zwar 
liaben  wir,  um  dieselben  nocb  einmal  explizite  berzusetzen: 

1 1  den  Konvergenzbeweis,  auf  den  sicb  die  Definition  des  be- 
stimmten  Integrals  griindet; 

II)  den  eigentlicben  Kern  des  Hauptsatzes  von  §  1,  den  wir  jetzt, 
wie  folgt,  aussprecben  wollen:  Sei  F  cine  regulare  Kurve  der  t-Ebene 
und  sei  S  ein  regularer  Bereich  der  z-Ebene.  Sei  ferner  (pi  t,  z)  eine 
stetige  Function  der  beiden  undbhdngigen  Argumente  t  und  z,  u'obei  t 
auf  F  und  z  in  S  liegen  soil.  Dann  stellt  das  Integral 

/*(*)  =/  z) dt 

•  r 

erne  in  S  stetige  Funktion  von  z  vor; 

III)  den  Cauchyschen  Integralsatz. 

Diese  Satze  baben  wir  in  den  friiberen  Paragrapben  des  Kapitels 
dadurcb  bewiesen,  daB  wir  Reelles  und  Imaginares  jeweils  trennten 
und  die  entspi ecbenden  Siitze  fiir  reelle  Funktionen  beranzogen.  Der 
Oedanke  liegt  jetzt  nabe,  das  alles  ohne  jene  Trennung,  also  direkt  an 
den  komplexen  Funktionen,  als  einheitliches  Gauze  aufgefafit,  zu  ent- 
wickeln.  Hierbei  muBte  man  vor  allem  die  Summe 


Sn 

i  =  0 

Wdai  und  deren  Konvergenz  bei  wachsendem  n  nachweisen.  Zu  der 

Behufe  wird  man  die  betreffende  Kurve  am  zweckmaBigsten  in  2"  o-leich 

dS-rrlegn  Und  lle“  ^onverSenzbeweis  zuerst  fur  diese  Teilun 

des  a  fT'  8  ‘  aber  aUcb  °hne  je8licte  Schwierigkeit  vennog 
uf  komplexe  faroBen  bezogenen  2.  Theorems  von  Kan.  1  «  : 

sgood,  Funktiouentheorie.  I.  2.  Aufl.  ,  ® 

2  3 
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Alsdann  wird  nock  nachtraglich  durch  eine  leichte  Untersuchung  die 
Konvergenz  fur  eine  beliebige  Zerlegung  dargetan.  Die  in  den  Formeln 
(2  i  bis  (8),  §  1,  ausgesprocbenen  Satze  erfolgen  jetzt  sofort. 

Nachdem  die  Untersucbung  nun  soweit  gediehen  ist,  sieht  man 
leicbt  ein,  wie  der  Begritf  der  gleichmaBigen  Konvergenz  einzufiihren 
und  mit  deren  Hilfe  der  unter  II)  ausgesprocbene  Satz  zu  beweisen  ist. 
Setzt  man  namlick 

n  —  1 

Sn  =  s(z,  n)  =  ^  <p(tif  z)A iit 

i  =  0 

so  kommt  es  bloB  darauf  an  zu  zeigen,  daB 

|  s(z,  n)  -  s{z,  n)  |  <  s 

bleibt,  sobald  nur  n,  n  m  genommen  sind,  wobei  in  von  z  nicht 
abhangt. 

Was  zuletzt  noch  den  Cauchy schen  Satz  III)  anbetritft,  so  muB 
man  sich  ja  nach  einem  wesentlich  neuen  Beweise  desselben  umsehen. 
In  der  Tat  ist  auch  ein  solcher  Beweis,  wie  man  ikn  bier  braucht, 
im  vorhergehenden  Paragraphen  angedeutet,  und  zwar  geschah  das 
im  AnschluB  an  die  von  G  our  sat  herriihrenden  Untersuchungen. 

•  Hiermit  ist  die  Begriindung  der  Theorie  nach  dem  neuen  Ge- 
sichtspunkte  bewerkstelligt.  Die  genaue  Ausarbeitung  der  Einzelkeiten 
mochten  wir  dem  Leser  als  eine  wertvolle  Ubung  zur  Starkung  und 
Yerfestigung  seiner  Kenntnisse  aufs  wiirmste  empfehlen. 


Achtes  Kapitel. 


Mehrdeutige  Fimktionen  und  Riemannsche  Fliichen. 


§  1.  Die  Riemannsche  Flache  fiir  w  =  log£. 

Fur  die  Veranschaulichung  der  Vieldeutigkeit  einer  reellen  Funk- 
tion  einer  oder  zweier  reellen  Variabelen  hat  man  ein  aufierst  ein- 
faches  geometrisches  Mittel,  indem  man  die  zugehorige  Kurve  oder 
Flache  konstruiert.  Alsdann  laBt  sich  diese  in  der  Regel  derart  zer- 
legen,  daB  die  zu  untersuchende  mehrdeutige  Funktion  in  eine  Reihe 
eindeutiger  stetiger  Bestandteile  zerfiillt,  deren  Zusammenhang  mit- 
einander  leicht  zu  uberschauen  ist.  Die  entsprechende  geometrische 
Deutung  einer  komplexen  Funktion  eines  komplexen  Arguments  w=f(z) 
fuhrt  dagegen  auf  einen  vierdimensionalen  Pimktraum  und  ist  deshalb 
wemger  brauchbar.1)  Darum  verzichtet  man  auf  eine  vollstandige  ae0- 
metnsche  Veranschaulichung  des  Wertepaares  (w,  z)  durch  ein  emzhxes 
geometrisches  Element  und  begniigt  sich  mit  einer  Vorstelluno-  wo¬ 
n’11’011  wemgstens  die  verschiedenen  Bestimmungen  der  Funktion  w 
auseinander  gehalten  werden. 

Fangen  wir  mit  der  Funktion 


w  =  losr  z 


log 


+  i  arc  z 


Lmt  It  8  \°lr,at  70,1  'Verten>  diese  Funktion  an- 

lmmt,  stellten  wir  uns  m  Kap.6,  §  15  eine  eindeutige  stetige  Funktion 

1CT>  indem  wir  als  Bereick  1  die  .ran/e  ,  ,  ,  °“ 

'mail  a  i  i  oanze  z  hi  bene  exkl.  der  neo'ativpn 


—  n  <  arc  z  <  7c 

^ni¥ten  Wert  auwieseu.  Durch  diese  Funktion,  -  den  sogenannten 


®e“'nte,  welcheVanV^cliesem  ZweV  aU3gl!del,ute  sJsteme  geometri- 

""  d'e  «*««■*-  drddimeSnalen  Raumernden  k5""te'  ~ 


23* 
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Hauptivert  des  Logaritkmus,  die  sick  ja  in  T  analytisck  verkalt,  wurde 
der  durch  die  Geraden  v  =  jr,  v  —  —  it  begrenzte  Streifen  der  w  =  u-\-vi- 
Ebene  auf  den  Bereicb  T  ein-eindeutig  nnd  konform  absfebildet. 

o  o 

Auf  Gnmd  der  Festsetzuns: 

O 


(2  k  —  1)  %  <  arc  z  <  (2  k  -f  1)  jr, 

wo  k  eine  bestimmte  positive  oder  negative  ganze  Zalil  ist,  entstekt 
nun  wiederum  eine  in  T  eindeutige  analytiscke  Funktion,  die  T  auf 
den  durck  die  Geraden  v  =  (2k—  l)jr,  v  =  (2  k  -f  1)  7t  begrenzten 
Streifen,  —  wir  wollen  ikn  den  kten  Streifen  nennen,  —  konform  ab- 
bildet.  Den  Punkten  von  T  wiirden  auf  diese  Weise  je  zwei  Funktions- 
werte  zugewiesen  sein.  Um  dem  vorzubeugen,  denken  wir  uns  noch 
eine  zweite  Ebene  liber  der  ersten  ausgebreitet  und,  wie  jene,  langs  der 
negativen  reellen  Ackse  aufgescknitten.  Diese  Ebene  soli  die  Tragerin 
der  neuen  Funktionswerte  sein  uud  als  T M  bezeicknet  werden. 

Jetzt  fiikre  man  fiir  jeden  positiven  und  negativen  ganzzakligen 
Wert  von  k  eine  solcke  Ebene  ein.  Diese  Ebenen  sollen  in  beliebig 
kleinen  Abstanden1)  voneinander  verlaufen  und  nack  der  GroBe  von 
k  geordnet  werden,  die  den  positiven  Werten  von  k  zugekorigen  etwa 
nack  oben.  Hierbei  stoBt  der  Bereick  T&  an  die  negative  reelle 
Ackse  von  zwei  Seiten  ker.  Denjenigen  Rand,  welcker  die  positive 
(negative)  Halbebene  begrenzt,  wollen  wir  mit  Ck+  {Gk  )  bezeicknen. 
Alsdann  entsprecken  der  positive  Rand  Ck+  von  1 und  der  nega¬ 
tive  Rand  £*  +  1  von  beide  der  Geraden  v  =  (2 k  +  1)jt.  DemgemaB 

wollen  wir  uns  diese  Bereicke  zu  einem  zusammenkangenden  Ganzen. 
dadurck  versckmolzen  denken,  daB  wir  Ck+  und  (7*  + 1  unter  leickter 
Deformierung  der  Bereicke  in  der  Nake  besagter  Ranker  nack  obent 
bzw.  nack  unten  kin  zur  Koinzidenz  bringen.  Gesckielit  dies  filr  alle* 
Werte  von  k:  k  =  0,  ±  1,  ±  2,  .  .  so  entstekt  kierdurck  eine  Flacke, 
welcke  sick  nirgends  durcksetzt  und  deren  Blatter  im  aUgemeinem 
aus  Ebenen  besteken;  nur  in  der  Nake  der  negativen  reellen  Ackse. 
weicken  die  Blatter  ein  wenig  von  Ebenen  ab.  Em  Quersckmtt  den 
Flacke,  welcker  durck  eine  auf  der  negativen  reellen i 
Achse  sellkrecht  stehende  Ebene  entsteht,  wird  durch  bei- , 
irefiiwte  Zeichnung  veranschaulicht.  Im  iibiigen  ent 
F1|!  "•  spricht  dem  Punkte  t  -  0  kein  Punkt  der  Flache,  welchej 

hier  eben  nickt  definiert  ist. 


1)  Mao  kann  diese  Abstande  ahe  glei^  nehMe„  oder^  »^uch  ^ 

ammen,  daB  silmtliche  lilattcr  in  be  leiger  ((-+1)“"  Blatte  etwa  gleict' 

ian  die  Entfernung  zwischen  dem  k  und  dem  l  -t- 
/(I  +  V)  setzt  und  dabei  *  >  0  beliebxg  klein  wahlt. 


§  1.  Die  Riemannsche  Fl&che  fur  w  >° S~-  ,  ^ 

.  i cf  anf  die  {)-anze  eiidliclie  ^C'Ebene 

Die  hiermit  >— in  gewlsser 

ein-eindeutig  und  stet>  g  •  ,  indem  ihre  Punkte 

r h  t  t  den 

Punkt  P  einen  beliebigen  Weg  auf  der  Flache  beschre.ben  und  ver- 
Lgt  man  dabei  die  Anderung  der  Funktion  ,»  lungs  dieses  Weges, 
so  wird  man  zu  einem  bestimmten  Endwert  gefuhrt,  welcber  nur  dann 
mil  dem  Anfangswert  uberemstimmen  wird,  wenn  der  Weg  ein  auf 
,1er  Fliiche  geschlossener  ist  Hierzn  genugt  namlicb  mcht,  daB  seme 
Projektion  auf  die  schlichte  Ebene  blob  geschlossen  sei,  vielmehr 
mufi  sein  Endpunkt  uberdies  in  demselben  Blatte  liegen,  wie  sein 
Anfangspunkt.  Denkt  man  sick  jene  Projektion  als  einen  delmbaren 
FadenT  welcker  frei  in  der  Ebene  hin-  und  kergescboben  werden  kann, 
und  sick  auck  kreuzen  darf,  so  wird  ikr  stets  dann  und  nur  dann 
ein  auf  der  Flache  geschlossener  Weg  entsprechen,  wenn  sie,  okne 
den  Punkt  g  =  0  zu  iibersckreiten,  stetig  auf  einen  Punkt  z0  H=  0  zu- 
sammengezogen  werden  kann. 

Die  Abbildung  der  mekrblattrigen  Flacke  auf  die  w- Ebene  ist 
zwar  eine  ein-eindeutige  und  stetige,  in  der  Nake  der  negativen  reellen 
Ackse  kort  sie  aker  auf,  konform  zu  sein.  Dieser  Ubelstand  laBt  sick 
auf  zweierlei  Weisen  beseitigen.  Erstens  konnen  wir  den  Abstand  der 
Blatter  voneinander  gegen  0  abnekmen  lassen,  derart,  daB  die  Ab¬ 
bildung  immer  nock  mekr  einer  konformen  zustrebt.  In  der  Grenze 
fallen  alle  Blatter  zusammen.  Hierdurck  wird  man  zur  Yorstellung 
einer  mekrfack  zaklenden  Ebene  gefuhrt,  deren  Blatter  nach  obiger 
Vorsckrift  zusammenkangen. 

Eine  andere  VVeise,  die  ausnakmslose  Konformitat  der  Abbildung 
aufreckt  zu  erkalten,  bestekt  darin,  den  Abstand  der  Blatter  von- 
einander,  der  Ansckaulichkeit  kalber,  immer  nock  als  klein,  jedock 
jetzt  als  unveran  der  lick  zu  nekmen,  und  dann  eine  Nickt-Euklidiscke 
MaBbestimmung  auf  der  Flacke  einzufiikren,  wobei  die  Lange  einer 
Kurve  als  gleick  der  entspreckenden  Lange  ikrer  Projektion  auf  die 
2-Ebene,  und  ebenso  der  Winkel,  unter  welckem  sick  zwei  Kurven 
sclineiden,  als  gleick  dem  W  inkel,  unter  welckem  sick  ihre  Projek- 
tionen  auf  die  s-Ebene  sclmeiden,  erklart  werden.  Welcker  der  beiden 
Vorstelluugen  man  sick  auck  immer  bedienen  nidge,  man  denkt  sick 
doch  die  mehrblattrige  Flacke  selbst  in  der  Niike  der  Verzweigungs- 
schnitte  als  konform  auf  die  scklickte  Ebene  bezogen. 
■^Diejnermit  erklarte  Flacke  keiBt  die  Riemannsche  Flache1)  fur 

h  Rieruann,  Inauguraldissertation,  Nr.  5,  1851,  Werke,  S  7 
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die  b  unktion  logs.  Irn  Punkte  s  =  0  hangen  unendlich  viele  Blatter 
zusammen,  welche  sich  um  diesen  Punkt  herumwinden  und  verschie- 
denen  Bestimmungen  oder  Zweigen  der  Funktion  entsprechen.  Dem- 
gemaB  heiBt  dieser  Punkt  nach  Riemann  ein  Windings-  oder  Ver- 
zweigungspunht  unendlich  holier  Ordnung.  Er  gehort  nicht  zur  Flache 
Ahnliches  gilt  auch  vom  Punkte  s  =  oo.  Die  Flache  ist  ausnaWos 
ein-eindeutig  und  konform  auf  die  endliche  w-Ebene  abgebildet.  Ferner 
beiBt  die  negative  reelle  Achse  ein  Verzweigungsschnitt.  Er  verbindet 
bier  die  beiden  Punkte  z  =  0  und  z  =  oo.  Seine  genaue  Lage  ist 
belanglos,  so  lange  er  nur  diese  beiden  Punkte  miteinander  verbindet 
und  sich  selbst  nicht  iiberschneidet.  So  hatte  man  ebenso  gut  die  posi¬ 
tive  reelle  Achse  oder  die  Kurve  y  =  x  log  x  nehmen  konnen.  Die 
Begrenzungen  der  Streifen  in  der  w-Ebene  hatten  sich  dann  auch  in 
entsprechender  Weise  verschoben  und  waren  insbesondere  nicht  stets 


geradlinig  geblieben.  Dabei  entstehen  aber  die  Streifen  nach  wie  vor 
alle  aus  einem  einzigen  derselben,  indem  dieser  parallel  der  imaginaren 
Achse  um  Vielfache  von  verschoben  wird. 

Die  ebene  Riemannsche  Flache  kann  man  in  leicht  ersichtlicher 
Weise  auf  die  Kugel  stereographisch  projizieren.  Im  vorliegenden 
Falle  entsteht  dann  eine  mehrfach  iiberdeckte  Ivugelflache,  deren 
Blatter  sich  unendlich  oft  um  die  beiden  Pole  herumwinden,  sonst 
aber  schlicht  verlaufen.  Auf  der  Kugel  erscheinen  ubrigens  die  beiden 
Yerzweigungspunkte  als  gleichberechtigt. x) 

Auch  die  stereographische  Projektion  der  w -Ebene  ist  von  In- 
teresse.  Dabei  gehen  die  Streifen  in  Sicheln  fiber,  (wenn  diese  Be- 
zeichnung  ffir  eine  ahnlich  gestaltete  Figur  aul  dei  Kugel  gestattet 
ist,)  welche  im  Nordpol  alle  eine  gemeinsame  Tangente  haben,  und 


1)  Der  Leser  wird  fernerhin  auf  die  treffliche  Auseinandersetzung  des  Be- 
crriffs  der  Riemannschen  Flache  bei  Burk  hard  t,  Analytische  Funktionen, ,  5.  Ab- 

o  » 

schnitt  verwiesen. 
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§  2.  Die  Riewannsche  Flache  fur  w  -  • 

deren  jede  ein  voiles  Blatt  der  r-Flache  vertritt.  Hierdurch  spnngt 
auch  die  Tatsache  in  die  Augen,  dad  die  Funktion  e"  m  del  a  e 
dee  wesentlicken  singularen  Punktes  w  =  oc  jedem  vorgegebenen 
Werte  beliebig  nabe  kommt. 

Dreht  man  die  Kugel  endlich  durcli  einen  Winkel  von  1  HO  Drad 
um  denjenigen  Durchmesser,  dessen  Endpunkte  den  W  erten  w  =  1,-1 


entsprecben,  und  projiziert  man  sie  dann  wieder  auf  die  w-Ebene  zu- 
riick,  so  erlialt  man  die  Abbildung,  welcke  der  Funktion 


entspricbt. 


z  =  e1  w 


§  2.  Die  Riemannsche  Flache  fiir  w  =  zm. 

Sei  zunacbst  tn  =  1  /«,  wo  n  eine  uattirliche  Zabl  ist,  und  man  setze: 

tv  =  zl'n,  z  =  rev*,  tv  =  Re**. 

Als  Bereick  T  nehme  man  die  ganze  ^-Ebene  exklusive  der  positiven 
reellen  Acbse  nebst  dem  Punkte  z  =  0.  Durcli  passende  Bestimmung 
des  Funktionswertes  in  jedem  Punkte  von  T  (vgl.  Kap.  6,  §  12)  ent°- 

steht  dann  eine  in  T  eindeutige  analytische  Funktion  von  die  T 
aut  das  Inn  ere  des  Winkels 

0  <  0  <  V  >  0  <  11  <  oo 

“  der  “,'Ebene  ein-eindeutig  und  kouform  abbildet.  Diesen  ersten 
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Bere.ch  bezeicline  man  mil  JW  und  breite  man  „  _  l  { 

l.che  Beremhe  T[!I,  .  . .  T«  fiber  der  r-Ebene  aus,  wobei  T*+ " 

liegen  moge.  Dann  kann  man  letztere  durch  zweckmaBige  Be- 

stimmung  des  Fuuktionswerts  in  jedem  ihrer  Punkte  bzw.  anf  die 
weiteren  Wmkel 


fc  =  2, 


n, 


konform  abbilden.  Jetzt  wird  man  die  n  Blatter' in  gehoriger  Weise 
mitemander  verbinden  und  zwar  so,  daB  man  zuerst  den  negatlven  Rand 
des  ersten  mit  dem  positiven  Rande  des  zAveiten  Blattes  (vgl.  §  1)?  sodann 
den  negativen  Rand  des  zweiten  mit  dem  positiven  Rande  des  dritten 
Blattes  usw.  zur  Koinzidenz  bringt.  ScblieBlich  bleiben  nur  noch 
zwei  Rander  iibrig,  namlich  der  positive  Rand  des  ersten  und  der 
negative  Rand  des  n- ten  Blattes.  Diese  entsprechen  einander  gegen- 
seitig  und  sollen  desbalb  aucb  zusammengefiigt  werden,  was  aller- 
dmgs  eifoidert,  daB  die  Flacbe  sicli  durchsetzt,  wofern  Avir  die  Vor- 
stellung  eines  vierdimensionalen  Raumes  nicht  beranzieben  wollen. 
Die  Linien,  langs  deren  ein  Blatt  ein  anderes  durchstoBt,  sind  indessen 
ftir  beide  Blatter  belanglos.  Denkt  man  sicb  endlich  den  Abstand 
der  Blatter  voneinander  als  klein,  so  gelangt  man,  wie  in  §  1,  zur 
Riemannschen  Flacbe  fur  die  Funktion  z1/n. 

Im  Punkte  z  =  0  bangen  n  Blatter  im  Zyklus  zusammen,  des- 
lialb  beiBt  der  Punkt  ein  Verzweigungspunli  (n  —  1  )-ter  Ordnung.  1st 
insbesondere  n  =  2,  so  spricht  man  von  einem  einfachen  Verzweigung-s- 
punkte.  Wie  wir  spater  sehen  werden,  kann  man  sicb  einen  Ver- 
zweigungspunkt  (n  —  l)ter  Ordnung  als  durch  das  Zusammenriicken 
von  n  —  1  einfachen  Verzweigungspunkten  entstanden  denken.  Abn- 
liches  gilt  aucb  vom  Punkte  z  —  oo.  Durch  stereograpbiscbe  Pro- 
jektion  der  ebenen  Flache  auf  die  Kugel  werden  die  beiden  Ver- 
zweigungspunkte  unter  einen  einbeitlicben  Gesichtspunkt  gebracbt. 
Den  Ubergang  von  der  z-  zur  w-Kugel  kann  man  sicb  iibrigens  in 
ahnlicher  Weise  bewerkstelligt  denken,  wie  in  Kap.  6,  §  12  bei  der 
Uberfiihrung  des  Kugelzweiecks  der  #-Kugel  in  die  voile  w-Kugel  des 
naberen  auseinandergesetzt  wurde. 

Die  w-bliittrige  Umgebung  des  Verzweigungspunktes  z  =  0  wird 
auf  die  scblicbte  Umgebung  des  Punktes  w  =  0  ein-eindeutig  und  stetig 
und,  vom  Punktepaare  iv  =  0,  z  =  0  abgeseben,  aucb  konform  be- 
zogen.  Ein  solcher  Punkt  wie  w  =  0,  also  ein  Punkt,  dessen  scblicbte 
Umgebung  auf  die  Umgebung  eines  Verzweigungspunktes  endlicker 
Ordnung  abgebildet  wird,  heiBt  ein  ausgezeiclmeter  oder  merkwikdiger 


§  2.  Die  Riemannsche  Flache  fur  w  — 
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Verzweigungsschnitt  .jede  andere  Kurve  nehmen  konnen,  die  nur  die 
beiden  Verzweigungspunkte  e  =  0,  oo  miteinander  yerbindet  und  sich 
selbst  nicbt  iiberscbneidet. 

Durch  die  Funktion  zl‘n  wird  also  die  w-blattrige  Rieinamische 
Flache  ausnahmslos  ein-eindeutig  und  stetig,  und  ini  allgemeinen  kon- 
form,  auf  die  schlichte  Ebene  abgebildet.  *)  Nur  in  den  A  erzweigungs- 
punkten  hdrt  die  Beziehung  auf,  konform  zu  sein.  In  der  Tat  wird 
dort  ein  Winkel  a,  unter  welchem  zwei  Kurven  der  £-Ebene  zusammen- 
stoBen,  auf  den  n-ten  Teil  desselben,  cc/n,  verkleinert.  Aber  auch 
die  GroBe  der  Figuren  wird  unendlich  verandert.  Genauer  gesagt: 
Sind  &z,  A w  zwei  entsprechende  dem  Punkte  z  =  0  bzw.  w  =  0  be- 
nachbarte  Punke,  so  ist 


A iv  |  =  i  A^  |”, 


wonack  sich  die  Entfernungen  dieser  Punkte  yon  den  beiden  festen 
Punkten  z  =  0  bzw.  w  —  0  als  unendlich  kleine  GroBen  verschiedener 
Oudnungen  erweisen: 


Ai  =  0  A2  ’  A:  =  0  A Z  l/» 


Einem  beliebigen  Werte  von  z  entsprechen  im  aUgemeinen  n  ver- 
schiedene  Werte  von  w.  Niihert  sich  z  dem  Verzweigungspunkte 
*  =  0,  so  nahern  sich  zugleich  die  entsprechenden  n  Werte  von  w 
ein  und  demselben  Grenzwerte,  namlich  der  0,  welchen  sie  denn  auch 
in  der  Grenze  wirklich  erreichen,  so  daB  also  iin  Verzweigungspunkte 
z  ~  §  n  Werte  der  Funktion  zusammenfallen. 

Sei  jetzt  m  =  piq  eine  beliebige  rationale  Zalil,  wobei  q  >  0  und 

p  teileiii erode  gauze  Zahlen  sind.  Durch  Eiufiihrung  einer  dritten 
Variabelen  t : 


z  -  t\  w  =  t* 


wird  die  schlichte  GEbene  nach  dmn  _ ^  • 
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g-blattnge  s-Flache,  sodann  aucli  auf  eine  ^-blattrige  sr-Flache1)  ab- 
gebildet.  Und  nun  sieht  man,  dab  diese  £-Ebene  hiermit  geradezu 
eme  ein-eindeutige  Beziehung  zweier  Riemannsclier  Flachen  aufeinander 
vermittelt,  wovon  die  eine  iiber  der  0-Ebene  ausgebreitet  ist  und  zur 
Veranschaulichung  der  Funktion 

tv  =  zplq 

dient,  wahrend  die  andere  die  «^-Ebene  mehrfach  uberdeckt  und  in 
der  Vieldeutigkeit  der  inversen  Funktion 


z  =  vflt* 

Wandel  schafft. 

Ist  endlich  m  eine  irrationale  oder  eine  komplexe  Zalil,  so  hat  man 


iv 


—  gin  _  pin  log 


Z  =  W 1 


1  1 

..  ™  lo8  w 


Es  stellt  sich  mithin  in  beiden  Ebenen  eine  unendlich  vielblattrige 
Fliiche  ein,  gerade  wie  die  ^-Flache  fur  die  Funktion  w  =  log  z. 

Satz.  Ist  f(e )  ini  Punkte  z0  analytisch  und  nimmt  f(z)  dort  den 
Wert  wQ=  f  (z0)  ni-mal  an,  oder  hat  f(z )  in  z0  einen  Pol  m-ter  Ord- 
nang,  so  bildet  die  Funktion 

iv  =  f  (z) 

die  sehlichte  Umgebung  von  z0  auf  die  Umgebung  eines  in  w0  resp.  in 
w  =  oe  befndlichen  Verzweigungspunktes  (m  —  1  )-ter  Ordnung  ab.  * 
Setzen  wir  iv0  als  endlich  voraus,  so  ist  nach  Kap.  7,  §  8: 

(1)  w  —  w0  =  (z  —  z0)m  (f  (s) ,  (p  (%)  +  0 . 

Sei  b  eine  bestimmte  m-te  Wurzel  von  (p(z0).  Daun  laBt  sich  nach 
Kap.  6,  §  7  eine  Funktion  Z  =  (z)  bestimmen,  welche  im  Punkte  z0 

analytisch  ist,  dort  den  Wert  b  annimmt,  und  endlich  in  der  Um¬ 
gebung  von  z0  der  Gleichung 

(P  0)  =  z'n 

geniigt.  DemgemaB  kann  man  die  Gleichung  (1)  durch  die  Gleichung 

(2)  w  -  tv o  =  {  0  -  *0)  ^  W  }  * 

ersetzen,  sofern  es  sich  blob  urn  solche  Losungen  (w,  *)  von  ( 1)  han- 
delt,  wofiir  z  der  betreffenden  Umgebung  von  z0  angehdrt. 

1)  Der  Fall  p  <C  0  wird  vermoge  der  Transformationen  w  =  f  Mn  ui  t 
erledigt. 
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Wir  wollen  jetzt  eine  neue  Variabele  t  durch  die  Relation: 

(3)  t -(8  —  8 0)  if  (?) 

einfiihren.  Hierdurch  wird  die  Umgebung  von  z0  ein-eindeutig  und 
konform  auf  diejenige  von  t  =  0  bezogen,  denn 

siL=,i=,'’(2«)+0' 

Andererseits  wird  w  mit  t  wegen  (2)  und  (3)  durch  die  Beziehung 
verkniipft: 

iv  —  iv  0  =  tm, 

so  dafi  also  die  schlichte  Umgebung  von  t  =  0  auf  die  Umgebun 
eines  in  w0  befindlichen  Verzweigungspunktes  ( m  —  l)-ter  Ordnun 
abgebildet  wird.  Hieraus  ergibt  sich  der  zu  beweisende  Satz. 

An  die  Entwickluugen  dieses  Paragraphen  kniipfen  wir  nock 
einen  zahlentheoretischen  Satz: 

Es  ist 

+  ojA  H - f  ank  =  0, 

tco  (on  die  n  n-ten  Einheitsivurzeln  sind  und  k  eine  beliebige, 

nicht  durch  n  teilbare  ganze  Zahl  bedeutet. 

Es  geniigt  offenbar,  den  Beweis  fiir  den  Fall  zu  fiihren,  daB 
0  <  k  <  n  ist.  Sei 

(4)  wn  =  z, 

und  man  bezeichne  mit  wt,  .  .  .  wn  die  den  verschiedenen  Blattern  der 
Riemannschen  Fliiche  entsprechenden  Bestimmungen  der  Funktion  iv. 
Bildet  man  dann  die  Funktion 


wi  +  wf  +  •  •  •  +  ivnk, 

so  hat  man  vor  allem  eine  eindeutige  Funktion  von  z  vor  sich,  welche 
m  jedem  Punkte  z  +  0  analytisch  und  selbst  fiir  z  =  0  stetig  ist. 

aher  muB  sie  auch  fiir  z  =  0  analytisch  sein,  sie  erweist  sich  somit 
als  eine  ganze  Funktion  g(z).  Da  nun  endlich 


ist,  so  folgt: 


lim  __  (j 

r  =  co  Z 


Jetzt  bleibt  nur  nocli 
der  Beweis  ist  ferti<>\ 

O 


g(e)  =  o. 


iibrig,  den  Wert 


z  —  1  in  (4)  einzutragen,  und 


bo  bo 
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Hierher  gehort  auch  der  Argandsche  Beweis1)  des  Fundamental- 
satzes  der  Algebra.  Sei 

^  (^)  =  aoz  "P  a\Zn  1  +  •  •  •  4-  an,  a0  =|=  0,  n  >  0, 
ein  beliebiges  Polynom.  Dann  hat  G(z)  eine  Wurzel. 

In  der  Tat  ist  |  G  (z)  |  eine  reelle  positive  stetige  Funktion  von 
x’  V  (/  =  x  +  iy),  welcbe  beim  Grenziibergang  z  =  oo  unendlich  wird, 
und  daber  notwendig  im  Endlicben  ein  minimum  minimorum  erreicht. 
Sei  z0  ein  Punkt,  wofiir  dies  eintritt.  Es  muB  dann 

|  G  (z0)  =  0,  und  somit  auch  G(z0)  =  0 
sein.  Ware  namlich  j  G  (^0)  |  >  0,  so  ziehe  man  die  durch  die  Funktion 

w  =  G  (z) 

definierte  konforme  Abbildung  in  Betraclit.  Dabei  geht  die  schlichte 
Umgebung  von  £0  in  eine  schlichte  Umgebung  von  iv0  =  G(z0)  resp. 
in  eine  Windungsflache  um  letzteren  Puukt  iiber.  In  beiden  Fallen 
gibt  es  aber  Bildpunkte  w ,  deren  Abstand  vom  Punkte  w  =  0  weniger 
als  w0  betragt,  also  dementsprechend  Werte  z,  wofiir  |  Giz)  |  <  G(z0)  | 
ist,  was  der  Voraussetzung  beziiglich  z0  zuwiderlauft.  Hiermit  ist  der 
Beweis  erbracht. 

Aufgabe.  Man  zeige,  daB  z  =  oo  ein  ausgezeichneter  Punkt 
(n  -  l)-ter  Ordnung  fiir  die  Funktion  iv=f(z )  sein  wird,  falls  f(p) 
einen  Pol  n- ter  Ordnung  oder  eine  M-fache  Wurzel  dort  hat,  oder  den 
Wert  b  =  f(oo)  n-mal  annimmt. 


§  3.  Die  Riemannsche  Flache  fiir  eine  gebrochene  Potenz  einer 

rationalen  Funktion. 

Wir  wollen  die  Riemannsche  Flache  fiir  die  Funktion 


(1)  w  =■  y  (js  —  a)  o  —  fc)  (*  -  «) 

konstruieren,  wo  a,  b,  c  drei  beliebige  getrennt  liegende  Punkte  der 
r-Ebene  sind.  In  diesen  Punkten  hat  w  nur  den  einen  Wert  0,  sonst 
nimmt  to  zwei  verschiedene  Werte  an.  DemgemaB  breiten  wir  zwei 
Blatter  iiber  der  o-Ebene  ans,  legen  dann  dureb  a,  b,  c  eine  Rurve  R, 


1)  Argand,  Essai  cur  une  manure  de  reprisenter  les  quantites  imaginairec 
dam  les  constructions  geometriques,  Paris,  1806;  2.  Aufl.,  Ians,  18,  ,  . 
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welche  wir  noch  naeli  der  einen  Ricbtung  hin  ins  Unendliche  fort- 
setzen,  und  schneiden  die  beiden  Blatter  langs  S  auf.  Es  kommt  uns 
nun  yor  aUem  darauf  an,  zu  zeigen,  daB  wir  die  beiden  Bestimmungen 
von  w  den  Punkten  der  zerscbnittenen  Blatter  so  zuordnen  konnen, 
daB  zwei  daselbst  eindeutige  analytisehe  Funktionen  zu  stande  kornmen. 

Der  Beweis  gestaltet  sicli  durchaus  elemental',  mdem  wir  uns 
einer  expliziten  Darstellung  der  beiden  ^^'-Werte  bedienen.  Setzen 
wir  namlich 


s  —  c  =  e0j/, 


(2)  z-a  =  r^\  z-b  =  *  -  *  - 's« 

so  laBt  jeder  der  Winkel  6i  eine  Bestimmung  zu,  welcke  in  besagtem 
Bereiche  eindeutig  und  stetig  verlautt.  In  der  lat  sei  z0  ein  beliebiger 
innerer  Punkt  des  Bereiches  und  sei  eine  Bestimmung  von  9l 
in  z0.  LaBt  man  nun  z, 
von  z0  ausgehend,  einen 
beliebigen  geschlossenen 
Weg  durcblaufen,  der  G 
auch  iiberschreiten  darf  und 
nur  nicbt  durch  z  =  a  geben 
soli,  wahrend  sick  6I1  zu- 
gleicli  mit  z  stetig  andert, 

O  O  7 

so  kann  0l  nach  vollendeter 
Beschreibung  besagten 

Weges  offenbar  einen  von  verschiedenen  Wert  erhalten,  falls  der 
Weg  den  Punkt  z  =  a  umkreist  hat.  \Terabreden  wir  uns  indessen,  daB 
er  (S  nicht  passieren  soli,  so  leuchtet  schon  ein,  daB  ein  solckes  Vorkomm- 
nis  hiermit  ausgeschlosseu  i st.  Hieraus  erhellt  ferner,  daB,  wenn  wir 
mit  einem  zweiten  Punkte  z  des  bewuBten  Bereiches  durch  irgend 
zwei,  G  nicht  tiberschreitende  Kurven  verbinden  und  dann  6X  liings 
beider  Kurven  stetig  fortsetzen,  0X  damit  beidemal  den  namlichen  End- 
wert  in  z  erhalten  muB. 

Um  einen  strengen  Beweis  fur  die  Moglichkeit  der  gewiinsckten 
Bestimmungen  von  0t  zu  liefern,  wahlen  wir  die  Bezeichnuno-en 


so,  daB 


a  —  a  - f-  id 


b  +  ib"f  c  =  c  - f-  id 


d'  >  b"  > 


111  7<l  lefn ,wir/erner  durdl  jed™  dieser  Puukte  einen  Halb- 
,  (c>  °°)>  der  mit  der  positiven  reellen  Achse 

den  W.nkel  0  einschlieBt.  Sei  .  ein  beliebiger  von  l,  e  yersebie! 
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dener  Punkt  der  Ebene.  Dann  setzen  wir 

z  —  a  =  rx  efK*,  z  —  b  =  r2e^\  z-c  =  r,e^\ 

wobei 

0£(fi<2jt,  i  =  i?  2,  3, 

genommen  werden  soli.  Im  iibrigen  soli  fur  den  Fall,  dab  a"  =  b" 
sein  sollte,  a<b'  genommen  werden;  und  ebenso  b'  <  c,  wenn 
b"  =  c"  1st. 

Als  Kurve  (I  wollen  wir  jetzt  die  gebrochene  Linie  nebmen,  die 
aus  den  geraden  Strecken  (a,  b ),  ( b ,  c)  und  dem  Halbstrabl  (c,  oo) 
bestebt.  In  dem  durcb  (5  und  den  Halbstrabl  (a,  oo)  abofesrenzten, 
unterbalb  (a,  oo)  gelegenen  Teil  der  Ebene  sei 

di  =  <Pi  ~ 

sonst  sei  9X  =  cpv  Liegen  insbesondere  sowobl  b  als  c  auf  (a,  oo), 
so  soli  ausnabmslos  9X  —  cpx  sein.  Ebenso  sei  in  dem  durcb  (&,  oo), 
( b ,  c )  und  (c,  oo)  abgegrenzten,  unterbalb  (b,  oo)  gelegenen  Teil  der 
Ebene 

02  =  cp.2—  2%\ 

sonst  aber  sei  0.2  =  qp2.  Sollte  dagegen  c  auf  (b,  oo)  liegen,  so  sei 
stets  02=  cp2.  Endlicb  sei  d3  =  <p3.  Hiermit  baben  wir  solcbe  Be- 
stimmungen  von  0{  gewonnen,  wie  wir  sie  wunscbten. 

Um  nunmebr  die  in  Aussicbt  genommene  Verteilung  der  -Werte 
in  zwei  Klassen  zu  erzielen,  geniigt  es, 

61  +  62  +  63  ^ 

(°)  tv x  =]/r1r2r3  e  '  ,  iv2=  —  wx, 

zu  setzen. 

Untersucben  wir  jetzt  das  Verbalten  dieser  Funktionen  langs  (£. 
Am  negativen  Ufer  der  ersten  Strecke  ( a ,  b)  von  6  nimmt  0X  Werte 
an,  welcbe  um  2 it  groBer  als  die  entsprecbenden  Werte  am  positiven 
Ufer  sind.  Dagegen  haben  92  und  93  an  beiden  Ufern  gleiche  Werte. 
Infolgedessen  stimmt  dort  wx+  mit  wf  und  ebenso  wx~  mit  w2+ 
iiberein.  Dementsprecbend  wollen  wir  das  positive  Ufer  des  ersten 
Blattes  mit  dem  negativen  Ufer  des  zweiten,  und  gleicbfalls  das  po¬ 
sitive  Ufer  des  zweiten  mit  dem  negativen  Ufer  des  ersten  Blattes 
langs  dieser  Strecke  verbinden. 

(lehen  wir  weiter  und  zieben  jetzt  die  Strecke  ( b ,  c )  in  Betracbt, 
so  zeigt  sicb  hier,  daB  sowobl  9X  als  02  am  negativen  Ufei  um  Lit 
groBer  als  am  positiven  Ufer  sind,  wabrend  03  an  beiden  Ulern 
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Meiche  Werte  erhiilt.  Daher  bleibt  der  Exponentialfaktor  eindeutig 

U  der  Strecke  (M),  und  JedeS  der  b!'den  Blatter  iarf  m'thm 
dort  wieder  zu  einem  scbliehten  Blatte  erganzt  werden 

Was  endlich  die  letzte  Strecke  (c,  oc.)  von  (S  anbetrifft,  so  kon- 
statiert  man  hier  ein  ahnliches  Verhalten,  wie  langs  der  ersten  Strecke 
(a,b),  so  dab  also  die  beiden  Blatter  kings  dieser  Lime  meinander 

iibergehen.  . 

Hiermit  ist  die  Kiemannsche  Flache  fertig.  Sie  hat  vier  V  er- 

zweigungspunkte:  z  =  a,b,c,co.  Heben  wir  wiederum  an  dieser 

hervor,  dab  die  genaue  Lage  der  Verzweigungsschnitte  belanglos  ist, 

nur  die  Verzweigungspunkte  stelien  fest.  So  konnten  wir  beispiels- 

weise  jeden  anderen  der  Verzweigungspunkte  mit  dem  Punkte  z  —  oo , 

und  darauf  die  beiden  anderen  miteinander  durcli  \  erzweigungsscknitte 

verbinden.  Das  Resultat  wiirde  eine  ebenso  braucbbare  Kiemannsche 

Flache  fiir  die  vorgelegte  Funktion  sein. 


(4) 


Betrachten  wir  jetzt  die  Kiemannsche  Flache  fur  ic,  wo 

w~  =  (z  —  a)2[z  —  c ) 


ist.  Hier  legen  wir  vorab  wieder  eine  Kurve  (£  durch  die  Punkte 
z  =  a,  c,  cc,  setzen  ferner 


a  -  -  re0*. 


z  —  c  —  r  e°  * 


und  erhalten  so,  wie  vorhin,  eindeutige  stetige  Bestimmungen  von  0, 
8',  woraus  wir  dann  zwei  in  der  aufgescknittenen  Ebene  eindeuticre 
analytische  Funktionen: 


IV 


konstruieren.  Wenn  wir  nun  aber  die  V  erbindung  zwischen  den 
beiden  dazugehorigen  Blattern  herstellen,  so  zeigt  sich,  dab  diese  kings 
der  Strecke  (a,  c)  beide  schlicht  verlaufen,  erst  die  Strecke  (c,  oc) 
hefert  einen  Verzweigungsschnitt.  Im  Punkte  s  =  a  fallen  also  hier 
zwei  Werte  der  Funktion  iv  zusammen,  ohne  jedoch  zu  einer  Ver- 
zweigung  Anlab  zu  geben.  Hieruber  vgl.  man  ferner  §  17. 

Wlr  k“nnen  dieses  Vorkommnis  in  ein  belles  Licht  setzen,  in- 
deni  w  von  der  friiheren  Funktion  u>  der  Gleichung  (1)  nebst’  der 
znge  origen  Riemannschen  Flache  ausgehen,  und  dann  den  Verzweigungs- 
pu„U  b  als  veranderlich  ansehen.  Lassen  wir  h  aa  a  heranrucken 

leoan!  ,  7.  .VerzweiS«“g^cbnitt  (a,  b),  unter  geeigneter  Feed 

8  g  leiselbe“,  lmmer  kurzer  und  sehrumpft  noch  in  der  Grenze 
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zu  einem  Punkte  zusammeu.  Hiermit  bort  aber  auch  die  Verzwei- 
gung  auf,  denn  in  einem  einzigen  isolierten  Punkte  diirfen  zweiii 
Blatter  einer  Riemannscben  Flache  niemals  miteinander  zusammen- 
hangen,  derart,  dab  ein  beweglicher  Punkt  von  dem  einen  Blatte  ine 
andere  an  einer  solchen  Stelle  iibergehen  konnte,  —  es  ist  dies  ebem 
nine  Yerabredung  betreffend  die  Auffassung  einer  Riemannscben  Flacbe 
welche  vvir  hiermit  ein  fur  allemal  getroifen  baben  wollen. 

Die  in  diesem  Paragraplien  besprocbenen  Riemannscben  Flachen 
sind  dem  Werke  von  Neumann,  Abelsclie  Integrale,  2.  Aufl.,  1884 
Kap.  4,  §  4  entnommen. 

Aufgabe.  Man  stelle  die  Riemannscben  Flacben  fiir  folgend© 
Funktionen  her: 

ft  w  =Y(z  —  cj  •  •  •  (z  —  cn). 

Hier  stellt  sicb  eine  Verzweigung  im  Punkte  z  =  oo  ein  oder  nicht 
je  nacbdem  n  eine  ungerade  oder  eine  gerade  Zabl  ist. 


ft 


Im  Punkte  z  =  oo  findet  bier  keine  \  erzweigung  statt 


r) 

ft 

ft 


tv 


(*  —  <*«) 


(z  -  bj'  ■■■(z-  cjn 


tv 


tv 


.6 


(z  —  cy 
-  -  ft2  {z  -  ft3. 


Die  Funktion  tv  bat  bier  zwei  Verzweigungspunkte  2.  Ordnung  im 
Punkte  z  =  a,  drei  einfacbe  Verzweigungspunkte  in  z  =  b,  und  emeu 
V erzweigungspunkt  5.  Ordnung  im  Punkte  z  =  oo. 

Der  Leser  kann  sicb  leicbt  weitere  derartige  Beispiele  bildem 
Aucb  ist  es  nicbt  scbwierig,  den  allgemeinen  Fall  einer  beliebiger 
rationalen  Funktion  und  einer  beliebigen  rationalen  Poteuz:  ^  -  0 

zu  erledigen;  man  fange  etwa  mit  wn=  G  (ft  an,  wo  G(z)  ein  o  j 
nom  und  n  =  2,  3,  .  .  .  ist. 


zr. 
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In  den  vorhergehenden  Fallen  sind  wir  yon  einer  expliziten  Dan 
stellung  der  Funktion  ausgegangen,  der  wir  dann  ohne  wei  eres 
nahmen,  welche  Werte  wir  zusammenfassen  muBten,  um 
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iv 


■  Z. 
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deuti«,  stetige  Funktion  herzustellen  und  sonnt  die  luemaimsche 
Flache  aufzubauen.  Wir  wolleu  jetzt  eine  Methode  kennen  lernen, 
woduvck  wir  die  Riemannsche  Fliiche  auch  fur  erne  durcli  eine  mchfc 
aufgeloste  Gleichung  gegebene  Funktion  konstruieren  konnen.  Zu 
dein  Zwecke  behandeln  wir  zuerst  das  Beispiel1) 


^  w3  —  3w  =  Z. 

Zunachst  siekt  man,  daB  als  Funktion  von  tv  betrachtet,  fur  alle 
endlichen  Werte  von  w  eindeutig  und  analytisck  ist.  1st  also  (tv0,  z0) 
ein  der  Gleichung  (1)  geniigendes  Wertepaar,  so  laBt  sich  die  Funktion 
g  =  f(w)  in  der  Nake  der  Stelle  w  =  w0,  z  =  z0  nach  Ivap.  6,  §  7 
umkehren,  sofern  nur 


ist,  also  sicker  fiir  alle  Wertepaare  (tv0,  z0)  mit  Ausnakme  der  beiden: 


tv'=-l  I  w"=  1  I 

s'  =2  I  s'  =  —  2  j  * 


Nun  sind  das  aber  gerade  diejenigen  w-  Werte,  wofiir  die  Gleichung  (1 ), 
als  eine  algebraiscke  Gleichung  zur  Bestimmung  von  tv  betrachtet, 
gleiche  Wurzeln  erhalt,  uamlich  die  Werte,  wofiir 


/„03-  ~z)  =  3m;2-  3  -  0 

ist.  Aus  dem  Grunde  wird  man  schon  vermuten,  daB  sich  die  ent- 
sprechenden  Punkte  z  =  2,  -2  als  Verzweigungspunkte  fur  gewisse 
Bestiminungen  der  Funktion  erweisen  werden. 

Jedem  Werte  yon  z  4=  2,  -  2  entsprechen  also  drei  verschiedene 
Werte  von  tv.  In  der  Nake  eines  solchen  Punktes  zQ  lassen  sich  ferner 
diese  Werte  nach  dem  soeben  angefuhrten  Satze  so  zusammenfassen, 
daB  die  drei  Systeme  je  eine  im  Punkte  *0  analytische  Funktion 

1  den>  wodurch  derm  auch  die  Umgebung  von  z0  auf  die  Umgebun^en 
der  drei  zugehorigen  Punkte  der  w- Ebene  konform  bezogen  wird 
Vap'  6,  §  8.  Dementsprechend  wollen  wir  drei  Blatter  iiber  der 


struiert  wll Vorlesun9  ,  wo  die  Riemannsche  Flache  kon- 

77 ■  .  ud-  ^ de  Funktion  war  bereits  von  Briot  et  BonmiPt  7 .. 
tlhptiqiies  2  Anfl  nu  1  a  , „  ,  ,r  ei  bouquet,  lionet  tons 

ereits  bei  A  uiseux,  Journ.  de  Math.  Bd  15  Mfiswn  <?  *7,  nt 

Osgood,  Funktionentheorie .  I.  2.  Aufl.  S>  ®71  VOr' 

t-4 
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s- Ebene  ausbreiten  und  dann  zusehen,  ob  sich  daraus  eine  Riemann- 
sche  blache  fur  die  Funktion  herstellen  lafit. 

Abbildung  der  Halbebenen.  Zu  dem  Beliufe  schneiden  wir  die 
diei  Blatter  langs  der  reellen  Achse  auf  und  suchen  die  Abbildung 
einer  jeden  der  sechs  Halbebenen  auf  die  w-Ebene  zu  bestimmen. 
Vor  allem  stellen  wir  die  Bildpunkte  der  Berandung  der  Halbebenen 
fest,  indem  wir  in  (1)  Reelles  und  Imaginares  trennen: 

(w  +  vi)s—  3  (u  +  vi )  =  x  +  I/ i, 

(2)  uz—  3uv2  —  3m  =  x,  ?>u2v  —  vz—  3v  =  w, 
und  darauf  y  =  0  setzen: 

v(?>u2  —  v2  —  3)  =  0. 

Hiernacb  besteben  die  Bildkurven  jener  Berandung  aus  der  reellen 
Achse  der  Ebene  nebst  der  Hyperbel 

(3) 

Durch  diese  Kurven  wird  nun  die  w- Ebene,  wie  man  ja  auch  er- 
warten  sollte,  in  sechs  Gebiete  zerlegt,  wovon  jedes  die  Abbildung. 
einer  der  sechs  Halbebenen  ausmacht,  was  wir  sogleich  noch  mit 
aller  Strenge  beweisen  werden  (ygl.  Fig.  82).  Diese  Gebiete,  sowobll 
als  die  Halbebenen  wird  man  als  abgeschlossene  Bereiche  der  erwei-- 
terten  Ebene  auffassen;  projiziert  man  sie  auf  die  Kugel,  so  er-- 
scheinen  ihre  Abbildungen  auch  in  gewohnlichem  Sinne  als  ab- 
geschlossen. 

Um  uns  liber  die  Abbildung  der  Gebiete,  in  die  die  w-Ebene 
hiermit  zerlegt  ist,  auf  die  Halbebenen  naher  zu  orientieren,  lassena 
wir  einen  Punkt  Q  den  Rand  dieser  Gebiete  der  Reihe  nach  be-- 
schreiben  und  beobachten  wir,  wie  sich  der  Bildpunkt  P  der  z- Ebene 
dabei  bewegt.  Wir  wollen  Q  zunachst  vom  Punkte  w  =  oo  ausgehen 
und  langs  der  positiven  reellen  Achse  hereinriicken  lassen.  Nach  (2) 
hat  x  dann  den  Wert 

x  =  u3  —  3  u 

und  nimmt  daher  zugleich  mit  u  bestandig  ab,  so  lange  nur 

^  =  3 u2  -  3  >  0,  also  u  >  1,  z  >  -  2 
clu 

ist.  Im  Punkte  to  =  1  angelangt,  setze  der  Punkt  Q  seinen  ^eg. 
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liinffs  der  Hyperbel  (3)  stetig  fort,  derart,  daB  v  >  0  wird.  Verfolgen 
wir  weiter  den  immer  noch  auf  der  reellen  Achse  y  -  0  verharrenden 
Bildpunkt  P,  so  hat  die  Abszisse  desselben  jetzt  den  Wert 

x  =  u3—  3  uv2—  3  a 

=  —  Sw3  +  6w. 

Ferner  ist 

—  6(4«2—  1)  <  0. 

du  v 


Hiernach  bewegt  sich  der  Punkt  P  bestandig  nach  links,  wenn  Q 
diesen  Ast  beschreibt,  und  zwar  riickt  P  zugleich  mit  Q  ins  Unend- 
licbe.  Beide  Punkte,  P  und  Q,  baben  nunmebr  eine  geschlossene 
Kurye  ihrer  erweiterten  Ebenen  bescbrieben,  und  diese  Kurven  ent- 
sprechen  sicb  in  ein-eindeutiger  stetiger  Weise. 

Des  weiteren  sei  w0>  1  ein  Punkt  der  reellen  Achse,  dessen 
Bildpunkt,  der  also  ebenfalls  auf  der  reellen  Achse  liegt;  im  iibrigen 
ist  ,z0>  — 2.  Die  Abbildung  der  Umgebung  dieser  beiden  Punkte 


aufeinander  wollen  wir  jetzt  ins  Auge  fassen,  vgl.  Fig.  81.  Da 
{ch/dw)w=Wo  =  3 uy—  3  reell  und  positiv  ist,  so  schlieBen  ein  von  w0 
ausgehender  Halbstrahl  und  seine  von  ausgehende  Bildkurve  gleiche 
Winkel  mit  ihren  bezuglichen  reellen  Achsen  ein.  Riickt  also  ein 
Punkt  w,  von  iv0  ausgehend,  in  die  obere  Halbebene  hinein,  so  be- 
tntt  dessen  Bildpunkt  *  auch  zunachst  seine  obere  Halbebene,  und 
zwar  wird  letzterer  stets  in  der  positiven  Halbebene  bleiben,  solans  w 
nur  mnerhalb  des  vom  Hyperbelaste  und  der  positiven  reellen  Achse 

be?rZ‘en  GebietsI+:“^1>  °£»£V5«*^8  bleibt,  derm  sonst 
mob  e  es  ja  e.nen  innern  Punkt  w  von  1+  geben,  dem  ein  reeller 
ert  von  *  entsprache.  Daraus  geht  hervor,  daB  das  Abbild  des 

CP  FuntletS  !+  S;Cheru°berl!alb  del'  l'eellea  Achse  der 

Ut  es,abel  dlese  Halbebene  gerade  einmal  aus?  Gegen  diese 
ahme  sprechen  allerdings  folgende  Zweifel.  a)  Wird  e  auch  in 
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jeden  Bereich  der  Halbebene  dringen,  oder  wird  es  nicht  am  Ende 
Inseln  geben,  denen  g  stets  ausweicbt?  b)  Kami  nicht  eventuell  ein 
Bereich  besagter  Halbebene  schon  mehr  als  einmal  erreicht  werden, 
so  daB  er  als  vielblattrig  aufzufassen  sein  wird  und  also  verschiedenen 
getrennten  Gebieten  von  1+  entspricht?  —  Beiden  Einwanden  kann 
man  zwar  direkt  begegnen,  doch  erfordert  eine  strenge  Behandlung 
dei  Sache  von  dieser  Seite  her  etwas  umstandliche  Uberlegungen,  jeden- 
falls  liihrt  der  Satz  vom  folgenden  Paragraphen  rascher  zum  Ziele. 
Deshalb  wollen  wir  die  Erledigung  dieses  Punktes  bis  dahin  auf- 
schieben. 

Hiermit  ist  nunmehr  die  Abbildung  der  positiven  Hiilfte  i+  des 


ersten  Blattes  der  ^-Flache  auf  einen  Teil  1+  der  «t;-Ebene  bewerk 
stelligt.  In  ahnlicher  Weise  fahrt  man  jetzt  fort,  indem  man  Q  wieder 
vom  Punkte  w  =  oo  ausgehen  und  diesmal  langs  des  soeben  benutzten 
Hyperbelastes  hereinriicken  liiBt.  Dabei  kehrt  P  langs  der  negativen 
reellen  Achse  aus  dem  Unendlichen  wieder  und  langt  schlieBlich  im 
Punkte  g  =  —  2  an,  wenn  Q  die  reelle  Achse  erreicht.  Indem  Q 
jetzt  liings  der  reellen  Achse  von  w  —  1  bis  w  —  1  weitergeht, 

legt  P  die  Strecke  der  reellen  Achse  von  z  =  —  2  bis  z  =  2  hin 
zuriick,  wie  man  an  der  Hand  der  expliziten  Formeln  (2)  direkt  be- 
weist.  Endlich  soli  Q  langs  des  im  zweiten  Quadranten  belegenen 
Hyperbelastes  wieder  ins  Unendliche  ziehen,  wobei  dann  P  den  Rest 
der  reellen  Achse  durchlauft.  Der  abgeschlossene,  von  Q  soeben  um- 
laufene,  an  1+  angrenzende  Bereich  der  erweiterten  w-Ebene  soU  I 
heiBen.  Ihm  entspricht  ein  negatives  Halbblatt  der  z-  Flache,  welches 
wir  die  negative  Hiilfte  des  ersten  Blattes  nennen  und  mit  i"  be- 

zeichnen  wollen.  , 

Fahrt  man  so  fort,  so  stellt  sich  heraus,  daB  auch  die  weitereni 
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Gebiete  der  «--Ebene  beziehungsweise  den  positiven  und  negativen 
Halbebenen  der  Reihe  nach  so  zugeordnet  warden  konnen,  wie  in 
Figur  82  angezeigt  ist. 


Zusa mmenfugung  der  Halbebenen.  Jetzt  bleibt  nur  noch  iibrig, 
den  Nachweis  zu  fiihren,  dab  obige  Halbebenen  sich  wirklich  zu 
einer  Riemannschen  Flache,  auf  welcher  die  Funktion  w  eindeutig 
ist  und  im  allgemeinen  stetig  verlauft,  vereinigen  lassen.  Dies  ge- 
schieht,  wie  folgt.  Jedes  der  sechs  Gebiete  I+,  .  .  .,  Ill  stobt  an  andeie 
derselben,  und  nun  sollen  die  zugeborigen  Halbebenen  kings  der  Bild- 
kurven  jener  gemeinschaftlichen  Begrenzungen  zusammengefiigt  werden. 
In  der  Tat  wird  durcli  die  Gleicbung  (1)  die  Uingebung  eines  be- 
liebigen  Punktes  w0  einer  jener  Begrenzungskurven  auf  die  sclilicbte 
Umgebung  von  seinem  Bildpunkte  z0  konform  abgebildet,  sofern  nur 
w0=t=  1,  —  1  ist.  Hiernach  werden  also  i+  und  i"  langs  der  Bild- 
kurve  des  im  ersten  Quadranten  belegenen  Hyperbelastes,  also  langs 
des  links  vom  Punkte  z  =  —  2  belegenen  Teils  der  reellen  Acbse  zu- 
sanmienhangen.  Die  positiven  Halbebenen,  so  wie  deren  Abbildungen 
in  der  «r-Ebene  wollen  wir  sebraffieren. 

Geben  wir  weiter.  Langs  der  Strecke  (—1,  1)  der  ?f-Ebene 
bangen  1“  und  III+  zusammen.  Demgemab  fiigen  wir  den  zwischen 
z  =  —  2  und  z  —  2  belegenen  Teil  des  Randes  von  i-  mit  deni  ent- 
spreebenden  Teil  des  Randes  von  iii+  zusammen.  Der  ubrige  Teil 
de^j  Randes  von  i  biingt  dann  mit  dem  gegeniiberliegenden  Teil  des 
Randes  von  ii+  zusammen. 

Durcb  Wiederholung  dieses  Verfahrens  entstebt  als  Endresultat 
erne  dreiblattrige,  in  der  erweiterten  Ebene  resp.  auf  der  Kugel  ge- 
scblossene  Riemannsche  Flache,  deren  Blatter  in  deij  Yerzweigungs- 
punkten  ^  2,  2,  rsz  zusammenhangen  und  langs  Verzweigungs- 

scbmtte,  welcbe  iiber  der  reellen  Acbse  liegen,  ineinander  iibergehen, 
wie?  —  darauf  gehen  wir  jetzt  naher  eiu. 


Zunachst  siebt  man,  dab  die  drei  Blatter  sich  langs  des  zwischen 

f--2  UUd  f“°°  ^ele»enen  Teils  der  negativen  reeRen  Achse 
me ht  kreuzen.  Dagegen  geht  langs  der  Strecke  -  2  <  8  <  2  die 

Halbebene  i+  in  iii~  i~  in  iii+  iiber,  wahrend  das  BlatUi  bier  ver- 

Achl  dTe  r  mEHdUCh  h“Sen  m',gB  d6S  0briS“  Teils  der  ''eeUe“ 

“  drM  Blatter  zusammeB>  wie  in  Figur  82  angedeutet  ist. 
Hiernach ,  —  oder  auch  an  der  Abbildung,  _  kann  man  den 

«wZ,"7m,p»nkte  “latter  Verzweigu^punkten  leicht  feat- 

unkte  *  =  -  2  hangen  namlich  das  erste  und  das  dritte 
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Blatt,  der  Umgebung  des  Punktes  w  =  1  entsprechend,  im  Zykl 
zusammen,  wahrend  das  zweite  Blatt,  der  Umgebung  des  Punktes 


US 


w 


Umm 


Tig.  83. 


=  —  2  entsprechend,  hier  schlicht  verlauft,  der  Punkt  w  =  1  er- 
weist  sich  somit  als  ein  ausgezeichneter  Punkt.  erster  Ordnung  (§  2). 

In  ahnlicher  Weise  hangen  ira  Punkte  z  =  2,  der  Umgebung  des 
ausgezeichneten  Punktes  w  =  —  1  entsprechend,  die  Halbebenen  ii+, 
i  i  ,  iii+,  i“  im  zweiblattrigen  Zyklus  zusammen,  wahrend  die  iibrigen 
Halbebenen  i+  und  iii-  bier,  wie  sonst  im  Intervalle  —  2  <  x  <  -f  oo, 
aneinanderstofien  und  ein  schlichtes  Blatt  bilden.  Endlicb  bangen  im 
Punkte  z  =  oo  alle  drei  Blatter  zusammen,  der  Punkt  w  =  oo  ist 
wieder  ein  ausgezeichneter  Punkt,  diesmal  von  der  zweiten  Ordnung. 

Die  Riemannsche  Flache  ist  nunmehr  fertig.  Dem  Leser  wird 
empfohlen,  sicb  ein  Modell  derselben  aus  Papier  zusammenzukleben. 
Wo  die  Blatter  sicb  durchsetzen  sollen,  kann  die  Verbindung  durcb 

scbmale  Streifen  Papier  bergestellt  werden, 
welcbe  aufeinanderfolgend  aufgeklebt  werden. 
Im  iibrigen  braucht  das  voile  Blatt  von  vorn- 
berein  nicbt  langs  der  ganzen  £-Achse  aufge- 
scbnitten  zu  werden. 

Erorterung  der  Flache.  Macben  wir  uns 
noch  klar,  was  an  der  Riemannschen  Flache 
wesentlicb  und  was  nur  zufallig  ist.  Wesentlicb  ist,  a)  daB  iiber 
der  Umgebung  eines  jeden  der  Punkte  zQ  4=  —  2,  2,  oo  drei  Blatter 
scblicht  verlaufen,  welcbe  als  Trager  dreier  in  dieser  Umgebung 
eindeutiger,  sicb  analytisch  verbaltender  Funktionen  dienen;  b)  daB 
in  der  Umgebung  der  Punkte  2  =  —  2,  2  ein  Blatt  scblicht  ver¬ 
lauft,  wahrend  zwei  andere  dort  im  Zyklus  zusammenhangen;  so- 
wie  daB  im  Punkte  z  =  oo  alle  drei  Blatter  zusammenhangen.  So 
viel  im  Kleinen;  d'azu  kommt  noch,  c)  daB  die  Blatter  so  mitein- 
ander  verbunden  werden,  wie  es  der  Verlauf  der  verschiedenen  Be- 
stimmungen  der  Funktion  im  GrroBen  verlangt. 

Um  die  Bedingung  c)  deutlicher  hervortreten  zu  lassen,  macben 
wir  darauf  aufmerksam,  daB  man  eine  positive  Halbebene  mit  einer 
beliebigen  negativen  Halbebene  zu  einem  Blatte  zusammenfassen  darf, 
sofern  nur  die  entsprecbenden  Bereiche  der  w-Ebene  langs  einer 
Kurve  aneinanderstoBen.  So  konnte  man  beispielsweise  als  zweites 
Blatt  die  beiden  Halbebenen  nehmen,  welcbe  dem  an  der  konvexen 
Seite  der  Hyperbel  gelegenen  Bereiche  der  w-Ebene  entsprechen.  Das 
erste  Blatt  wiirde  daun  dem  an  der  konkaven  Seite  des  einen  Hyperbel- 
astes  gelegenen  Gebiete  zugeordnet  werden,  woduicb  denn  das  dritte 
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Blatt  vollstandig  bestimmt  ist.  Diese  Wahl  der  den  Blattern  zuzu- 
weisenden  Nummern  ist  sogar  eine  symmetnschere  als  die  vorher- 
o-ehende.  Insbesondere  wird  sich  dadurch  der  Verlauf  der  Blatfcei  in 
der  Umgabung  des  Punktes  s  =  2  ebenso  gestalten,  wie  im  Punkte 
z  _  _  2.  Dem  Leser  wird  empfohlen,  sich  auch  ein  Modell  dieser 

Form  der  Riemannschen  Flache  zu  machen. 

Man  achte  wohl  auf  den  Umstand,  daB  die  Hyperbel  in  der  vor- 
lieo-enden  Geometrie,  die  ja  im  wesentlichen  die  Geometrie  der  rezi- 
proken  Radien  ist,  die  Ebene  in  drei  Teile  zerlegt,  wahrend  sie  die- 
selbe  in  der  projektiven  Geometrie  nur  in  zwei  Teile  trennt.  Auch 
wird  die  Ebene  hier  durch  eine  Gerade  in  zwei  Teile  zerlegt,  wahrend 
die  projektive  Ebene  durch  den  Schnitt  einer  Geraden  nicht  zerfallt; 
der  Zusammenhang  der  beiden  Ebenen  ist  bekanntlich  verschieden, 
wozu  noch  kommt,  daB  die  projektive  Ebene  eine  Doppelfhiche  ist. 


Schleifen.  Aus  der  Gestalt  der  Riemannschen  Fliiche  kann  man 
die  Vertauschung  der  verschiedenen  Bestimmungen  der  Funktion  w 


ersehen,  wenn  z  einen  beliebigen 
geschlossenen  Weg  beschreibt. 
Nehmen  wir  beispielsweise  die  drei 
Werte  von  w  im  Punkte  z  =  —  i 
und  bezeichnen  dieselben,  ihren  zu- 
gehorigen  Blattern  entspreehend, 
mit  wl}  w2  '  tv3 .  LaBt  man  nun  z 
den  in  der  Figur  angedeuteten  ge¬ 
schlossenen  Weg  lt  durchlaufen,  der 
den  Punkt  z  =  2  in  positivem  Sinue 
umkreist,  aber  keinen  weiteren 
man  aus  Fig.  82,  daB 


Y erzweigungspunkt  umfaBt,  so  sieht 


iv i  iu  w2>  in  u\ ,  tv 3  in  tv3 

tibergeht.  Diese  Vertausehuug  s,  wird  iu  der  Gruppentheorie  durcli 
das  Symbol  (12)  ausgedriiekt: 

Ebenso  entsprickt  dem  andereu  geschlossenen,  den  Punkt  «  =  _  2 

a  er  keinen  weiteren  Verzweigungspunkt  nmfassenden  1,  die’ 
substitution  °  2 

S2  =  (13). 


U*8*  Mehj^ouUge  Funktionen  und  Wemaunsohe  FUlchen. 


^  eg  durehlauft 
man  vgl,  wioder 


uml  /.war  im  entgogengosetztqn  Sinne  wie 
l' ig.  SJ.  Da du rch  entsteht  dio  Substitution 


bislier, 


(132) 


Uio  zu  einer  gegebenen  Substitution  s,  inverse  Substitution  <?.-» 
nird  ovhalton,  indem  r  die  bezilgliche  Sehleife  in  entgegencesotztem 
Sinne  durclilauft. 

Oenkt  man  sich  dieso  Wege  als  debnbare  Fiiden  und  sehlagt 
man  m  jeden  Verzweigungspunkt  ein  Stiftehen  ein,  liber  welches  der 
Fadeu  nicbt  hinweggeschoben  werden  dart',  so  kann  der  dritte  Weg 
in  den  ersten  und  zweiten  stetig  deformiert  werden,  nur  wird  er  in 
entgegen geset zt ein  Sinne  beschrieben.  LaBt  man  s  also  die  drei  Wege 
der  Koike  naoh  durclilaufen,  so  werden  alle  drei  W erte  von  ir  zu 
den  Anfangswerten  wieder  zuruekkehren,  d.  h.  sie  werden  die  iden- 
tisehe  Substitution  erfabren.  lbiber  kerrscht  zwisohon  die 

Relation: 


,s'l  >s2  'S 


1, 


wobei  ^  zuerst  ausgefiibrt  wild. 

Solcbe  Wege,  wie  die  drei  soeben  betracbteten,  lieiBen  Schleifrn 
(  hu  d).  Es  ist  klar,  daB  jeder  gescblossene  Weg,  der  durek  den  Punkt 
-  =  —  /.  aber  durch  keinen  Verzweigungspunkt  gebt,  auf  eine  Reihe 
von  solehen  Scbleifen,  die  ja  aucli  zum  Teil  in  negativem  Sinjie 
durclilaufen  werden  miissen,  zuriickgefiihrt  werden  kann.  Da  man 
nun  einmal  die  jeder  einzelnen  Sehleife  entsprechende  Substitution 
von  u\,  trt,  tcs  kennt,  so  kann  man  daraus  die  dem  vorgelegten 
AVeo-e  zuirehorige  Substitution  bestimmen. 

Das  soeben  betrachtete  Scbleifensystem  ist  aber  nicbt  das  eiuzige, 


das  vorn  Punkte  z  =  -  %  aus  angelegt  werden  kann.  So  hatte  man 
z.  B.  die  beiden  ersten  Schleifen,  wie  in  beistekender  Figur,  annebmen 

konnen. 
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Aufoabe  1  Man  rteUe  did  dem  sw«t«  blaifenayrtem,  Pig.  86, 

r w”  ^  *  inf ,i,e 

Relation,  welche  sie  verknflpft 

A  .fg.oe  2.  Man  kanffcrniere  die  Biema  n  ** 

folgenden  Funktionen  i e  und  veranscbaulicbe  sie  durcb  em  .  looe  . 


a; 

b) 

c) 


it;"'  -  B "  *  <?: 


«/;  -f- 


«? 


*5 


" 


l—  2w*—  £  +  1 


g  5.  Ein  Satz,  betreffend  die  konforme  Abbildung  im  Grofien. 

Bisher  ha  ben  wir  uns  im  allgerneinen  Falle  bloB  mit  der  kon- 
formen  Abbildung  im  Kleinen  bescbaftigt,  indem  wir  zeigten,  daB 
unter  gewissen  Bedingungen  die  Umgebung  eiries  Punktes  z 0,  deren 
Ausdehnung  also  von  vomherein  nicht  fest  stand,  ein-eindeutig  und 
konform  auf  eine  Umgebung  eines  Punktes  "f,  bezogen  wird.  Jetzt 
wollen  wir  ein  Knterium  ken  non  lernen,  wonacb  ein  vorgelegter  Be- 
reieh  inkl.  der  Berandung  ein-eindeutig  und  stetig,  und  im  innern 
konform  auf  einen  /.we i ten  vorgegebenen  Bereieh  abgebildet  werden 
kann.  Dieses  Kriterium  sprechen  wir  in  der  folgenden  Form  aus. 


•  Lehrsatz.1;  Sei  S  ein  abgeschlossener  (lurch  cine  hdiebige  ein- 
faehe  geschlossene  Kun  e  herandeter  Bereieh  der  z  Ehene ,  "nd  se>  f'z) 
eine  Funktion  von  z,  die  im  Innern  und  urn  Bande  von  .S'  stetig,  und 
im  Innern  von  S  analytisch  ist.  Ferner  rnbye  f(zj  denzetben  Wert  in 
zu.ei  verschiedenen  Bandpunlien  von  S  niemals  annehmen,  so  dafi  also 
der  Hand  von  S  auf  eine  einfache  geschlossene  Kurce  der  <r-Ebene 
em-eindealig  and  stetig  bezogen  wird.  Jjer  endliche  durch  letztere  Kurve 
begrenzte  Bereieh  heifie  2.  Bonn  wird  durch.  die  Gleichung 


(1)  tc  =  f  (z) 

0 

tine  em-eindeutige  stetige  Abbildung  des  abgeschfossenen  Bereiches  S  auf 
den  abgeschlossenen  Bereieh  Z  definiert,  welche  aufierdem  im  Innern 
dmer  Bereiche  ausmhmslos  konform  ist. 

In  dieser  allgerneinen  Form  laBt  sieh  das  Kriterium  am  bequemsten 
aussprechen  und  im  Gedachtnisse  behalten.  Den  Beweis  wollen  wir 


1)  I»er  Satz  findet  gich  bei  Darbouz 
torf'ux*,  Bd.  1,  1887.  S.  173. 


Lemons  bur  la  thiorie  generate  dt*. 
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jedoch  nur  so  allgemein  durchfiihren,  wie  es  in  der  Folo-e  die  An- 
wendungen  erfordern. 

Was  zunachst  den  Rand  von  S  anbetrifft,  so  geniigt  es  voraus- 
zusetzen,  daB  er  regular  sei.  Ferner  wird  stets  in  der  Folge  die  Ab- 
bildung  dieses  Randes  ebenfalls  regular  sein.  DaB  aber  eine  solche 
Kurve  einen  endlicken  einfach  zusammenkangenden  Bereich  E  ab- 
grenzt,  ist  im  5.  Kapitel  ausfiihrlicli  bewiesen  worden.  Damit  baben 
^  ir  uns  also  zunachst  den  Bereich  E  creschaffen 

Sei  nun  W  ein  innerer  Punkt  von  E,  und  man  bilde  die  Funktion 

(2)  /  0)  -  W. 

Dieselbe  ist  ini  abgeschlossenen  Bereich  S  stetig,  im  Innern  von  S 
analytisch,  und  am  Rande  von  0  verschieden.  Infolgedessen  hat  sie 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Nullstellen  in  S.  Die  Zahl  n  letzterer 
wird  ferner  dadurch  erhalten,  indem  man  z  den  Rand  von  S  in  po- 
sitivem  Sinne  durchlaufen  laBt;  dann  nimmt 

arc  {f  (z)  —  W) 

nach  Ivap.  7,  §  11  gerade  um  2  nn  zu. 

Vermoge  (1)  gelit  die  Funktion  (2)  in 

(3)  w  -  W 

fiber.  Wenn  z,  wie  vorhin  geschah,  den  Rand  von  S  durchlauft,  findet 
genau  das  entsprechende  in  der  ^'-Ebene  statt:  w  durchlauft  den  Rand 
von  E  einmal.  Dabei  nimmt 

arc  (w  —  W ) 

um  +  2%  zu.  Aus  beiden  Ergebnissen  schlieBt  man  nun,  daB  n  =  1 
ist,  (sowie  auch,  daB  der  Umlaufssinn  von  w  der  positive  ist).  Dem- 
nach  hat  die  Funktion  (2)  eine  einzige  Nullstelle  erster  Ordnung  in  S. 

Zieht  man  dagegen  einen  iiuBeren  Punkt  W  von  E  in  Betracht 
und  laBt  man  z  den  Rand  von  S  wiederum  durchlaufen,  ao  hat  n 
jetzt  den  Wert  0,  da  arc  (w  —  W)  zum  Anfangswert  wieder  zuruck- 
kehrt.  In  diesem  Falle  hat  die  Funktion  (2)  keine  Nullstelle  in  S- 
Hiermit  haben  wir  gezeigt,  a)  daB  jedem  inneren  Punkte  von  E 
■ein  innerer  Punkt  von  S ,  b)  daB  einem  auBeren  Punkte  von  —  kein 
innerer  Punkt  von  S,  m.  a.  W.  b')  daB  jedem  inneren  Punkte  von  S 
ein  innerer  oder  Randpunkt  von  E  entspricht.  Es  bleibt  daher  noch 
libriff,  diese  letzte  Moglickkeit  zu  beseitigen.  Dies  geschieht,  wie 
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foio-t  Gesetzt,  der  Bildpuakt  w0  eines  inneren  Panktes  von  8 
laoCe  auf  dem  Rande  von  A.  Da  f  (z)  im  Pnnkte  *0  analytisch  ist, 
olme  sick  auf  eine  Konstante  zu  reduzieren,  so  wird  die  Umgebung 
von  50  nack  §  2  auf  die  moglicherweise  mehrfach  iiberdeckte  Um¬ 
gebung  von  w0  bezogen.  Darnach  wird  aber  ein  letzteiei  Umgebung 
angekbriger  aufierer  Punkfc  von  27  einem  inneren  Punkte  von  8  zu- 
geordnet,  was  eben  gegen  die  bereits  erhaltenen  Ergebnisse  verstoBt. 

Die  umkehrbare  Eindeufcigkeit  der  Abbildung  von  aui  A  %er- 
moge  (1)  stebt  nunmebr  fest.  DaB  die  Beziehung  auBerdem  im  Inneren 
konform  ist,  ergibt  sich  direkt  aus  jenem  Satze  von  §  2.  Ware  nam- 
lich  f  \z)  =  0  in  einem  inneren  Punkte  von  S}  so  miiBte  das  eben  ein 
ausgezeichneter  Punkt  sein,  womit  aber  der  umkehrbaren  Eindeutig- 
keit  der  Abbildung  Abbruch  getan  ware.  Es  muB  also  nur  nock  der 
stetige  AnsckluB  an  den  Rand  festgestellt  werden. 

Sei  W  ein  beliebiger  Randpnnkt  von  A,  und  sei  Z  dessen  Ab- 
bild.  Sei  ferner  w1}  w2, .  .  .  eine  beliebige  Reike  dem  Bereick  A  zu- 
gekoriger  Punkte  mit  lim  wn  =  W,  und  sei  z1}  ztf  .  .  .  die  Bildmenge 
derselben.  Dann  ist 

lim  zn  =  Z. 

11  =  00 

Hatte  niimlick  die  letzte  Menge  eine  von  Z  versckiedene  Hiiufuno's- 

stelle  Z',  so  kdnnte  man  aus  dieser  Menge  eine  Teiltneno-e  z,\  zj.  . 

”  01/2/* 

kerauskeben,  derart  daB 

lim  zn'  =  Z’ 

71  =  OO 

ist.  Dann  ware  aber 


lim  tv ;  =  lim  f  (zn')  =  f(Z')  -  W  +  W, 

n  =  oo  n  =  oo 

und  dies  ist  eben  nickt  moglick. 

Erweiterungen  des  Satzes.  Anstatt  einen  einfachen  Rand  von  S 
vorauszusetzen,  geniigt  die  Annakme,  daB  S 
ein  endlicker,  einfack  zusammenkangender  Be¬ 
reick  sei,  dessen  Begrenzung  sick  in  eine 
endlicke  Anzakl  regularer  Kurven  zerlegen 
■  t,  wie  durck  beistekende  Figur  naker  an- 
gegeben  sei.  Dann  kornmen  gewissen  Rand- 
punkten  mekrere  Randwerte  zu,  vgl.  Kap.  2 
§  2 ;  und  diese  Randwerte  mussen,  wie  vorkin? 

^^r^rdirieden  T  °er  TO"W“*Bew«i,  paBt  auch 
iaU,  da  man  emen  derart, gen  Bereich  auf  einen  von  eh.er 
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einfachen  regularen  Kurve  umschlossenen  Bereich  im  Innern  ein-ein- 
deutig  und  konform  und  am  Rande  stetig  abbilden  kann.  Liegen  nam- 
lich  aufiere  Punkte  von  S  innerbalb  der  auBeren  Umgrenzung  von  S, 
so  sei  a  ein  solcber  Punkt.  Durcb  die  Transformation 

(4)  z  =  y  z  —  a 

gebt  dann  b  in  einen  Bereicb  S'  iiber7  wofiir  die  Anzabl  der  doppelt 
zu  zahlenden  Randstiicke  wenig;er  Q-eworden  ist. 

o  o 

Im  Falle  eines  Einscbnitts  sei  b  ein  solcber  Endpunkt  desselben, 
welcber  bei  Fortlassung  der  iibrigen  Punkte  des  Einscbnittes  im  In¬ 
nern  von  S  liegen  wiirde.  Durcb  die  Transformation  - 

=  -  b 

wird  dann  der  Einscbnitt  aufgeboben. 

Im  iibrigen  darf  sicb  S  ins  Unendliche  erstrecken.  Wesentlich 
ist  dabei  nur,  daB  sicb  S  in  einen  solcben  Bereich  uberfiihren  laBt, 
wie  er  bei  der  Formulierung  des  ursprunglicben  Satzes  vorausgesetzt 
wurde.  So  konnte  das  Innere  von  S  z.  B.  aus  den  Punkten  der  er- 
weiterten  Ebene  mit  Ausnalime  der  Punkte  der  Strecke  (a,  b)  be- 
steben,  wobei  a,  b  zwei  komplexe  Zablen  sind.  Durcb  die  Trans¬ 
formation 

(5)  z'=  Y(z  —  a )  (z  —  b) 

entstebt  daraus  ein  Bereicb  mit  auBeren  Punkten  und  einer  einfaclien 
Begrenzung.  Dieser  laBt  sicb  dann  durcb  eine  lineare  Transformation 
in  einen  endlicben,  von  einer  einfacben  regularen  gescblossenen  Kurve 
berandeten  Bereicb  verwandeln. 

Analoge  Erweiterungen  gelten  auch  gewissermaBen  fur  das  Ab- 
bild  des  Randes  von  S  in  der  w-  Ebene.  Eine  fiir  die  Praxis  brauck- 
bare  Formulierung  des  erweiterten  Satzes  ist  folgende. 

Der  erweiterte  Satz.  Sei  S  ein  endlicher  oder  unendlicJier  Be¬ 
reich,  w etcher  auf  einen  endlichen,  von  einer  einfachen  Kurve  urn- 
schlossenen  Bereich  S'  ein-eindeutig  und  Conform  im  Innern,  und  am 

Iiande  stetig,  abgebildet  iverden  kann. 

Sei  f(e)  eine  im  Innern  von  S  bis  auf  Pole  analyiische  Funktion, 
tvelche  in  jedem  Bandpunkte  von  S  einen  Bandivert  annimmt l)  oder 
hbchstens  in  einem  einzigen  Bandpunkte  unendhch  nod.  Perm t  sollen 
keine  zivei  Bandiverte  einander  gleich  sein. 

1)  Nach  Kap.  2,  §  2  bilden  diese  Randwerte  dann  von  selbst  eine  stetige 
Folge. 
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Endlich  soil  es  einen  Funlt  w  =  A  der  erweiterten  w-Ebene  geben, 
dern  Jcein  Funlt  von  S  entspricht  Von  den  beiden  Bereichen,  in  welche 
die  tv -E  bene  durch  das  Abbild  des  Bandes  von  S  zerlegt  wird,  moge 

derjenige,  in  ivelchem  A  nicht  liegt,  Z  heifien. 

Dann  wird  das  Innere  von  S  ein-eindeutig  und  honform  auf  das 
Innere  von  Z  bezogen,  und  aufierdem  herrscht  stetiger  Anschlufi  am  Eande. 

Man  bilde  nainlich  eine  Funktion  F  {z ),  welche  in  den  I  unkten, 
wo  f(z)  unendlich  wird,  den  Wert  0  hat  und  sonst  durch  die  fol- 
gende  Forrael  erklart  wird: 

F(A)  =  f{z)  —  A  ' 

Wird  nun  S  auf  S'  abgebildet,  so  geht  F(z)  dabei  in  eine  Funktion 
im  Bereiche  S'  liber,  welche  alien  Bedingungen  des  urspriinglichen 
Satzes  geniigt. 

Anwendung  auf  die  Abbildung  von  §  4.  Aus  dem  letzten  Satze 
erkennt  man  sofort,  daB  der  Bereicli  I+  von  §4  ein-eindeutig  und 
konform  auf  i+  bezogen  wird.  In  der  Tat  entsprechen  sich  sclion 
die  Bander  beider  Bereiche,  wie  es  der  Satz  verlangt.  AuBerdem  ist  z, 
als  Funktion  von  w  betrachtet,  z  =  f(w),  analytisch  in  I+,  wahrend 
die  zugehbrigen  Punkte  der  £-Ebene,  wie  damals  auch  ausdriicklich 
hervorgehoben  wurde,  in  der  oberen  Halbebene  i+  liegen.  Setzt  man 
also  etwa  A  =  -  i,  so  sind  hiermit  alle  Bedingungen  des  Satzes  er- 
fiillt,  und  der  Beweis  ist  fertiff. 

7  o 

In  derselben  eise  lilBt  sich  zeigen,  daB  auch  die  iibrigen  Ge- 
biete  I  ,  II+,  usw.  auf  die  betrehenden  Halbebenen  ein-eindeutig  be¬ 
zogen  werden. 


§  6.  Die  Riemannsche  Flache  fiir  die  Funktion  w,  wo  uA  —  4«-  =  z. 

Bisher  lagen  die  Verzweigungspunkte  stets  auf  der  reellen  Achse, 

so  daB  es  sich  also  empfahl,  den  Verzweigungsschnitt  in  diese  Achse 

zu  legen.  Betrachten  wir  jetzt  ein  Beispiel,  wo  dies  nicht  mehr  zu- 
trifft : 

jP)  — 4«c  =  z. 


Stellt  man  liter  eine  iibnliche  Uberlegung  beziiglich  der  zu  *  iuversen 

v“k.  °n  1  W’  Wle  111  §  4’  80  erhSlt  vor  aUem  zur  Bestimmun<r 
dei  Ausnahmepaare  die  Gleichuno-;  ° 


4«;3—  4  =  0. 
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Dies  gibt: 


w  =  1  | 

*  =  -3 \> 


W  =  CO 


IV  =  CO2 


2  n  i 


*  =  -  3 


CO 


„  O  9  I  1 

<2  =  —  0(0“ 


co  =  e  3 


t’ber  der  s-Ebene  wird  man  nun  vier  Blatter  ausbreiten.  Diese  werden 
zunacbst  liings  der  reellen  Achse  aufgescbnitten.  Da 


x  =  u*-  6u2v*+  v*  —  4m,  y  =  4m3v  -  4mv3  —  4v 
ist,  so  entsprecben  jener  Acbse  y  =  0  die  Kurven: 

a)  0  =  0,  b>)  tc3 —  Mi’2 —  1=0. 


Der  Einfacbbeit  der  Formeln  halber  empfieblt  es  sich,  diese  Acbse 
so  weit  wie  moglicb  zu  Verzweigungsscbnitten  in  den  verschiedenen 

Hi”  I  1  1  T-l  A  ... 


Blattern  zu  verwenden.  Es  tragt  sicb  nocb,  wie  man  die  "V  erzweigungs- 


scbnitte  in  ibrem  weiteren  Verlauf  am  einfacbsten  anlegt.  Bemerken 
wir  vorab,  daB  den  Geraden 

iv  =  cot  und  w  =  co2t, 


wo  t  alle  reellen  Werte  durcblauft,  die  Gerade 

2  =  co  (Y4 — At),  bzw.  z  =  a2  (ft  —  At} 


entspricbt,  so  liegt  es  nabe,  in  der  w-Ebene  so  viel  von  diesen  Ge¬ 
raden  aufzuzeicbnen,  wie  zwiscben  dem  Punkte  w  =  0  und  der  Kurve  b) 
enthalten  ist,  und  zugleicb  in  der  ^-Ebene  jedes  Blatt  langs  der  Blld- 
strecken  aufzuscbneiden.  Auf  diese  Weise  wird  die  M'-Ebene  in  acbt 


Gebiete  eingeteilt,  welcbe  den  acbt  Halbbliittern  dei  ^-Hacbe  ent 
'sprechen.  Im  Punkte  w  =  oo  stoBen  alle  diese  Gebiete  zusammen, 
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unci  zwar  weist  ein  jeder  derselben  den  Winkel  «/4  dort  auf.  Die 
Halbblatter  lassen  sich  ihrerseits  zu  einer  Riemannschen  Flache  zu- 
sammenfassen,  deren  Blatter  so  zusammenhangen,  wie  in  Fig.  87  des 
naheren  angegeben  ist.  Dabei  fallt  indessen  dein  Punkte  .z  =  0  erne 
Ausnahmerolle  zu,  die  im  Wesen  der  Sache  gar  nicht  begrundet  ist, 
denn  es  tritt  ja  keine  Verzweigung  in  diesem  Punkte  ein.  Das  liegt 
namlich  an  der  besonderen  Wahl  der  Verzweigungsschnitte,  welche 
deshalb  so  angelegt  wurden,  damit  sich  ihre  Abbildung  leicht  ver- 
folgen  lieBe.  Da  wir  aber  nunmehr  im  Besitze  der  fertigen  Flache 
sind,  so  konnen  wir  die  Verzweigungsschnitte  verschieben  und  ins- 
besondere  die  hier  vorkommende  Spaltung  des  Verzweigungsschnittes 
dadurch  beseitigen,  daB  wir  den  Knotenpunkt  liings  der  Geraden 
(0,  —  3ra)  stetig  in  den  Punkt  z  =  —  3«  riicken  lassen.  Das  Er- 
gebnis  veranschaulicht  Fig.  88. 

Legt  man  ein  von  einem  beliebigen  Punkte  z0  auslaufendes 
Schleifensystem  an,  so  kann  man  die  zugehorigen  Substitutionen  von 
wx, . . .  direkt  an  der  Riemannschen  Flache  ablesen.  Fiir  das  besondere 
in  der  Figur  angedeutete  Schleifensystem  fallen  diese,  wie  folgt,  aus: 


%  -  (34), 

^  -  (24), 

~  (14), 

>t  =  (1234), 

^1  ^8  ^4  ==  1  • 

Der  Leser  wolle  sich  auch  von  dieser 
Flache  ein  Modell  aus  Papier  anfertigen. 

Auf  gab  e  1.  Man  stelle  die  der 
Gleichung 

w3  -f-  =  z 


Fig.  88. 


zugehorige  Riemannsche  Flache  her. 

Da  diese  GJeicbung  aus  Gleichung  (1),  §  4  mittels  der  Trans 
ormation  »’-)»,  *'--»>  hervorgeht,  so  erhalt  man  schon  ein 
Riemannsche  Flache  dafiir,  indem  man  die  vorhin  konstruierte  Flach 
bloB  um  90  Grad  dreht.  Im  vorliegenden  Falle  mochte  man  jedoc] 
r  Ubung  kalber  den  Verzweigungsschnitt  von  vornherein  under 

nSrlf  “a  !  “  ““  hlmU  <lie  reelle  nebst  80  viel  von  der  ima<n 

lie  't  HintS\mmm-’  Wie  ZTiSd’en  <len  beideD  Wrzweigungspunktei 

3  V  f !  W61Se,  da‘m  n°ch  die  ldentitSt  beiden  Flache, 
Versclnebung  des  Verzweigungsschnittes  nach. 
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Aulgabe  2.  An  Aufgabe  2,  b)  von  §  4  ankniipfend,  stelle  man 
jetzt  die  Riemannschen  Flachen  fiir  die  Funktionen  tv  her,  wo 


ist.  Dabei  entsprechen  der  reellen  Achse  der  ^-Ebene  n  durch  den 
Punkt  w  =  0  gehende  Gerade,  welche  gleiche  Winkel  miteinander 
bilden  und  woran  sich  iibrigens  die  reelle  Achse  beteiligt,  nebst  dem 
Einheitskreise  iv  j  =  1.  So  entspringt  eine  Zerlegung  der  £(;-Ebene 
in  4w  Kreisbogendreiecke,  welche,  in  geeigneter  Weise  auf  die  Kugel 
projiziert,  zu  einer  besonders  einfachen  Gebietseinteilung  dieser  fiihren. 
Beschreibt  man  ihr  namlich  eine  Doppelpyramide  ein,  deren  beide 
Spitzen  im  Nord-  und  Siidpol  liegen,  wiihrend  sich  ihre  iibrigen  Ecken 
ini  Aquator  befinden,  und  richtet  man  es  ferner  so  ein,  dafi  der 
Aquator  dem  Einheitskreise  entspricht,  so  braucht  man  nur  ihre 
Flachen  (bei  gehoriger  Orientierung  der  Pyramide)  vom  Mittelpunkte 
der  Kugel  aus  auf  die  Kugelflache  zu  projizieren,  um  die  in  Rede 
stehende  Gebietseinteilung  zu  erzielen.  Ygl.  Klein,  Ikosaeder,  die- 
jenigen  Paragraphen,  wo  vom  „Dieder“  die  Rede  ist. 


Aufgabe  3. 
Funktion  w,  wo 


Man  konstruiere  die  Riemannsche  Flache  fiir  die 

z  =  w  —  e  sin  w 


ist.  Dabei  soli  e  eine  reelle  positive  Zahl  sein. 


§  7.  Die  sechs  Doppelverhaltnisse. 

In  der  projektiven  Geometrie  wird  gezeigt,  daB  die  sechs  Doppel- 
verhaltnisse  von  vier  Punkten  einer  Geraden  folgende  "W1  erte  haben: 

l  l  l  . _ i_ 

C1)  \  —  l,  T,  v  T’ 

wobei  A  den  Wert  irgend  eines  derselben  bedeutet. Wenn  man  in 
jedem  Ausdruck  dieser  Reihe  A  durch  irgend  einen  anderen  der  sechs 
Ausdriicke,  etwa  durch  1/A,  ersetzt,  so  gelit  die  Reihe,  von  der  Aut- 
einanderfolge  der  Terme  abgesehen,  in  sich  iiber. 

Eine  absolute  Invariante  von  vier  Punkten  einer  Geraden  wird 
erhalten,  wenn  man  eine  Funktion  von  A  bildet,  welche  obige  sechs 


1)  Man  vergleiche  Klein- 


Fricke,  ModtdfunMionen,  Bd.  1,  Kap.  1. 


Die  aechs  Doppelverhaltnisse. 


385 


§  7 


Transformationen: 

(2)  A  =  l-A',  ^  =  usw* 

samtlich  znlaflt,  ohne  ihren  Wert  zu  andern.  Eine  der  einfachsten 
derartigen  Funktionen  ist  die  Invariante  J,  wo 

(3)  J:  J-  1 : 1  =  4  (A2  —  A  +  l)3:  [(A  + 1) (2  A  - 1)  (A  —  2)]2 :  27  A2  (1  -  A)3 

ist.  Indem  wir  jetzt  s,  w  anstatt  J,  A  schreiben,  wird  w  durch  (4) 
als  eine  secbs-wertige  Funktion  von  z  deliuiert: 


4  (m;*  —  w  4-  l)s 
Z  =  “27 ' 


Die  Riemannsche  Flacke  die- 
ser  Funktion  wollen  wir  jetzt 
konstruieren. 

Zu  dem  Zwecke  suchen 
wir  zunachst  diejenigen  Punkte 
der  w-Ebene  zusammen,  wel- 
che  der  reellen  Achse  der  z- 
Ebene  entsprechen.  Dazu  ge- 
horen  vor  allem  die  Punkte 
der  reellen  Achse  der  w- 
Ebene;  ferner  die  Punkte  der 

Geraden  u  =  —  ,  wie  die  Rech- 

nung  zeigt.  Durch  die  Trans¬ 
formation 


geht  letztere  Gerade  in  den  Kreis  Klt  und  durch  die  Transformation 

w  —  1  —  w' 

geht  dieser  wieder  in  K.  fiber.  Beiden  Transformationen  gegeniiber 
bleibt  aber  z  invariant,  also  reell. 

, .  J1,1”™11  baben  Wlr  also  zwei  K’re'se  und  zwei  Gerade  erhalten 
die  Bildpunkte  jener  reellen  Achse  abgeben.  Andererseits  sieht  man 
aber  der  Gleichung  (4)  direkt  an,  daB  samtliche  Bildpunkte  reeUer  * 

™achenUe  tS’T**  *T  SeC.hSter  0rdl"“S  »  der  *-Ebene  ans- 
erhalteii  Igede"sen  l,aben  Wlr  die  gesucbten  Punkte  bereits  aUe 

Osgood,  Funktionentheorie.  I.  2.  Aufl. 
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Durch  diese  Kurven  wird  die  w-Ebene  in  zwolf  Kreisdreiecke 
zerlegt,  deren  Ecken  ausgezeichnete  Punkte  sind  und  den  Werten 
z  =  0,  1,  oo  entsprechen.  Im  iibrigen  sind  die  ausgezeichneten  Punkte 
permit  erschopft,  so  daB  also  dzjdw  insbesondere  in  alien  anderen 

Punkten  der  genannten  Kurven  einen  endlichen,  von  Null  verschiedenen 
Wert  hat. 

Hiermit  sind  wir  ira  Besitze  alles  Materials,  um  nachzuweisen, 
daB  jedes  der  zwolf  Kreisdreiecke  ein-eindeutig  und  konform  auf  die 
^-Halbebenen ,  unter  stetigem  AnschluB  am  Rande,  abbilden  laBt. 
Fangen  wir  etwa  mit  dem  Dreiecke  1+  an.  Nach  (3)  ist 

z  _  i  =  l>  +  !)  (2w  -  1)  (w  -  2)]s 
27  w2(l  —w)*  * 

Bescbreibt  w  also,  vom  Punkte  w  =  j  ausgehend,  die  Strecke  (|,  1) 
der  reellen  Achse,  so  wird  z  —  1  >  0,  und  daher  ruckt  s,  vom  Punkte 
z  =  1  ausgehend,  sicher  zunachst  nach  rechts.  Da  aber  dz/dw  in 
diesem  Intervalle  reell,  stetig,  und  von  Null  verschieden  ist,  so  muB 
dzjdw  dort  ausnahmslos  positiv  sein.  Daher  bewegt  sich  z  monoton 
nach  rechts,  wenn  iv  gegen  den  Punkt  w=  1  fortruckt,  woraus  man 
denn  erkennt,  daB  die  Strecke  |  ^  u  <  1  ein-eindeutig  und  stetig  auf 
den  Halbstrahl  1  x  <  oo  abgebildet  wird. 

Da  fernerhin  w  =  1  ein  einfacher  ausgezeichneter  Punkt  ist,  SO’ 
wird  derjenige  Teil  der  Umgebung  von  w=  1,  welcher  oberhalb  der 
reellen  Achse  und  zugleich  innerhalb  des  Kreises  gelegen  ist,  auf 
ein  Stuck  einer  oberen  ^-Halbebene  abgebildet,  welches  in  der  Um¬ 
gebung  des  Punktes  z  =  oo  liegt.  Hieraus  erkennt  man  zunachstr 
daB  ein  kleiner  Bogen  von  Ky,  welcher  in  der  oberen  Halbebene* 
liegt  und  an  w  =  1  heranreicht,  ein-eindeutig  und  stetig  auf  ein  ins' 
Unendliche  sich  erstreckendes  Stiick  der  negativen  reellen  Achse  der; 
^-Ebene  abgebildet  wird.  Dazu  tritt  noch  der  Umstand,  daB  dz/du 
lano-s  der  ganzen  Dreiecksseite  stetig  und  von  Null  verschieden  ist 
Infolgedessen  riickt  z  fortwahrend  auf  der  negativen  reellen  Achse 
der  £-Ebene  nach  rechts,  wenn  tv  jene  Dreiecksseite  nach  6ben  hii : 
beschreibt,  um  schlieBlich  im  Punkte  z  =  0  anzulangen,  wenn  w  den 
Punkt  \  +  jiV3  erreicht. 

Jetzt  stellt  man  eine  ahnliche  Uberlegung,  wie  vorhin,  bzgl.  de* 
ausgezeichneten  Punktes  w  =  \-\-\i V‘3  an,  und  gelangt  so  zum  Er 
gebnisse,  daB,  wenn  w,  von  diesem  Punkte  ausgehend,  die  Gerad« 
u  =  \  nach  unten  hin  bis  zur  reellen  Achse  beschreibt,  z  dann,  vom 
Punkte  z  =  0  ausgehend,  die  Strecke  0  ^  X  1  monoton  durchlauftt 


§  8.  Uber  die  Abbildung  eines  Zweiges  der  Funktion  w. 

Fugt  man  zum  Vorhergebenden  noch  hinzu,  daB  *  zunaolist  in 
die  obere  Halbebene  hineinriickt,  wenn  w  das  Innere  des  Dreieeks  I 
betritt,  so  ist  klar,  daB  die  Bildpunkte  des  ganzen  Innern  d.eses  Drei- 
ecks  in  jener  Halbebene  liegen. 

Hiermit  sind  nun  alle  Bedingungen  des  letzten  Satzes  von  §  o 
erfullt,  und  daher  wird  das  Kreisdreieck  I+  auf  die  obere  Halbebene 

ein-eindeutig  und  konform  bezogen. 

Das  soeben  besprocbene  Beispiel  ist  typisch  tur  eine  wichtige 

Funktionsklasse,  die  sogenannten  Dreiecksfunldionen,  welche  zuerst  von 
Schwarz  und  Klein  untersucht  sind.  Diese  subsumieren  sich  wieder 
unter  die  allgemeinere  Klasse  automorphcr  i  uiiktioncn,  wovon  spater 
die  Rede  sein  wird.  Man  vergleicke  insbesondere  wegen  weiterer 
Einteilungen  der  Ebene  in  eine  endliche  Anzahl  von  Kreisbogendreiecken 
Klein,  Rosaeder ,  Kap.  2,  3;  sowie  Forsyth,  Theory  of  Functions, 
Kap.  20. 

Die  in  §§  4,  6,  7  dargelegte  Methode  zur  Konstruktion  der  Rie- 
mannschen  Flache  einer  Funktion  w  von  z,  wo 

*  =  f(w) 

und  f(w)  eine  eindeutige  Funktion  ist,  riihrt  von  Klein  her,  welcher 
sie  zuerst  bei  der  Behandlung  der  regularen  Korper  im  AnschluB  an 
Schwarz  angewandt  hat  und  sie  spater  in  der  Leipziger  Vorlesung 
voni  Jahre  1881/2  noch  an  anderen  Beispielen  erlauterte.  Ini  iibrigen 
sei  auf  eine  hierher  gehorige  Arbeit  von  C.  L.  Bouton,  Annals  of 
Mathematics ,  Bd.  12  (1898)  S.  1  verwiesen,  wo  sich  auch  eine  groBe 
Anzahl  von  Beispielen  findet. 


§8. 


z 

Uber  die  Abbildung  eines  Zweiges  der  Funktion  w  =  I-*—*- 

J  z3~l 


Wir  wo  lien  doch  noch  kurz  andeuten ,  wie  man  zuweilen  in 
komplizierteren  fallen,  wo  die  fertige  Riemannsche  Flache  in  ihrer 
Gesamtheit  nicht  leicht  zu  iiberblicken  ist,  zu  Werke  gehen  kann,  um 
sich  fiber  den  Verlauf  eines  Zweiges  der  Funktion  Rechenschaft  zu 
geben  und  somit  sich  wenigstens  einige  Einsicht  in  die  Zusammen- 
setzung  der  Flache  zu  verschafien. 


Betrachten  wir  vorab 
funktion: 


allgemein  das  Integral  einer  rationalen 


f  R  (z)dz , 
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I 

« 

und  setzen  dabei 

R(z)  =  G  ( 0 )  +  (0) , 

%  *  =  l. 

wo  G(z)  ein  Polynom  und  0(0)  nur  verschwindende  Residuen  hat, 

so  liefern  das  erste  und  das  letzte  Glied  recbter  Hand  eindeutige 

Beitrage  zum  Integral,  wabrend  das  zweite  Glied  Unendlicb-Vieldeutio*- 

keit  bervorruft.  Wir  wollen  ein  derartiges  Beispiel  naber  behandeln, 

•  ' 

und  zwar  sei1) 


Andererseits  bat  die  Funktion  w,  wegen  der  Gleicbung 

d  w  z 

dz  ~~  zs  —  1 

einen  merkwiirdigen  Punkt  erster  Ordnung  in  0  =  0.  Endlicb  verbal 
sich  jeder  Zweig  von  w  ira  Punkte  0  =  00  eindeutig  und  analytisch 
vgl.  Kap.  7,  §  9,  Aufgabe  6.  Demnacb  liegen  die  Yerzweigungspunkte 
von  w  in  0=1,  co,  a2.  Diese  Punkte  wollen  wir  nun  mit  0  =  0 
durcb  Gerade  verbinden  und  die  Ebene  dann  langs  letzterer  Linier 
aufschneiden.  In  dem  hierrait  erbaltenen  Bereicbe  gruppieren  sicb  di 
verschiedenen  Bestimmungen  von  w  zu  eindeutigen  analytiscben  Funk 
tionen.  Untersucben  wir  die  Abbildung  desselben  auf  die  ^<;-Ebene 

welcbe  einem  Zweige  von  w  entspricht. 

Indem  wir  0  vom  Punkte  0  =  0  ausgeben  und  langs  der  positive 
reellen  Acbse  gegen  1  bin  riicken  lasseu,  bewegt  sicb  w  auf  der  negm 
tiven  reellen  Acbse  auf  den  Punkt  w  =  00  zu.  Bescbreibt  0  nun  eine 
kleinen  Kreis  urn  ^=1  in  positivem  Sinne,  so  ruckt  tv  langs  erne 
Parallelen  zur  imaginaren  Acbse  in  die  positive  Halbebene  und  leg 
dabei  eine  Strecke  von  der  Lange  2 at/ 3  zuriick.  Wenn  0  jetzt  seine* 
Wee  weiter  fortsetzt  und  also  liings  der  vorhin  besebnebenen  btreck 
nacb  dem  Punkte  0  =  0  wieder  zuriickkelirt,  so  ruckt  w  langs  eine 
Parallelen  zur  ursprunglicben  Babn  und  gelangt  sount  wie  er  an 
imaginare  Acbse. 


1)  Klein,  Leipziger  Vorlesung,  1881/82. 


§  8.  fiber  die  Abbildung  eines  Zweiges  der  Funktion  w. 

Der  Leser  wird  jetzt  ohne  Miihe  die  Abbildung  der  weiteren 
w-Werte  verfolgen  konnen.  Das  Endresultat  deutet  beistehende  b  igur 
an  Durch  die  Funktion  w  wird  daber  nack  den  Entwicklungen  von 
g  5  jer  in  Rede  stehende  Bereich  der  ^-Ebene  ein-emdeutig  und  kon- 
form  auf  das  aus  den  drei  unendlichen  Streifen  der  w-Ebene  be- 
stehende  Gebiet  bezogen. 

Die  anderen  Zweige  der  Funktion  kiingen  in  einfacher  Weise  nnt 


diesem  zusammen.  W  enn  namlich  z  einen  Verzweigungsschnitt  iiber- 
schreitet,  so  wiichst  dabei  w  uni 


±  |  i ok2ni , 


2,  3. 


Hieraus  erkennt  man,  wie  sicb  die  Riemannscbe  Flache  zusammen- 
setzt.  Den  Leser  bitten  wir  durum,  ein  Modell  des  in  der  w-Ebene  er- 
baltenen  Gebiets  in  drei  Exemplaren  aus  Papier  zu  schneiden  und 
<liese  btucke  dann  so  zusammenzufiigen  (vgl.  §  4,  Fig.  83),  wie  ins- 
besondere  durch  die  Abbildung  der  schlichten  Umgebung  des  merk- 
wurdigen  Punktes  *  -  0  auf  die  zweiblattrige  Umgebung  von  w  =  0 
verlangt  wird.  H.erdurch  entsteht  ein  Teil  eiuer  Biemannsehen  Flache, 
elcber  emeu  \  erzweiguugspuukt  erster  Orduung  in,  Punkte  w  =  0 
togt,  an  we.tere,  in  den  Ecken  des  Randes  befiudliche  derartige  Ver- 

"nd  ilbri«“S  besonders  geeigfet  is 
m  ’  n  ""  E,’tStel’eU  begriffen“  Hiemannscben  Flache 

eamlich  diese  Teilfliiche  in  beliebi.  vil,  Fy  ?  ^  “aU  Slch 

ueneoig  vielen  Exemplaren  hergesteUt  und 
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gliedert  man  diese  dann  sukzessive  an  die  freien  Rander  eines  hier- 
durch  fortwahrend  wachsenden  Kerne,  so  bekommt  man  damit,  wenn 
nicht  eme  deutliche  VorsteUung  der  voUstiindigen  Flaehe,  so  doch 
einen  klaren  Einblick  in  die  Art  und  Weise,  wie  sich  diese  Flaehe 
zusammensetzt.  In  diesem  Palle  bildet  die  Projektion  der  Verzwemungs- 

punkte  der  Fliiche  auf  die  scblichte  Ebeue  zwar  eine  unendliche”  aber 
keine  iiberall  dichte  Punktmencre. 

Aufgabe.  Man  untersuche  auf  ahnliche  Weise  die  Abbilduno- 
eines  Zweiges  der  Funktion 


§  9.  Lineare  Transformationen  einer  Riemannschen  Flaehe. 


Aus  einer  gegebenen  Riemannschen  Flaehe  kann  man  durch  li¬ 
neare  Transformation  neue  Flachen  erhalten.  So  konnte  man  bei- 
spielsweise  die  positiven  Halbebenen  der  Flaehe  von  §  4  auf  das 
Innere  des  mehrfach  iiberdeckten  Kreises  \z\  =  2  abbilden,  indem 
man  etwa 


d.  h. 


z'  —  2 
z'-\-  2 

r  rj  •  2  2  Z 

z 

z  -)-  2 1  ’ 


z  - f-  2 

n  •  2  i  -f  Z' 
z  =  2  i  — > 

2  z  —  z 


Fig.  91. 


setzt.  Hierdurch  kommen  die  Yerzweigungspunkte  in  den  Punkten 
/=  —  2,  2,  2i  zu  liegen.  In  den  beiden  ersten  hangen  je  zwei;  im 
dritten  aber  alle  drei  Blatter  zusammen.  Der  Punkt  oo  ist  jetzt  em 

gewohnlicher  Punkt  fur  jedes  Blatt. 

Andererseits  kann  man  auch  die  zt'-Ebene  einer  lineai en  Tians- 

formation  unterwerfen.  Sei  z.  B. 
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W  —  — , 
w  7 


SO  entspringt  die  in  der  Figur  angegebene  Gebietseinteilung  der  w- 

EbeUyermoge  einer  linearen  Transformation  einer  Riemannscben  Flache 
kann  man  zuweilen  eine  zu  konstruierende  Flache  auf  eine  bereits 
bekannte  zuriickfiihren.  Nehmen  wir  etwa: 


aw 2  +  bw  -j-  c  =  z , 

Diese  Gleichung  laht  sicli  auf  die  Form  bringen: 


a  (iv  —  a)2  =  z  —  /3 , 


wo 


4  ac  —  bs 
4  a 


a  =H  0. 


a  =  2a  ’  0  = 

ist.  Setzt  man  noch 

w  =  y a{w  —  a) ,  z'  —  z  —  /3, 
so  erhalt  man  die  Gleichung 

i  =  2 , 

deren  Riemannsche  Fliiche  bereits  in  §  2  untersucht  ist.  Das  Resultat 


ist  in  Figur  92  angedeutet.  Dabei  hangen  die  beiden  Blatter  der 

s-Flache  in  den  Verzweigungspunkten  z  =  0,  oo  zusammen.  Den  Ver- 

zweigungsscknitt  haben  wir  in  die  der  reellen  Achse  parallele  Gerade 
gelegt. 

In  ahnlicher  Weise  kann  man  die  Riemannsche  Flache  fur  die 
unktion  arc  tan  *  aus  derjenigen  fur  log  *  ableiteu.  Da  namlich 
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iv  =  arc  tan  z  =  —  loo1  2 

2  °!  —  z 

ist,  so  braucht  man  nur  in  der  Gleichuns 

IV  =  log  z 

2m)  ,  i  -f  z 

w  —  —  ,  Z  =  T11— 

zu  setzen  und  die  hierdurch  bewirkte  Transformation  der  w'-Ebene 

sowie  der  ^-Flaclie  zu  verfolgen 

© 

Aufgabe.  Man  zeige,  dab  die  Gleicliung 

atvB  -f  bw 2  -f  cw  -f  cl  =  z,  a  =j=  0, 

mittels  ganzer  linearer  Transformationen  von  w  und  z  auf  die  in  §  4 
behandelte  Form: 

tv3  —  3  tv  =  z 

gebracht  werden  kann. 


Neue  Entstehungsweise  fur  die  Logarithmusflache.1)  Eine  mog- 
liche  Definition  der  Funktion  ew  resp.  ein  unendlicher  Prozeb,  wo- 
durch  diese  Funktion  geliefert  wird,  ist,  wie  folgt: 


lim  (1  -f- 


w\n 


n 


n  =  1 , 


Dab  diese  Variabele 


s»  -  b  + F” 


in  einem  beliebigen  endlichen  Bereiche  S  der  w-Ebene  gleichmabig 
konvergiert,  ist  nicfit  scfiwer  zu  erkennen.2)  Erforscfien  wir  die  durch 
die  Gleicliung 

«*(«0  =  * 

definierte  Abbildung  von  S.  Durch  Einfiihrung  einer  neuen  Variabeln 


w 


r  -t  ,  w 

iv  =  1  — 


n 


1)  Klein,  Leipziger  Vorlesung  1881/82. 

2)  Man  konnte  etwa  sn{w)  in  der  Form  anschreiben: 

*.(«)“ 1  +  w  +  (*  — w)  fi+(1_w)(1“w)v!  + 

und  dann  zeigen,  daB  sich  diese  Funktion  dem  Grenzwerte 

i  *  tv  ^  .  ws 

1  +  w  +  Yj  +  yy  "I 


gleichmiiBig  niihert. 
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treht  diese  Gleicbung  in 
© 


fiber,  wofiir  die  Abbildung  bereits  in  §  2  untersucbt  ist.  Wenn  wir 
also  jetzt  zur  ursprunglichen  Variabelen  w  zuriickkebren,  so  erhalten 
wir  die  in  Fig.  93  angedeutete  Abbildung.  Die  in  Anwendung  ge- 
brachte  lineare  Transformation  bewirkt  namlicb  zuniichst  eine  Dek- 
nung  der  w'-Ebene:  wx  =  nw',  worauf  dann  eine  Parallelverschiebung: 
iV  =  w  _  n  folgt.  In  der  transformierten  Figur  trifft  der  obere  Rand 
des  an  die  reelle  Acbse  stoBenden  scbraffierten  Bereicbes  die  imaginare 
Acbse  im  Punkte 


Fig.  93. 


Bei  wacbsendem  n  strebt  dieser  Punkt  dem  Punkte  ni  zu.  Hieraus 
erkennt  man,  daB  die  scbraffierten  und  die  niclit  scbraffierten  Gebiete, 
welcbe  den  Bereicli  S  durchsetzen,  Parallelstreifen  von  der  Breite  sr 


mimer  nock  mebr  zustreben.  Andererseits  vermebrt  sicli  dabei  unbe- 
grenzt  die  Anzabl  der  Blatter  der  .e-Flacbe,  welcbe  alle  in  den  Punkten 
z  =  0,  oo  nn  Zy klus  zusammenbangen.  Das  Abbild  von  S  erweist 
sich  biermit  als  ein  Bereicb  2T  dieser  Flacbe,  welcher  sicb  bei  wacb- 
sendem  n  emem  Grenzbereicbe  2J  gleicbmaBig  nabert.  Da  nun  S  von 
.vornberem  behebig  groB  genommen  werden  durfte,  vorausgesetzt  nur, 
es  sicb  mcbt  ins  Unendliche  erstreckt,  so  erbalt  man  in  der 

d“g  der  Pa,aUelstreifen  der  "’-Ebene  auf  die  unend- 

f  :  :ge-  iff" wic  r uns  .scbon  ™  ^ 

dip  p  l.  Sl<?  ’  Ugea  ln  del  AnnaherungsabbilduDiT  s  (i1:  \  _  , 
■lie  Punkte  der  W-Ebene.  welche  aUe  zun,  eelben  VVerte  J  fbi ~  , 
Kreise  mit  dem  Mittelpunkte  »  —  .  „nd  zwar  bil(ien' ** 
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Ecken  eines  regularen  w-Ecks.  In  der  Grenzfigur  gehen  danu  diese 
unkte  in  Puiikte  tiber,  welche  um  ganzzahlige  Yielfache  von  2 xi 
nuseinander  liegen. 

Analoges  fiir  arc  cos  z  und  arc  sin  z.  AnknUpfend  an  die  Gebiets- 
einteilung  fiir  Funktionen  des  Doppelpyramidentypus,  §  6,  Aufgabe  2: 

«'* +  —  =  «, 

wollen  wir  die  w'-Ebene  zunacbst  einer  Parallelverscbiebung  unter- 
werfen,  wodurch  der  Punkt  iv  =  l  in  den  Nullpunkt  iibergefiihrt 
wird,  um  die  Ebene  alsdann  um  den  Nullpunkt  durch  den  Winkel 
—  jt/2  zu  dreben  und  zugleicb  eine  Dehnung  von  diesem  Punkte  aus 
mit  dem  Ahnlicbkeitsverbaltnisse  n  vorzunebmen.  Das  driickt  sicli 
nlles  durcb  die  Formeln  aus: 


•  /  r  -t  \  r  m  .  %W 

iv  =  —  ni(iv  —  1 ) ,  zv  =  1  4- 

n 


Hierdurch  erbiilt  man  einerseits  vermoge  des  Grenziibergangs  n  —  oo: 


lim 

71  =  OO 


HC\-n' 
n 


=  ewi  +  e~wi  =  2  cos  zv  =  2z , 


wobei  nocli  z  =  z'/2  eingefubrt  ist.  Andererseits  stellt  sick  in  der 


Grenze  eine  Einteilung  der  w-Ebene  in  Parallelstreifen  ein,  wie  in 
beistebender  Figur  angezeigt  ist,  wahrend  die  Blatter  der  5-Flache 
in  den  Punkten  z=l,  -1  zu  zweien,  im  Punkte  z  =  oo  allesamt 

zusammenhiingen. 

Da  endlich  sin  w'  =  cos  [w'~  f)  ist,  so  erhalt  man  die  konforme 
Abbildung  fiir  diese  Funktion  vermoge  einer  Parallelverschiebung  der 


395 


s  9  Lineare  Transformationen  einer  Riemannschen  Flache 

o  * 


w-Ebene: 

IV  =  w  —  y  ,  w  =  IV  -f  Y  > 

wodurch  der  Punkt  w  =  -  */2  nach  deni  Anfang  gebracht  wird. 

Aufgabe.  Man  transformiere  die  Doppelpyramidengebietseintei- 
lung  der  w-Ebene  so,  daB  die  beiden  Pole  bzw.  in  den  Punkten 
w==2ni,  —  2ni  zu  liegen  kommen,  und  verffige  alsdann  liber  eine 
weitere  Ecke  so,  daB  beim  Grenzfibergange  n  =  oo  einmal  cos  w, 
zweitens  sin  ic  berauskommt. 

j Direkte  Behandlung  von  sin  w.  Wir  konnen  die  durcli  die  Funktion 

sin  w  =  z 


definierte  Abbildung  auch  anf  reclineriscbem  Wege  sofort  bestimmen. 

o  o 

Aus 

sin  (it  -[■  vi)  —  sin  u  cos  vi  +  cos  u  sin  vi  4 

V  |  V 

e  t"  c 


foist: 


o' 


sin  u 


-f-  cos  u 


—  V  V 

e  —  e 


'ii 


=  x  +  yi 


x  =  sin  u  cli  v ,  if  =  cos  u  sh  v , 


und  hieraus  ferner: 


-V  +  -^-=  1 

chGf  ^  sh2  v 


x- 

sin2  u 


_ y_ 

cos 2  u 


=  1. 


An  der  Hand  dieser  Formeln  ist  es  leicht,  die  Abbildung  des 
Halbstreifens 


TC  -  ,  nr,  . 

—  2  ,  0£v 


zu  verfolgen.  Die  Gerade  v  =  vQ  >  0  wird  hierdurch  in  eine  Halb- 

ellipse  der  oberen  Halbebene  mit  den  Brennpunkten  z—  1,  _  1  yer- 

wandelt,  wahrend  die  Gerade  u  =  uQ  in  die  obere  Halfte  ernes’ Hyperbel- 

astes  mit  den  gleichen  Brennpunkten  tibergeht.  Durcli  diese  beiden 

Scharen  konfokaler  Ellipsen  und  Hyperbeln  wird  somit  die  positive 

mitte  der  s-Ebene  em-eindeutig  und  konform  auf  jenen  Halbstreifen 
oezogen. 

In  ahnlicher  Weise  wird  jauch  die  negative  Halfte  der  Ebene 
anf  die  negative  Halfte  des  Streifens  abgebildet  Und  nun  entspriclit 
jei  em  anstoBenden  Halbstreifen  ein  oberes  oder  ein  unleres  Halbblatt 

gehougen  Teds  der  reellen  Aehse  anzugliedern  ist.  Die  funkZ 
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11  erweisen  sich  dabei  als  ausgezeichnete  Punkte  (§  2) 

denen  die  Punkte  *=  1,  —  1  als  Verzweigungspunkte  erster  Ordnuna 
zugeordnet  sind.  ° 

.  J)ie  hyperbolischen  Funktionen.  Aus  den  Definitionen  der  hyper- 
bolischen  Funktionen: 


sh  w  = 


—  i  sin  iw , 


ew-\-e-,u 

cn  iv  =  — — - -  cos  nv ,  usw.? 

erbellt  sofort,  da6  man  die  zugehorigen  konformen  Abbildungen  aus 
denjenigen  fur  sin  tv,  cos  tv,  usw.  mittels  Drehung  der  resp.  Ebenen 
um  den  Punkt  tv  =  0  durch  einen  rechten  Winkel  gewinnt. 

Aufgabe.  Man  konstruiere  die  Kiemannschen  Flachen  fur  die 

tv  = 

iv  =  za  +  bi. 


Funktionen: 

a) 

b) 


§10.  Ein  Satz,  betreffend  eine  ausgedehnte  Klasse  mehrdeutiger 

Funktionen. 

Im  Anschlusse  an  die  Entwicklungen  von  Kap.  5,  §  10;  Ende 
kann  man  folgenden  Satz  aussprecken. 

Satz.  Jedem  inner en  Funkte  eines  einfach  msammenhangenden 
Bereichs  T  der  erweiterten  Ebene  mogen  mehrere  Werte  f(z)  zugeordnet 
tverden.  Im  Falle  die  Anzald  der  Werte  nicht  endlich  ist,  soil  sie  je- 
doch  abzahlbar  sein.  Diese  Werte  sollen  ferner  so  beschaffen  sein,  daft 
jedem  inneren  Punkte  von  T  eine  bestimmte  Umgebung  entspricht,  in 
welcher  sich  der  game  Vorrat  der  Funktionswerte  zu  einer  Reihe  ein- 
deutiger  analytischer  Funktionen  zusammenfassen  Id  fit,  Dann  kbnnen 
besagte  Werte  aueh  im  Grofien,  also  im  ganzen  Bcreiehe  T,  zu  em- 
deutigen  Funktionen  f\  {z),f^(z), .  .  .  zusammengefafit  tverden,  deren  jede 
sick  in  T  analytisck  verlidlt  und  deren  Gesamtkeit  die  Werte  f(z)  ge- 
rade  erschopft. 

Enthalt  der  Bereich  T  den  Punkt  oo  im  Innern,  ohne  aus  der 
ganzen  Ebene  zu  besteken,  so  wird  man  vor  allem  durch  eine  hneare 
Transformation  bewirken,  dab  der  Punkt  oo  zu  einem  auBern  oder 
hochstens  zu  einem  Randpunkt  wird. 
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Sei  T  ein  endlicher  einfack  zusammenhangender,  von  einer  ein- 
fachen  reoularen  Kurve  begrenzter  Bereich,  welcher  nebst  seinem  Ramie 
rank  innerhalb  X  liegt.  Dann  zeigt  man  nacb  dem  gewohnlichen  Ver- 
fakren,  daB  es  eine  feste  positive  Zahl  h  gibt,  derart  daB,  in  der  Lm- 
o-ebung  \z  -  z0\<h  eines  beliebigen  Punktes  von  T ,  sich  der 
gauze °Vorrat  der  Funktionswerte  zu  einer  Reike  eindeutiger  analy- 

tisclier  Funktionen  zusammenfassen  liiBt. 

Ini  Bereicke  T  wollen  wir  jetzt  nack  dem  Satze  vein  Rap.  o, 
§  10  die  Kette  von  Bereicken  Su  S2,  .  .  S*=  T'  konstruieren,  wo- 

bei  der  groBte  Durckmesser  des  jeweils  kinzutretenden  Bereicks  6 
kleiner  als  h  ausfallen  moge.  Dann  gilt  der  Satz,  um  dessen  Beweis 
es  sick  kandelt,  sicker  fur  Sv  Gilt  er  ferner  fiir  Sk,  so  gilt  er  auck 
fiir  Sk  +  V  In  der  Tat  sei  z0  ein  Punkt  der  gemeinsamen  Begrenzung 
von  Sk  und  dem  den  Ubergang  von  Sk  zu  Sk  +  1  vermittelnden  Be- 
reick  a.  Dann  lassen  sick  die  Werte  von  f(z)  im  Bereicke  z  —  z0  </f 
nack  dem  Yorkergekenden  zu  daselbst  eindeutigeu  analytiscken  Funk¬ 
tionen  zusammenfassen,  ivelcke  nun  einerseits  resp.  mit  den  bereits  in  Sk 
vorkandenen  Funktionen  in  den  gemeinsamen  Punkten  ikrer  Definitions- 
bereicke  ubereinstimmen,  wie  sogleick  nachgewiesen  werden  soil,  an- 
dererseits  aber  diese  iiber  besagten.  Bereick  6  kin  analytiscli  fortsetzen. 


Hiermit  ist  der  Satz  zunliekst  fiir  den  Bereick  T'  darijetan.  Nack 
dem  Zusatze  von  Kap.  5,  §  10  kann  aber  T  in  eine  Reike  von 
Teilbereicken  Tlf  1\2,  .  .  .  je  von  der  Bescliaffenkeit  des  Bereickes  T' 
entwickelt  werden,  woraus  denn  die  notige  Erganzung  des  Beweises 
sick  sotort  ergibt.  Der  Fall  der  erweiterten  Ebene  wird  akulick  be- 
handelt,  indem  man  die  Lmgebung  |  z  j  ]>  Q  des  Punktes  co  vorweg- 
nimmt  und  dann  als  Bereick  T'  das  Gebiet  \z  >  G'  >  G  walilt. 

Es  eriibrigt  nur  nock,  den  folgenden  Satz  zu  begriinden.  Sind 


ft  0),  U(z),  • 


9i0),  9a  W 


zwei  endliche  resp.  abzcihlbare  Mengen  im  Innern  und  auf  der  Begren- 
zung  eines  regtddren  Bereicks  ®  analytischer  Funktionen .,  und  liefert  die 
erste  Menge  genau  demelben  Wertvorrat  in  &  wie  die  zweite,  so  ist  jede 
hunkhon  f.(z )  mit  einer  Funktion  cPj(z)  identisch ,  und  umgekehrt.  ' 

Zurn  Beweise  genttgt  es  offenbar  zu  zeigen,  daB  f\{z)  i„  der 
Kuhe  der  v  wn-khch  vorkommt  Ware  dies  nicht  der  FaU,  so  kbnnte 

>on  abV  320  mit  in  endliehen, 

S e es ITgT  T0U  abereinstimmen.  Demnach 

8  “  ‘m  Gauzeu  nur  fitziihlbare  Menge  von  Punkten  des 
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Bereichs  ft,  in  denen  ft(z)  mit  Werten  aus  der  Reihe  der  cp  iiberein- 
stimmte.  J)a  nun  aber  das  Kontinuum  nacb  Kap.  5,  §  11  nicht-ab- 
zalilbar  ist,  so  muB  ein  Punkt  von  ft,  vorbanden  sein,  der  nicht  zur 
letzteren  Menge  gehort,  und  hiermit  sind  wir  zu  einem  Widerspruch 
gefubrt.  —  Als  Bereich  ft  nehme  man  einen  gemeinsamen  Teil  von 
Sk  und  dem  Kreise  \*-e0\  £Ji<h. 


§  11*  Die  Riemannsche  Flache  fur  die  Umkehrung  einer 
allgemeinen  rationalen  Funktion. 

W  ir  baben  eine  Reihe  von  Riemannschen  Flachen  konstruiert 
wobei  es  sick  meist  um  die  Umkehrung  einer  eindeutigen  Funktion 
gehandelt  hat.  Betrachten  wir  nun  noch  den  allgemeinen  Fall  einer 
rationalen  Funktion.  Sei 


(1) 


B  ( w ) 


ip  (w) 


wo  <p  (w)  und  xp(w)  teilerfremde  Polynome  sind.  Vorlaufig  moge  der 
Grad  m  von  cp  (w)  groBer  als  derjenige  n  von  xp  ( 'w )  sein.  Einem  be- 
liebigen  Werte  von  z  werden  dann  im  allgemeinen  m  verschiedene 
Werte  von  w  entsprechen,  welche  durch  die  algebraische  Gleichung 


(2)  cp  (w)  —  zip  (w)  =  0 

bestimmt  werden.  Eine  Ausnahme  tritt  nur  dann  ein,  wenn  gleich- 
zeitig  auch  der  zweiten  Gleichung: 


^  W  0 w )  -  («0]  =  <p  O)  —  z t' O)  =  o, 

Geniige  geleistet  wird.  Dazu  ist  notwendig,  daB 


cp  xp 

f  i  f 

cp  xp 


=  cp  ip'  —  cp'xp  =  0 


sei.  Diese  Bedingung  reicht  aber  auch  kin,  sofern  der  betrelfende 
Wert  von  w  die  Funktion  xp  (tv)  nicht  zum  Verschwinden  bringt,  um 
einen  Wert  von  z  zu  bestimmen,  wofiir  die  Gleichung  (2)  eine  mehr- 
fache  Wurzel  hat.  Nun  decken  sick  die  zulassigen  Werte  von  w  an- 
dererseits  gerade  mit  denjenigen  Werten,  woftii 

dz  ip  y' 

dw  ip* 

verschwindet,  darum  geben  sie  ausgezeichnete  Punkte  der  w- Ebene 
ab.  Die  zugehorigen  Punkte  der  #-Ebene,  •  •  •>  zeichnen  wir 


§  11- 
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sie  durch  eine  einfache  Kurve  G,  welche 

uoch  naeli  dem  Punkte  *  ~  oo  fortsetzen.  Jedem  Punkte  *, 
mit  keinem  Punkte  zusammenffiUt,  werden  dann  m 
entsnrechen,  welche  sich  in  der  Umgebung 


deshalb  anf  und  verbinden 
wir 

welcher  nur 

verscbiedene  Werte  von  w 
eines  beliebigen  Punktes 
zo  £.  zu  m  in  z0  analyti- 
scben  Funktionen  vereinigen 
lassen,  der  art,  dab  die  den 
Punkten  dieser  Umgebung  £ 

durch  (1)  zugeordneten  Werte 


Fig.  95. 


gerade  erschopft  werden. 

Uber  der  0-Ebene  sollen  jetzt  m  Blatter  ausgebreitet  und  je  langs 
der  Kurve  (5  aufgeschnitten  werden.  Dann  werden  wir  zeigen,  daB 
diese  Blatter  langs  der  verschiedenen  Bogen  von  S  so  zusammen- 
gefiigt  werden  konnen,  daB  eine  Riemannsche  Flache  zustande  komint, 
auf  welcher  die  der  Funktion  z  =  R  (w)  entsprechende  Umkehrfunk- 
tion  w  —  f{z)  eindeutig  und  stetig  verlauft.  In  der  Tat  sei  T  der 
Bereich,  welcher  entsteht,  wenn  man  die  einfache  2-Ebene  langs  (5 
aufschneidet.  Dann  lassen  sich  die  den  Punkten  von  T  durch  (1) 
zugeordneten  m  Werte  nach  dem  Satze  von  §  10  zu  m  in  T  ein- 
deutigen  analytischen  Funktionen  zusammenfassen  und  somit  auf  jenen 
m  aufgeschnittenen  Blattern  eindeutig  und  stetig  ausbreiten. 

Es  bleibt  nur  noch  iibrig,  die  m  Blatter  langs  der  verschiedenen 
Strecken  von  S  zusammenzufiigen.  Behufs  dessen  wollen  wir  diese 
Blatter  numerieren:  i,  ii,  .  .  .,  und  zugleich  auch  die  beiden  Ufer  des 
Schnittes  ©  als  das  positive  und  das  negative  unterscheiden.  Fassen 
nn  den  ei  sten  Bo^en  von  (5:  (glf  |2)  ins  Auge  und  betrachten 
wir  die  dem  positiven  Ufer  von  i  entsprechenden  Funktionswerte. 
Diese  stimmen  mit  den  dem  negativen  Ufer  desselben  resp.  eines 
zweiten  Blattes  entsprechenden  Funktionswerten  iibereip.  Man  kann 
namlich  den  genannten  Bogen  mit  einem  einfach  zusammenhiingenden 
Bereiche  %  umgeben1),  welcher  keine  weiteren  Punkte  von  U  umfaBt. 
und  dann  die  den  Punkten  von  %.  gehorigen  Werte  w  nach  dem  Satze 
des  vorhergehenden  Paragraphen  zu  m  in  %  analytischen  Funktionen 
zusammenfassen.  Eine  dieser  Funktionen  wird  in  dem  gemeinsamen 
am  positiven  Ufer  gelegenen  Teile  von  %  und  dem  Blatte  i  mit  der 
jenem  Blatte  zugeordneten  Funktion  iibereinstimmen,  wahrend  sie  im 
U  ngen  leile  vou  ^  mit  der  demselben  bzw.  einem  anderen  Blatte 


1)  Die  hierzu  notige  Arithmetisierung  findet  sich  in  Kap.  5,  §  6. 
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entsprechenden  Funktion  zusammenfallt.  Auf  diese  Weise  wird  die  Ver- 
bmdung  zwhschen  alien  Blatter,,  fur  d,esen  Bogen  von  ®  hergesteUt 

^  leder,k10l*m“n  dea .PlozeB  aa  weiteren  Bogen  von  g,  so  erhalt 

man  schlieBUch  die  in  Aussiclit  genommene  Riemannsche  Flitche.  Was 
d,e  Fuukte  ernes  Verzweigungssehnitts  anbetrifft,  so  zahlt  man  sie 
gewohnlich  alle  zu  eiu  und  demselben  der  beiden  zusammenstoBenden 
Blatter,  zu  welchem  ist  ia  gleichebilticr. 

W  lr  haben  vorausgesetzt,  dab  m  >  n  sei.  Der  Fall  m  £  n  laBt 
si  eh  durch  eine  lineare  Transformation  sowohl  von  w  als  von  z  auf 
den  soeben  besprochenen  zuriickfiihren. 


Auf  gab  e.  Man  zeige,  dab  der  Punkt  w  =  oo  ein  ausgezeichneter 
Punkt  ist,  wenn  n  <  m  —  1  oder  n  >  m  +  1  ist. 

Wie  lautet  die  Bedingung,  wenn  n  =  m  ist? 


§  f  Die  Riemannsche  Flache  fur  eine  allgemeine  algebraische 

Funktion. 

Die  spezielle  Ivlasse  algebraischer  Funktionen,  die  wir  ini  vorher- 
gehenden  Paragrapben  beliandelt  baben,  zeicbnet  sicb  dadurcb  aus, 
dab  die  Existenz  und  analytische  Eigenscbaft  der  mebrdeutigen  Funk¬ 
tion,  deren  Riemannsche  Flache  konstruiert  werden  sollte,  mittels  des 
Theorems  von  Kap.  6,  §  7  in  einfacbster  Weise  erscblossen  werden 
konnte.  Hat  man  einmal  die  entsprechenden  Satze  fiir  die  allgemeine 
algebraische  Funktion  erworben,  so  kann  man  aucli  bier  dieselben 
Methoden  zur  Herstellung  der  Flache  benutzen. 

Sei 

( 1 )  G(w,  z)  =  A0  (z)  wm  -P  A1  (z)  iv'h  ~ 1  H - f  Am  (z)  =  0 , 

m>  0,  A0(z)$  0, 

eine  beliebige  irrednzibele  algebraische  Gleichung,  d.  h.  das  Polynom  G 
soil  sich  nicht  in  das  Produkt  zweier  anderer  Polynome  spalten  lassen. 
Einem  beliebigen  Werte  von  z  entsprechen  dann  im  allgemeinen  m 
verschiedene  Werte  von  iv.  Eine  Ausnahme  tritt  nur  fiir  eine  end- 
liche  Anzahl  von  Punkten  ein,  die  wir  in  der  ^-Ebene  aufzeichnen 
und  fiirs  erste  von  der  Betrachtuno'  ausschlieben  wollen.  Das  sind 
namlich: 

a)  die  Punkte  z  =  £lf  .  .  I*,  wofiir  die  Gleichung  (r(w,  £,•)  =  0 

eine  mehrfache  Wurzel  hat.  Diese  Werte  linden  sich  unter  denen, 
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wofiir  die  Diskriminante  der  Gleichung  (1)  verschwindet.  Die  Punkte  £ 
sind  dadurch  charakterisiert,  dab  gleichzeitig  den  beiden  Gleich ungen : 

G  (w,  g,)  =  0,  Gw  (tv,  =  0 , 

wo  Ga,(w,  2)  =  c  G(w,  z)/dw  ist,  gentigt  werden  kann; 

b)  die  Punkte  z  =  t]u  .  .  .,  rjn  wofur  A0(z)  verschwindet. 

Jedem  Punkt  zQ,  welcher  nur  mit  keinem  Punkte  von  a),  b) 
zusammenfallt,  werden  nun  m  getrennte  Werte  von  tv  entsprechen. 
Wir  wollen  zeigen,  dab  jedem  dieser  Werte  eine  bestimmte  Umgebung 
des  Punkte  z0  und  eine  in  dieser  Umgebung  eindeutige  analytiscke 
Funktion  derart  zugeordnet  werden  konnen,  dab  die  Funktion  im 
Punkte  z0  den  betretfenden  Wert  von  tv  annimmt  und,  gleich  tv  ge- 
setzt,  das  Polynom  G(tv,z)  in  jedem  Punkte  der  Umgebung  zum 
Yerschwinden  bringt.  Die  m  Funktionen  zusammengenommen  werden 
dann  offenbar  das  den  Punkten  der  betretfenden  Umgebung  durch  (1) 
zugeordnete  Wertesystem  gerade  erschopfen. 

In  der  Tat  sei 

G{tv,  z)  =  P(u,  v,  x,  y)  +  i  Q  (u,  v,  x,  y ) , 

wo  also  P ,  Q  reelle  Polvnome  in  u,  v,  x,  y  sind;  und  sei  ferner  tv0 

ein  beliebiger  der  dem  Punkte  z0  durch  (1)  zugeordneten  Werte. 
Dann  ist 

™o)  =  0,  V0,  x0,  y0)  -f-  iQ(u0,  v0,  x0,  yQ)  —  0; 

dagegen  ist 


P:  &w(uo>  20]  Pu(lto>  v0>  xo>  Vo)  +  i  Qu(uq,  v0,  x0,  y0)  4=  0. 

Nach  Kap.  2,  §  5  werden  sich  nun  die  beiden  Gleichungen 

^  -P  Ku’ v > x >  y)  —  0,  Q  (u,  vt  x,  y)  =*  o  . 

m  der  Nahe  des  Punktes  («„,  %)  in  eindeutiger  Weise  nach 

u,  v  auflosen  Jasseu: 


u  =  y(x,  y)  ,  V  =  J(,  (Xf  ^ 
wenn  nur  die  Jacobische  Determinante 


J= 


P 


P„ 


Qu  Q . 


mmw. 

is.*  26 
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gleichungen  ist  aber 

r  i  v  i  •  ,  ft,  P*  =  ~ 

folglicn  ist 

£,>,*)  |2+o, 

und  da  ist  also  alles  in  Ordnung. 

Durcb  die  hiermit  erhaltene  eindeutige  stetige  Funktion 

u  +  vi  =  cp  (x,  y )  +  iil>  (x,  y ) 


werden  daher  alle  Werte  von  w,  die  in  der  Nahe  des  Punktes  w0 
liegen  und  der  Gleichung  (1)  geniigen,  gerade  erschopft.  Es  bleibt 
nur  nocb  iibrig,  den  analytischen  Charakter  dieser  Funktion  zu  kon- 
statieren.  Das  gescbieht  nun,  indem  man  durch  Differentiation  der 
Gleichungen  (2)  direkt  nachweist,  dab 


du  dv  du  dv 

.  ,  dx  dy’  dy  dx 

ist. 

Von  hier  ab  gilt  das  Raisonnement  des  vorhergehenden  Para- 

o  o 

graphen,  nur  mub  die  Kurve  (£  jetzt  durch  alle  h  +  l  Punkte  beider 

Klassen  a),  b)  gehen.  Diese  Punkte,  nebst  dem  Punkte  z=o o,  um- 

fassen  alle  Verzweigungspunkte  und  Pole  der  Funktion  tv.  Im  all- 

gemeinen  werden  aber  nur  ein  Teil  der  Blatter  in  einem  bestimmteni 

dieser  Punkte  verzweigt  sein  oder  einen  Pol  der  Funktion  auiweisen; 

ja,  es  kann  sogar  vorkommen,  dab  in  einigen  der  Punkte  weder.Ver- 

zweigungen  noch  Pole  auftretenj  vgl.  §  17. 

•  • 

Aufgabe.  Sei  (pfaLf...,  aj  ein  Punkt  des  durch  die  algebraische 
Gleichung 

G  (tv ,  zly  .  .  .  zm)  0 


bestimmten  Ortes,  wofiir 


Gm(bt 


Cl 


a. 


,)  +  o 


ist.  Man 

(ft,  (lyy  •  •  ■  , 
(cfj ,  .  .  .,  (tm 


zeige,  dab  diejenigen  Punkte  der  Nachbarschaft  voa 
a  )  wofiir  G  verschwindet,  zu  einer  in  der  Nahe  von 

m/ 1 

)  eindeutigen  stetigen  Funktion 


w  =  y(z i,  •  •  £m) 


Anlab  geben,  und  dab  auberdem 

duo  1  dio 

dxt  i  dyt 

ist,  wo  zt  =  xx  +  iyt  und  1=1,...,  in. 
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§  13  Von  dem  Verhalten  einer  mehrdeutigen  Funktion  in  einem 

Verzweigungspunkte. 

In  der  Umgebung  T  eines  Punktes  g  =  a  sei  eine  mehrdeutige 
Funktion  f(z)  gegeben.  Hebt  man  den  Punkt  a  aus  T  tort  und  be- 
zeichnet  man  den  kierdurcli  entstandenen  Bereicli  mit  T~,  so  mbge 
f(z)  in  T~  die  Bedingungen  des  Satzes  von  §  10  erfiillen.  Jetzt  breite 
man  n  bzw.  unendlich  viele  Blatter  iiber  T~  aus  und  schneide  diese 
alle  langs  einer  den  Punkt  a  mit  dem  Rande  von  T  verbindenden 
Kurve  L  auf.  Dann  lassen  sieh  die  verschiedenen  Bestimmungen  von 
f{z)  zu  in  den  letztgenannten  Bereicben  eindeutigen  analytischen  Funk- 
tionen  zusammenfassen.  Und  nun  kann  man  wieder  gerade  so,  wie 
in  den  bereits  besprochenen  Fallen  die  an  L  stofienden  Riinder  dieser 
Bereicbe  zusammenfiigen,  derart,  daB  ein  oder  melirere  Stiicke  Rie- 
mannscber  Fliichen  zu  stande  kommen,  auf  denen  die  beziigliche  Be- 
stimmung  von  f(z)  eindeutig  und  stetig  verliiuft.  Wie  man  siebt, 
stellt  sick  ein  oder  mebrere  Vrerzweigungspunkte  ein.  Dabei  sind  die 
beiden  extremen  Falle  die,  a)  daB  jeder  Yerzweigungspunkt  von  der 
0-ten  Ordnung  ist,  d.  b.  die  Blatter  verlaufen  alle  scblicbt;  b)  daB 
alle  Blatter  in  einem  einzigen  Zykins  zusammenhangen. 

Y  ir  wollen  jetzt  bloB  diejenigen  Bestimmungen  f  \  (z)  von  f'(z) 
herausgreiten,  welebe  den  n  Bliittern  eines  einzigen  Zyklus  endlicber 
Ordnung  entsprecben.  Durcb  die  Transformation 

(1)  z  —  a  =  t'1 


wird  dann  die  Umgebung  des  Verzweigungspunktes  auf  die  scblicbte 
umgebung  der  Stelle  t  =  0  ein-eindeutig  und  stetig  und,  vom  Punkte 
*  =  aiselbst  abgeseben,  aucb  konform  abgebildet.  Dabei  wird  f\  (g)  in 
erne  funktion  cp(t)  ubergefiibrt,  welcbe  in  der  Umgebung  der  Stelle 
<-  0,  bocbstens  mit  Ausnabme  dieses  Punktes  selbst,  eindeutig  und 
analytiseb  ist.  Auf  das  Verhalten  von  <p  (t)  im  Punkte  t  =  0  lassen 
sieh  mithin  die  Satze  von  Kap.  7,  §  6  in  Anvvendung  bringen.  Dem- 
nacb  bat  man  drei  Falle  zu  unterscheiden. 
a)  Es  ist 

ft  (a)  =  oo . 

*"  »■' -w  ■«“  im  ~  i:Tsr-k“ 
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wenn  t  gegen  0  konvergiert.  Infolgedessen  nahert  sich  f\ (z)  dem 
Grenzwerte1 2)  b: 

lim  fx  (z)  ==  b. 

z  =  a 

La6t  f\z)  die  Bestimmung  b  im  Punkte  z  =  a  zu  und  verabredet  man 
uberdies,  daB  gerade  diese  Bestimmung  den  Bestimmungen  ft(z)  zu- 
geseUt  werden  soil,  so  heiBt  ft  (z)  im  Punkte  z  —  a  stetig. 

e)  In  jedem  anderen  Falle  hat  f\  (z)  eine  ivesentliche  singuldre 
Stelle  im  Punkte  z  —  a.  Dementsprechend  kommt  auck  fl{z)  jedem 
vorgegebenen  Werte  in  jeder  Umgebung  des  Verzweigungspunktes  z  =  a 
beliebig  nake.  Die  Funktion  cp  ( t )  hat  jetzt  ebenfalls  eine  wesentliche 
singulare  Stelle  in  diesem  Punkte. 

Der  Entwicklung  der  Funktion  cp  (t)  in  eine  Laurentscke  Reike 
entsprecliend  erhalt  man  nun  fur  /j(V)  in  jedem  der  drei  Falle  eine 
Darstellung  von  der  Gestalt: 

(2)  fx(z)  =  j2ck(z-a)k,n. 


Hierbei  ist  im  Falle  b)  m  ^  0.  1st  m  >  0,  cm  =p  0,  so  hat  /j  (z)  im 
Yerzweigungspunkte  eine  Wurzel  m-ter  Ordnung.  Allgemein  nimmt 
/j  (z)  den  Wert  /j  (a)  m-mal  an,  wenn  /j  (z)  —  /j  (a)  im  Punkte  a  m- mal 
versckwindet. 

In  ahnlicher  Weise  definiert  man  die  Ordnung  eines  Poles.  Sei 
m  =  —  g,  g  >  0,  cm  4=  0.  Dann  gilt  der  Yerzweigungspunkt  a  als  ein 
Pol  g-ter  Ordnung.  —  Im  Falle  einer  wesentlicken  singularen  Stelle 
o'ibt  es  endlick  eine  unbegrenzte  Anzakl  nickt  versckwindender  Koeffi- 
zienten  mit  negativem  Index.  Dabei  ist  m  =  —  oo  zu  setzen. 

Die  Entwicklungen  dieses  Paragraphen  bleiben  alle  nock  besteken, 
wenn  der  Yerzweigungspunkt  im  Punkte  z  =  oo  liegt,  solern  man  an 
Stelle  von  (1)  die  Transformation 

(3)  *  =  t~n  j 

treten  laBt  und  dementsprechend  durchweg  z  —  a  durck  l/z  ersetzt.  ) 


1)  Genau  genommen  handelt  es  sich  hier  um  eine  Eiweiterung  des  Be 
griffs  eines  Gren^wertes,  bzw.  im  Falle  a)  des  Unendlichwerdens  Diese  liegt  je- 
doch  so  klar  zu  Tage,  daB  wir  uns  wokl  dabei  nicht  welter  aufzuhalten  brauchen, 

2)  Vorbildlich  fur  die  Form  der  Entwicklung  (2)  war  schon  das  Newton- 
sche  Yerfahren  zur  Trennung  der  Zweige  einer  algebraischen  Kurve,  ygl.  c  e  " 
Lindemann,  Geometric,  Bd.  1,  4.  Abt.  II.  Erst  durcb  d.e  Arbe.ten  you  rui- 
seui  und  Riemann  ist  die  Gultigkeit  der  genannten  Entwicklung  in  bicbeib 
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FmUionen  mf  ciner  gcgebenen  Biemannschm  Flache.  Integrate. 
Das  Besidumn.  In  den  bisherigen  Entwicklungen  sind  wrr  von  emer 
niebrdeutigen  Funktion  ausgegangen  und  haben  dann  erne  lueuiannsc  e 
Flache  fur  sie  konstruiert.  Sehen  wir  dagegen  die  Riemannsehe  b  iache 
als  o-egeben  an  und  erteilen  wir  ihren  Punkten  je  einen  bestimmten 
Wert1),  so  entsteht  eine  Funktion  I  (z)  aul  der  Flache.  Wii  pollen 
voraussetzen,  dab  F{z)  sick  in  den  gewdhnlichen  Punkten  der  Flache 
im  allgemeinen  analytisch  verhalt.  Insbesondere  sei  z  =  a  ein  A  er- 
zweigungspunkt  (n-l)-ter  Ordnung,  in  dessen  Umgebung  F{z)  sonst 
ausnahmslos  analytisch  ist.  Dann  iibertragt  sich  die  vorheigehende 
Untersuchung  betreffend  das  Verhalten  der  h  unktion  ft  (z)  im  \  er- 
zweigungspunkte  z  —  a  ohne  weiteres  auf  den  voiliegenden  hall.  Nur 
in  einer  Hinsicht  ist  ein  Unterschied  zu  verzeichnen.  Die  h  unktion 
F(z)  kann  namlich,  da  die  Riemannsehe  Flache  nicht  fiir'  sie  kon- 
struiert  wurde,  in  yerschiedenen  Bliittern  identisch  gleiclie  V  erte  haben. 
Sei  bespielsweise  die  Flache  fur 


iv  =  z 12 , 


a 


0. 


gegeben.  Dann  kann  F(z)  insbesondere  eine  der  Funktionen  sein: 


i 

.1  12  > 


3z 

2  —yV 


.  Definition.  Ist  fx(z)  eindeutig  auf  der  Flache  in  der  Umgebung 
des  V erzweigungspunktes  z  =  a,  —  hochstens  mit  Ausnahme  dieses 
Punktes  selbst,  wofiir  sie  nicht  definiert  zu  sein  braucht,  —  und 
nimmt  ft(z)  iiberdies  in  verschiedenen  Bliittern  niemals  identisch  gleiche 
Werte  an,  so  keiBt  fx  (z)  im  Verzweigungspunkte  a  mit  der  Flache 
gleichvcrzweigt.  Zwei  h  unktionen  heiBen  in  einem  "\  erzweigungspunkte 
miteinander  gleichverziveigt,  wenn  jede  derselben  auf  der  fur  die  andere 
konstruierte  Riemannsehe  Flache  in  der  Umgebung  besagten  Punktes 
eindeutig  ist. 

Das  Residuum  laBt  sich  in  einem  Verzweigungspunkte  genau  so 
feflaieren,  wie  frtther  im  FaUe  eines  gewohn lichen  Punktes,  indem 


SS.W.M'A'Jr  ?f  Rd'  15  C1860)  _S.  S66,  und  Jordan,  Cour, 

“«*“>  Inauguraldi^ZiF,  mi.tdTs'?  dessenT” 

SinneVetrnTs%Stteit  b"“",L  des  Tertes  sind  im 

mch^fBra“thenWeil“;  *»  auf  der 
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man  eine  einfeche  regular*,  auf  der  Riemaunschen  Flache  geschlossene 
keine  weitere  Singularitat  enthaltende  Kurve  C  um  a  legt  und  dann 
das  Integral 

in  positiver  Ricktung  iiber  dieselbe  hinerstreckt.  Der  Reihenentwickluno- 

O 

F(z)  =  J?ck(z  —  a)k/n 

k  =  m 


entsprechend  liat  das  Residuum  den  Wert 


falls  m  —  n  bzw.  m  =  —  <x>  ist,  sonst  bat  es  den  Wert  0.  Im 
Punkte  z  —  oo  tritt  an  Stelle  dieser  Formeln: 


-  2 

I?  =  m 


ck 


Das  Residuum  von  F(z)  im  Yerzweigungspunkte  z  =  a  und  das- 
jenige  der  durcb  die  Transformation  (1)  bzw.  (3)  aus  F  (z)  entstan- 
denen  Funktion  (p(t)  im  Punkte  t  =  0  baben  den  gleicben  Wert. 
Endlicb  sei  nocb  bemerkt,  dab  die  Ordnung  einer  Wurzel  resp.  eines 
Poles  von  F(z)  in  z  —  a  auch  im  gegenwartigen  Falle  durcb  das  Re¬ 
siduum  von  F'  {z)j  F(z)y  also  durcb  das  logaritbmiscbe  Residuum 
von  F(z),  gegeben  wird.  Im  Fade  eines  Poles  erbalt  man  so  den 
negativen  Wert  der  Ordnuug. 

Erstreckt  man  das  Integral 

0(z)  =  /  F(z)  dz 

zo 

iiber  einen  beliebigen  Integrationsweg  bin,  so  erbalt  man  eine  Funk¬ 
tion,  welche  sowohl  ein-  als  auch  mekrdeutig  auf  der  Flache  sein 
kann.  Im  Kleinen  verhalt  sicli  jedoch  0(e)  analytisch  in  jedem  Punkte, 
in  welcbem  F(z)  analytiscb  ist.  Hat  F(e)  in  einem  gewohnlichen 
endlicben  Punkte  der  Flache  einen  Pol  m- ter  Ordnung  (m  >  1),  so 
hat  0(z)  dort  einen  Pol  ( m  —  l)-ter  Ordnung  uebst  einer  logaiitk- 
miscben  Singularitat;  letztere  fallt  nur  dann  fort,  wenn  das  Resi¬ 
duum  von  F(z)  im  betreffenden  Punkte  verscbwindet.  Dagegen  weist 
0(e)  in  einem  endlicben  Yerzweigungspunkte,  welcher  ein  Pol  m- ter 
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Ordnung  (m  >  n)  fur  den  Integranden  ist,  nur  einen  Pol 
Ordnuno-  auf,  wozu  sicli  noch  eine  loganthmische  Singularitat  gesellt, 
sofern  das  Residuum  in  diesem  Punkte  nicht  verschwindet.  Im  ubrigen 
bleibt  0(e)  endlich  in  einem  endlichen  Verzweigungspunkte,  wenn 
F(z)  dort  einen  Pol  von  niedriger  als  der  w-ten  Ordnung  hat. 

Im  Punkte  z  =  co  entspricht  ferner  einem  Pole  w-ter  Ordnung 
des  Integranden  ein  Pol  (m  +  w)-ter  Ordnung  des  Integrals,  wozu  noch 
im  allgemeinen  eine  logarithmische  Singularitat  binzutritt.  Soli  das 
Integral  bier  weder  einen  Pol  noch  erne  logarithmische  Singularitat 
aufweisen,  so  muB  der  Integrand  mindestens  eine  Wurzel  (n  +  l)-ter 
Ordnung  haben.  Das  Verschwinden  des  Residuums  ist  wieder  not- 
wendig  und  hinreichend  dafiir,  daB  &(z)  in  der  Umgebung  des  Ver- 
zweigungspunktes  eindeutig  auf  der  Fliiche  bleibe. 

Insbesondere  hat  sich  folgendes  Resultat  ergeben.  Sei  z  =  a  ein 
gewohnlicher  Punkt  oder  ein  Verzweigungspunkt  endlicher  Ordnung*, 
dabei  darf  auch  a  =  oo  sein.  Damit  das  Integral  &  (V)  in  der  Um- 
o-ebuno-  yon  a  eindeutig  bleibe,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daB 
das  Residuum  von  F(z)  im  Punkte  z  =  a  verschwindet. 

Aufgalie  1.  Man  zeige,  daB  das  elliptische  Integral 


Jv^ 


dz 


2*)  (1—  Vi*? 


0  <  |  A:  |  <  I, 


iiberall  endlicli  und  stetig  auf  der  Riemannschen  Flache  fiir  die  Funktion 

w  =  Vil-z^)  (1  -tfz2), 
nicht  aber  eindeutig  auf  dieser  Flache  ist. 

Aufgabe  2.  Man  zeige,  daB  eine  logarithmische  Singularitat 
und  ein  Pol  sich  niemals  gegenseitig  derart  aufwiegen  kbnnen,  daB 
die  Funktion  endlich  bleibt. 


§  14.  Fortsetzung:  Parameterdarstellung  in  einem  Verzweigungs¬ 
punkte.  Abbildung. 

Den  Transformationen  (1),  (3)  des  vorhergehenden  Paragraphen 
entsprechend  laBt  erne  Funktion  w  -  f{i)  VOn  der  vorhin  angenom- 
menen  Beschaffenheit,  -  sei  es  die  Funktion,  wofiir  die  Flache  kon- 
struiert  wurde,  sei  es  bloB  eine  Funktion  auf  einer  vorgegebenen 
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^':irst“nl^TuVerZWeigU“gSFnnkte  (”  - 1>ter  0rd“™s  di* 

(i) 

to  =  <p  if),  I  t. 

P°  l-V  n  dwkU“geb“g  des  Pnnktes  (  =  0,  hochstens  von  diesem 
unkte  selbst  abgesehen,  emdeutig  und  analytisch  ist.  Hierbei  muB 

™  FaUe  °  “  00  lst-  »  Stelle  von  s  ~  a  treten.  Bleibt  ft*  ij 
Verzweigungspunkte  endlich,  so  ergibt  sich: 


iv  —  b  =  tiJip(t),  j 

wobei  ip(t)  im  Punkte  t=  0  analytisch  und,  sofern  f  (g)  ^  b,  von  Null 
verschieden  ist,  wahrend  die  naturliche  Zahl  p  angibt,  wie  oft  f  (z) 
den  Wert  b  im  Verzweigungspunkte  annimmt.  Im  Falle  eines  Poles 
P~ ter  Ordnung  tritt  hier  1/w  an  Stelle  von  w  -  b.  So  laBt  sich 
die  Darstellung  wohl  am  leichtesten  im  Kopfe  behalten.  Will  man  aber 
damit  rechnen,  so  empfiehlt  es  sich  der  zweiten  Gleichung  die 
zu  geben: 

iv  = 

Jeder  Wert  von  t  in  der  Umgebung  von  t  =  0  fiihrt  zu 
einzigen  Wertepaare  (w,  z),  welches  der  Funktion  w  =  f(z)  angehort. 
Die  Umkehrung  gilt  nur  unter  folgenden  Einschrankungen. 

Satz.  Vorgelegt  sei  eine  Riemannsche  Fldclie ,  welche  im  Punkte 
z  =  a  einen  Verziveigungspunkt  (n-l')-ter  Ordnung  hat.  Man  fuhre 
eine  neue  Verdnderliche  t  mittels  der  Relation 

2  —  a  =  t",  resp.,  falls  a •  =  oo,  1  jz  =  U  j 

ein.  Sei  ferner  w  =  f(z)  eine  Funktion  auf  der  Fldche,  icelche  in  der 
Ndhe  des  Verzweigungspunktes  mit  der  Fldche  gleichverziveigt  ist  und 
dort  stetig  bleibt  oder  hochstens  in  z  =  a  einen  Pol  hat.  Dann  ivird 
jedem  Wertepaar  (w,  z),  welches  einer  bestimmten  Umgebung  des  Ver¬ 
zweigungspunktes  angehort ,  nur  ein  cinziger  Wert  von  t  cntsprechen. 

Der  Beweis  verlauft  so.  Ware  der  Satz  falsch,  so  konnte  man 
eine  unendliche  Menge  von  Punkten  tlf'  t.2,  .  .  .  mit  lim  tt  =  0  linden, 

i  =  cc 

wof'iir  gleichzeitig  die  Relationen,  —  wir  beschranken  uns  ja  auf  den 
Fall,  da6  der  Punkt  a  im  Endlichen  liegt: 

et  —  a  =  tf  )  zt  -  a  =  (c3iti)n 

wt  -b  =  t/F  ft)  J ;  wi  —  b  =  {pitff  ip  (®ft) 


Form 


einem 
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bestelien.  Hierbei  bedeutet  «  erne  von  1  verschiedene  n-te  Einheits- 
wurzel.  Nun  iiberzeugt  man  sich  leicht,  daB  es  eme  unendliche  leil- 
menge  dieser  Menge  geben  muB,  wofiir  alle  ein  und  denselben 
Wert  co  baben.  Wenn  man  also  die  Funktion 


tp  ip  (t)  —  ( coty ip  (cot) 


bildet,  so  ist  klar,  daB  diese  identisch  verschwinden  muB.  Denn  sie 
verhalt.  sicli  ja  analytisch  im  Punkte  t  =  0  und  verschwindet  un- 
endlich  oft  in  der  Nahe  dieses  Punktes.  Hieraus  folgt  aber,  daB 
die  Funktion  f(z)  in  den  beiden  Blattern,  welch e  t  und  cot  entsprechen, 
identisch  gleiche  Werte  hat,-  was  gegen  die  Voraussetzung  verstoBt, 
daB  f(z)  mit  der  Flache  gleichverzweigt  sei. 

Definition.  Unter  den  Bedingungen  des  letzten  Satzes  heiBt 
die  Parameterdarstellung  zur  Funktion  gehorig. 

Satz.  Die  Funktion  f(z )  la  fit  fernerhin  im  allgemeincn  Falle  die 
Darstellung  zu : 

(3)  w  —  b  =(z  —  a) 11  ip  f(z  —  a) 

m*  •  -*  (  X\ 

resp.  w  =  (z  —  a)  n  ip i  (z  —  a)71  ) 

wo  ip(t)  sich  im  Punkte  t  =  0  analytisch  verhalt  unci ,  sofern  f(z)  ^  b, 
clort  nicht  verschwindet.  Dabei  brauchen  die  Zahlen  p  und  n  niclit 
teller fremd  zu  sein.  Im  Punkte  z  =  oo  wird  z  —  a  (lurch  1/e  ersetzt. 

Wir  werfen  nock  die  Frage  auf:  W  elches  ist  die  allgemeinste 
zur  Funktion  w  =  f  (z)  gehorige  Parameterdarstellung 

(4)  3  ~  a  =  x  (t),  w  —  b  =  to  (r)? 

Dabei  sollen  die  Funktionen  x(r),  m(t)  im  Punkte  r  =  r0  analytisch 
sein.  Wie  man  sofort  erkennt,  wird  hierdurch  die  Umgebung  des 
Puhktes  t  =  0  auf  die  Umgebung  von  r  =  r0  ein-eindeutig  und,  hoch- 
stens  mit  Ausnahme  des  Punktepaares  t  =  0,  r  =  r0,  konform  ab- 
gebddet.  Da  die  Beziehung  aber  selbst  bier  stetig  ist,  so  muB  sie 
aucli  konform  sein.  Hieraus  ergibt  sich,  daB  r  eine  im  Punkte  t  =  0 
analytische  Funktion  von  t  ist,  und  umgekekrt.  Insbesondere  ist 


cl  X 

(l  t 


t  =  o 


“F 


0. 


Pese  Bedingungen  sind  sowohl  notwendig  als  hinreichend.1) 

I  .uJLWwefe"  farrdarrte11”*  Variabele 

fc-ebraische  and  Abelsche  Funktionen,  V<>rle.ungen  fiber  al- 
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Hiermit  sind  wir  zu  einer  symmetrischen  Form  der  Gleicbungen  (2) 
gefiihrt:  °  v  ' 

z  —  a  =  tny  {t) ,  tv  —  b  =  tP  f  ( t ) , 

wo  cp(t),  4>(t)  sicli  im  Punkte  t  =  0  analytisch  verbalten,  <p( 0)  =4=  0, 
undj  sofern  f  (2)  ^=b}  aucli  ip  ( 0)  =}=  0  ist. 

Abbildung  in  einem  Verzweigungspunkte.  In  einem  Verzweigungs- 
punkte  (n  —  l)-ter  Ordnung,  z  =  a,  einer  vorgelegten  Riemannscken 
Blache  sei  f(z)  mit  der  Flache  gleichverzweigt.  1st  f(z)  dort  stetig 
und  nimmt  f(e)  den  Wert  f(a )  p- mal  an,  oder  hat  f(z)  dort  einen 
Pol  p-ter  Ordnung,  so  ergibt  sich  aus  den  vorhergehenden  Entwick- 
lungen,  daB  die  n-blattrige  Nachbarschaft  von  2  =  a  vermoge  der 
Gleichung 

(5)  w  =  f(z) 

auf  die  Umgebung  eines  Verzweigungspunktes  (p  —  l)-ter  Ordnung 
in  der  w-Ebene:  w  =  b  =  f  (a)  resp.  w  —  00  ein-eindeutig  und,  vom 
Punktepaare  (6,  a)  allein  abgesehen,  konform  abgebildet  wird.  In  der 
Tat  ist  bier  der  Punkt  t  =  0  ein  ausgezeichneter  Punkt  fiir  beide 
Funktionen  (2),  sofern  p  >  1  ist.  Durcb  die  zweite  derselben  wird 
also  die  schlicbte  Umgebung  dieses  Punktes  auf  die  Umgebung  eines 
Verzweigungspunktes  (p  —  l)-ter  Ordnung  in  w  =  b  bezogen,  ygl. 
§  2,  woraus  denn  die  Richtigkeit  des  Satzes  unmittelbar  erbellt.  Wir 
konnen  das  Ergebnis  auch  in  folgender  Form  aussprecben.  Die  Glei- 
chung  (5)  Id  fit  sich  nach  2  auflosen,  und  zivar  ist 

n  1 

2  —  a  =  (tv  —  by  7F  \{tv  —  b)p], 

ivo  W{  t)  sich  im  Punkte  t  =  0  analytisch  verlialt  und  dort  nicht  ver- 
schwindet.  Ist  a  =  00  oder  b  =  oo,  so  wird  2  — a  durch  1/2  resp.  w  —  U 
durch  1/w  ersetzt. 

Im  iibrigen  entspringt  aus  der  Darstellung  (3),  daB,  im  Falle* 
a  und  b  beide  im  Endlicben  liegen,  einem  unendlich  kleinen  vom 
z  =  a  ausgebenden  Vektor  A  z  ein  ebensolcher  von  w  =  b  ausgehender 
Vektor  Aw  entspricbt,  wofiir 

lim  CM*. 

endlicb  und  von  NuR  verscbieden  ist.  Hierin  liegt  die  Begrundunga 
folgenden  Satzes:  Stolen  zwei  ICurven  Clf  C2  im  VerzweigungspunW 
2  =  a  unter  deni  Winkel  a  zusammen ,  so  schliefien  Hire  Bildkurven  w> 
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Funlde  w  =  b  einen  Winkel  p  -  (*>/»)«  miteinander  ein.  Dabei  wird 
sowohl  p  als  a  in  der  Riemannschen  Flache  gemessen  und  darf  daher 
den  Wert  2tc  iiberschreiten.  In  der  Tat  unterscheiden  sich  die  als 
verschieden  aufzufassenden  Bestimmungen  von  a  ura  ganzzahlige  Viel- 
facbe,  nicbt  von  2%,  sondern  vielmehr  von  2n%.  —  Bezeichnet  man 
ferner  mit  Bs,  BS  die  Ldngen  zweier  einander  entsprechender  von 
z  _  (i  resp.  tv  =  b  ausgehender  unendlich  ldeiner  Bogen  und  sielit  man 
Bs  ah  unendlich  Tclein  von  dev  ersten  Ovdnung  an,  so  wird  BS  un¬ 
endlich  Mein  von  der  p/n-ten  Ovdnung.  Meist  empfiehlt  es  sicli  indessen, 
im  AnschluB  an  die  Parameterdarstellung  (2)  den  Bogen  B  6  der  ent- 
sprecbenden  Knrve  in  der  £-Ebene  als  unendlich  klein  von  der  ersten 
Ordnung  zu  nehmen.  Dann  haben  Bs  und  BS  beide  ganzzahlige 
Ordnungen,  namlich  n  resp.  p.  *) 


§  15.  Uber  algebraische  Funktionen. 


In  Kap.  7  haben  wir  die  Merkmale  einer  rationalen  Funktion 
kennen  lernen,  wonacli  sich  namlich  eine  Funktion  als  rational  er- 
weist,  wenn  sie  eindeutig  ist  und  keine  anderen  Singularitaten  in  der 
erweiterten  Ebene  als  nur  Pole  hat.  Wir  wollen  jetzt  ein  ent- 
sprechendes  Merkmal  fur  eine  algebraische  Funktion  aufsuchen.  Ein 
solches  wird  durch  folgenden  Satz  geliefert. 

1.  Satz.2)  Eine  endlich  vieldeutige  Funktion 


IV  -  /'(*), 


tvelche  keine  anderen  Singularitaten  in  der  erweiterten  Ebene  als  nur 
Pole  und  Verzueigungspunkte  hat,  geniigt  einer  algebraischen  Gleichung: 

W  G{w,  z)  =  0, 


wo  G  ein  Polynom  in  tv  und  z  bedeutet. 

Den  Voraussetzuugen  des  Satzes  gernaB  soli  einem  beliebigen 
runkte  *  =  z0  der  erweiterten  Ebene  eine  gewisse  Umgebuno  ent- 
sprecken,  m  welcher  die  Terschiedenen  Bestimmungen  Ton  f(°)  sicl, 
u  emer  endiiehen  Reike  Ton  Funktionen  zusammenfLn  lassU 

e.tn  V  “  "°  anal-ytl9ch  veiL;ilt  »d«  hochstens  einen  Pol  oder 
emen  Verzweigungspunkt  endlieher  Ordnung  aufweist.  in,  letzteren 


1)  Kiemann,  Inauguraldissertation ,  §  15 

0  niemann,  ibid.  §  20. 


Werke,  S.  29. 


412 


II,  8.  Mehrdeutige  Funktionen  und  Kiemannsche  Flachen. 

Falle  geniigen  auBerdem  diejenigen  Bestimmungen  von  f(z),  welche 
dort  im  Zykins  zusammenhangen,  den  am  Eingange  des  §?13  aus- 
gesprochenen  Forderungen  und  kdnnen  daher  durch  die  Formel: 

(*  ~  *o)n  (o  -  zQ)n), 

resp.,  falls  z0  =  oo  ist: 

(‘Ma  y). 

wo  p  eine  gauze  Zakl  und  f(t)  sich  im  Punkte  t  =  0  analytisck  ver- 
Falt ,  ausgedrtickt  werden;  das  Auftreten  einer  wesentlichen  Singu¬ 
larity  in  einem  Verzweigungspunkte  ist  namlich  nach  Voraussetzuno- 
ausgeschlossen.  Wie  man  sieht,  sind  die  Ausnahmestellen,  welche 
hier  in  Betracht  kommen,  nur  isolierte  Punkte  der  erweiterten  Ebene, 
und  da  diese  docli  als  eine  abgescklossene  Mannigfaltigkeit  aufzu- 
fassen  ist,  —  ikr  Abbild  auf  der  Ivugel  ist  ja  im  gewobnlicben  Sinne 
abgeschlossen,  —  so  konnen  jene  Stellen  nur  in  endlicher  Anzahl 
vorbanden  sein;  sie  mogen  mit  .  .  .  |((  bezeicbnet  werden.  Hieraus 
folgt  aber  aucb,  daB  die  Anzabl  der  Funktionswerte  in  alien  iibrigen 
Punkten  durchweg  die  namliche  sein  muB.  Um  dies  einzusehen,  lege 
man  um  einen  jeden  der  Ausnahmepunkte  einen  kleinen  Kreis  und 
entferne  das  Innere  desselben  von  der  Ebene.  Hierauf  werde  der  da- 
durcb  entstandene  Bereicb  durch  Querscbnitte  in  einen  einfach*  zu- 
sammenhangenden  verwandelt.  Und  nun  erfiillt  f(z)  im  letzteren 
Bereiche  die  Bedingungen  des  Satzes  von  §  10.  Wir  bemerken  nock,, 
daB  die  Forderung  der  Endlicbvieldeutigkeit  nicbt  entbebrlicb  ist,. 
wie  das  Beispiel  des  elliptischen  Integrals  (§  13,  Ende): 


4=0, 

*(0)  +  0, 


dz 

|/(1  —  2-')  (1  —W) 


0 


J 


o  <  1 1 1  <  i , 


.  zeifft.  In  der  Tat  wird  diese  Funktion  alien  anderen  Forderungem 
des  Satzes  gerecht,  nur  ist  sie  unendlich  vieldeutig. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zum  Beweise  des  Satzes  bin.  Die  wBe-- 
stimmungen  von  f  (z)  in  einem  gewobnlicben  Punkte  z  mogen  nut 

wi  s=/‘iW)',,ifn=  f»  W  L  j 

bezeichnet  werden.  Hieraus  wollen  wir  folgende  n  symmetrisches 
Funktionen  zusammensetzen: 


§  15.  Uber  algebraische  Funkfionen. 
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(pt(2)  =  WX  +  ‘  *  •  +  W<i1 

Cp%(z)  =  IVXIC2  +  •  •  •  +  ^„_1  U'n> 

<Pn( »  =  '  •  '  Wn- 

Dieselben  sind  zunackst  in  jedem  Pnnkte  z  4=  g,  eindeutig  erklart  und 
verkalten  sick  dort  iiberdies  analytisck.  Man  darf  sick  namlicli  die 
n  Bestimm ungen  von  f(z)  in  der  Umgebung  eines  solchen  Punktes  . 
so  umnumeriert  denken,  daB  die  mit  gleichem  index  bekafteten  Be 
stimnmngen  je  eine  in  dem  in  Rede  stekenden  Bereicbe  analvtisclie 
Fuuktion  ausmachen.  Wenn  wir  nun  auBerdem  noch  den  Nackweis 
erbringen,  daB  cpk(z )  in  -den  Punkten  z  =  kockstens  Pole  kat,  so 
ist  damit  dargetan,  daB  cpk{z)  eine  rationale  Funktion  von  z  ist. 

Zu  dein  Bekufe  fasse  man  die  Ordnungen  (nx —  1),  •  •  •,  (n —  1) 
der  in  tt.  =  a  befindlicben  Verzweigungspunkte  ins  Auge  und  bezeickne 
man  mit  v  das  kleinste  gemeinsame  Yielfacke  von  nl7 .  .  .  Fiikrt 

man  jetzt  eine  neue  Yariabele  t  mittels  der  Gleickung 


z  —  a  —  tv 

ein,  —  im  Falle  a  =  co  soil  1  !z  =  tv  gesetzt  werden,  —  so  liiBt  sick 
eine  jede  der  Funktionen  Wj=fj{z)  in  der  Form: 

||  ,  ws  ~  f/a)  =  W  Xj(J)  resP-  Wj  =  t~Pj  Xj  (0 

darstellen,  wo  pj  eine  natfirlicke  Zakl  und  xM)  eine  im  Punkte  t  =  0 
analytiscke,  sofern  Wj  —  /1(a)  ^  0,  dort  nickt  versekwindende  Funk¬ 
tion  von  t  ist.  Dabei  denken  wir  uns  folgende  Festsetzung  bezfiglick 
der  Verteilung  der  ludizes  getroffen.  Wir  sekneiden  eine  geeignet 
beschrankte  Kreissckeibe  |  z  —  a  <  h  kings  des  Radius 


z 


a 


Xli, 


auf  und  fassen  die  den  Punkten  des  also  entstandenen  Bereicks  T 
entspreckenden  Bestimmungen  von  f(z)  zu  n  in  T  analytiseken  Funk¬ 
tionen  zusamnien,  denen  wir  dann  unter  Umnumeriemng  derselben 
die  Indizes  1, .  . .,  »  zuweisen.  Im  iibrigen  sollen  den  Punkten  des 
Schnittes  solcke  Werte  erteilt  werden,  daB  f.(z)  am  oberen  Rande 
esselben  stetig  bleibt.  Dementspreckend  gekt  die  Funktion  ©,(*)  in 
me  unktion  von  t  fiber,  welcke  ebenfalls  die  Gestalt  annimmt: 

resP-  q>k(z)  =  t~Px(t). 

^abei  darf  t  auf  den  Bereick1) 


Mehrdeutige  Funktionen  und  Riemannsckc  Flachen. 

0  ^  I  ^  1  <  ^1/v,  0  <[  arc  t  <  2jr/v 

beschrankt  werden. 

Wenn  wir  nunmelir  den  Punkt  g  dem  Grenzwerte  g  =  a  zu. 
streben  lassen,  so  wird  £,  im  soeben  genannten  Bereicbe  bleibend 
zugleich.  an  den  Punkt  t  =  0  keranriicken.  Infolgedessen  wird  <pk(gi 
entweder  endlioh  bleiben  oder  aber  unendlich  werden.  Hiermit  ist 
nach  Kap.  7,  §  6  die  Ricktigkeit  der  obigen  Bekauptung  dargetan 
Jetzt  bleibt  nur  noch  iibrig,  das  Produkt 

(tv  -  fx  (£))  (w  -  f2  (z))  •  •  •  (tv  -  fn  (g))  A 

zu  bilden  und  in  die  Gestalt 


g(w,  *) 

ip(z) 

umzusetzen,  wo  4<(z)  das  kleinste  gemeinsame  Yielfache  der  Nenner 
von  <pk(z),  und  G  (tv ,  z)  ein  Polynom  in  w,  z  bedeuten.  Alsdann  er- 
kennt  man,  dab  sich  die  Bestimmungen  der  vorgelegten  Funktion  f(z) 
mit  den  Wurzeln  dieses  Polynoms  gerade  decken.  Hiermit  ist  der 
Satz  bewiesen. 

2.  Satz.1)  Wird  tv  =  f (z)  durch  erne  algebraische  Gleichung: 

G  (tv,  s)  =  0 

defmiert,  so  besteht  eine  notivendige  und  Jiinreichende  JBedingung  fib'  die 
Irreduzibilitdt  von  G  darin,  dafi  die  Riemannsclie  Flciche  fiir  f(z )  nicht, 
zerfdllt.  Dabei  wird  vom  trivialen  Falle  abgesehen,  dafi  G  eine  Potenz 
vines  irreduziblen  Polynoms  ist. 

DaB  die  Bedingung  hinreicht,  iiberzeugt  man  sick  sofort.  Dean 
wenn  G(w,  z)  =  Gx  (tv,  z)  •  G2  ( w ,  z)  ware,  wobei  Gx,  G2  versckiedene  i 
Polynome  sind,  so  wiirde  sick  ja  die  Gesamtflache  aus  denjenigen 
Flachen  zusammensetzen,  welcke  zu  den  einzelnen  Faktoren  Gt  und  Gy 
gekoren. 

Sie  ist  aber  auch  notwendig.  Zerfallt  namlich  die  Riemanusche  j 
Flache,  so  fasse  man  irgend  einen  zusammenhangenden  Teil  ^  dei  i 
selben  ins  Auge  und  bezeichne  man  die  dazu  gehorigen  Bestimmungen 
der  Funktion  f(z )  mit  wx,  ■  .  wr  Nach  dem  1.  Satze  geniigen  danu 
diese  Bestimmungen  fiir  sich  einer  algebraischen  Gleichung 

r(w,  z)  =  o, 

1)  Riemann,  Theorie  der  Abelscken  Funktionen,  Journ.  f.  Math.,  Bd. 
(1857)  §  5,  S.  122  =  Werkc,  VI  Abhandlung. 
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§  15.  liber  algebraische  Funktionen. 

welche  iiberdies  nur  vom  Grade  l  in  ic  ist.  Hiernach  verschwindet 
das  irreduzibele  Polynom  G(u>,  z)  far  alle  Werte  von  w  und  g,  welche 
in  der  Umgebung  einer  niclit  speziellisierten  Stelle  (w0,  z0)  liegen 
und  zugleich  das  nach  dem  ersten  Teile  des  2.  Satzes  irreduzibele  Poly¬ 
nom  r(iv,z )  zum  Yerschwinden  bringen.  Das  geht  aber  niclit  an.1) 

3.  Satz.2)  Seien 

G  (w,  z)  =  0 

eine  irreduzibele  algebraische  Gleichung  von  positivem  Grade  in  wy 
w  =  f(z)  die  hierdurch  definierte  Funldion,  und  0  die  zugehbrige  Iiie- 
mannsche  JEldche.  Sei  ferner 

W  =  cp(z) 

eine  Funldion  von  z,  welche  auf  0  eindeutig  ist  und  Jceine  anderen 
Singularitdten  als  Foie  dort  hat.  Dann  Hi  fit  sicli  W  als  rationale 
Funldion  von  iv  and  z  darstellen: 


W  =  R(w,  z). 

Zunachst  ist  klar,  dab  die  Funktion  cp(z)  nur  eine  endliche  An- 
zahl  von  Polen  auf  0  haben  kann.  Denn  0  ist  ja  im  wesentlichen 
eine  abgeschlossene  Mannigfaltigkeit,  wabrend  andererseits  Pole  iso- 
liert  auftreten.  Wenn  man  also  von  einer  endlicben  Anzabl  von 
Punkten  der  Ebene  absiekt,  so  nimmt  f(z)  in  jedem  anderen  Punkte  n 
gehennte  Y  erte  wn  an,  wabrend  sicb  zugleich  die  verschie- 

denen  Bestimmungen  von  cp(z):  Wu  .  .  Wn  alle  dort  analytisch 
verbalten.  Dabei  konnen  insbesondere  die  GroBen  Wx ,  .  .  .  W  teil- 
weise  oder  ganz  zusammenfallen. 

An  die  Lagrangescbe  Interpolationsformel  ankniipfend  bilden 
wir  jetzt  die  Funktionen: 


#(A)  =  (/L 
IF, 


w\)  •  •  •  (A  —  wn) , 

W°  das  Polynom  bedeutet,  worauf  sicb  die  linke  Seite  Ietzterer 

•»  4^  XTXt  £  %g:XT°t  iz  ^ 

*£,  *),vmch»indltg™  w"' V°U  ‘lb  P°V™m 

pitel  iiber  Funktionen  mehrerer  Variabelen  i  ’  tMlbar„  Ma“  das  Ka- 
*  .  2)  Riemann,  ibid.  §  8. 
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t,  ei. chung  bis  anf  hebbare  Unstettgkeiten  redufiert.  Dann  zeigt  eine 
abnhche  l  berlegung,  wie  die  vorhin  beim  Beweise  des  ersten  Satzes 
angestellte,  daB  die  Koeffizienten  you  A  in  £(A),  sowie  in  <Z>fA)  ratio¬ 
nale  Funktionen  you  *  sind.  Setzt  man  mmmehr  A  =  s0'  kommf 


®'K)  'I' “  «(«>,), 

wo  <fi'  die  Ableitnng  you  <2>  bedeutet.  Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen. 

1.  Zusatz.  Hat  die  oliige  Funktion  W  =,  ,Piz)  im  allgemeinen 
verschiedene  TI  erte  in  den  n  Slattern,  —  dam  geniigt  ja  ojfenbar,  dafi 
?>0)  "vch  nur  fur  einen  eimigen  Sunlit  z  —  z0  getrennte  Werte  hat,  — 
so  Tcann  man  umgekehrt  w  als  rationale  Funktion  von  W  und  z  dar- 
stellen : 

w  =  yi(W,  z). 

2.  Zusatz.  Ist  <p(z)  *mit  der  Fldche  ®  gleichverzweigt ,  so  gilt 
derselbe  Schlufi ;  und  umgekehrt. 

o.  Zusatz.1)  Die  Funktion  TIr=  cp (z)  geniigt  einer  irreduzibelen 
algebraischen  Gleichung : 

F(W,  z)  =  0. 

vom  Grade  m,  wo  m  ein  Toiler  von  n  ist. 


§  1 6.  Abbildung  eines  Rechtecks  auf  einen  Kreis  und  auf  einen  Torus. 

Zum  SchluB  wollen  wir  noch  die  konforme  Abbildung  eines 
Rechtecks  auf  eine  Halbebene  und  somit  auf  einen  Kreis  bekandeln.2) 
Erstere  Abbildung  wild  vermoge  des  elliptischen  Integrals: 


2 


(i) 


w 


r _  oz _ 

J  V(1 -*•)(!- *V) 


0  <  Z;  <  1 ; 


•  0 

bewerkstelligt,  wie  wir  jetzt  des  naheren  ausfiihren  wollen.  Nacb 
dem  Satze  von  §  10  kann  man  namlich  den  Punkten  der  positiven 
Halbebene  eine  solche  Bestimmung  der  Funktion 


(2)  VI 1—**)(1 

zuordnen,  daB  eine  in  diesem  Bereiche  eindeutige  analytische  funktion 


1)  Riemann,  ibid.  §  11. 

2)  Schwarz,  Journ.  f.  Math.,  Bd.  70  (1869),  S.  113=  Werke,  Bd.  2,  S. 
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entstebt.  Infolgedesseu  wird  durch  die  Formel  (1)  eiue  daselbst  ein- 
deutige  analytiscbe  Funktion  w  von  ^  definiert,  welclie  sich  uberdies 
am  Rande  einer  stetigen  Folge  von  Randwerten  stetig  anschlieBt. 
Untersucben  wir  vorab,  wie  diese  Randwerte  verteilt  sind. 

Im  Randpunkte  z  =  0  soil  der  Integrand  den  Wert  1  haben. 
Wir  lassen  z  nun  von  diesem  Punkte  ausgelien  und  die  positive  reelle 
Achse  besclireiben.  Wiihrend  &  von  0  bis  1  geht,  bleibt  der  Inte¬ 
grand  reell  und  positiv,  daber  wiicbst  w  bestandig  und  erlangt  im 
Punkte  z  =  1  den  Wert 


2T« 


/  ax 

.1  1/(1  —  x *)  fl  —  k 


dx 

)(1 


lxx) 


Von  hier  ab  wird  der  Integrand  rein  imaginar,  der  Randwert  TP  wird 
durcb  die  Formel  gegeben: 


(3) 


U 


=  E  ±  i  r 

J  v^-- 


dx 


l)  (l  —  k-x-)  ’ 


wobei  es  sick  nur  nocb  um  die  Bestimmung  des  Vorzeichens  bandelt. 
Zu  dem  Bebufe  fassen  wir  zuvorderst  das  Integral  (1)  als  eine  Funk- 
tion  auf  der  zu  (2)  gehorigen  Riemannscben  Flacbe  auf  und  be- 
tracbten  insbesoudere  diejenige  Bestimmung  desselben,  welcbe  sicb 
den  soeben  erlialtenen  Randwerten  anscblieBt.  Diese  verbiilt  sicb  ein- 
deutjg  und  analytiscb  aut  der  Flache  in  der  Niibe  des  Verzweiffunsrs- 
punktes  z  =  1,  nimmt  dort  den  Wert  K  einmal  an,  und  geliort  im 
iibrigen  zur  Flacbe  in  dieser  Nacbbarscliaft.  Sie  bildet  mitbin  diesen 
Bereicb  auf  die  scblicbte  Umgebung  der  Stelle  w  =  K  konform  ab. 
Infolgedesseu  wird  diejenige  Halbebene,  welcbe  der  Gegenstand  dieser 
Untersucbung  ist,  in  der  Niibe  von  z=l  auf  einen  recbtwinkligen.  in 
der  oberen  Halbebene  belegenen  Teil 
der  Umgebung  von  w  =  K  abgebil- 
det,  Avie  in  beistebender  Figur  ange- 
deutet  ist.  DemgemiiB  rfickt  TP  in  die 
obere  Halbebene,  Avenn  z  die  Strecke 

W°mit  S'Ch  ‘leni1  e'gibt’  daB  daS  °bere  Vorzei- 


v:  K 


Fig.  96. 


IP  =  K  +  i 


X 

r  dx 

J  —  l  >  ( i  —  Fa-*) ’ 


1  ^  ^  1/A*. 


Hier 


iraus  entspringt,  daB  besagte  Strecke  der  e  Fbon* 

O.good.  FnnktiouentUeorie.  2.  A°„.  *  “n-emdeutlg  Und 
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stetig  auf  eine  geradlinige,  den  Punkt  w  —  K  mit  w  =  K  -j-  K' 
bindende  Strecke  der  Ebene  bezogen  wird,  wo 


i  ver- 


1  /* 


J^-r  _  /  d  X 

J  ylxY- 1)  (i -  f 


£C2) 


Wir  lassen  £  nun,  immer  noch  auf  der  reellen  Acbse  bleibend, 
weiter  riicken.  Dabei  wird  der  Integrand  wieder  reell,  der  Rand- 
wert  W  wird  jetzt  durch  die  Formel: 


W  =  K+  iK 


■±J 


dx 


l/k 


VI 


X‘ 


1)  [k2x2  —  1) 


gegeben.  Einer  der  vorbin  angestellten  vollig  analogen  Uberlegung 
zufolge  gilt  bier  das  untere  Vorzeicben.  DemgemaB  riickt  der  Punkt  m 
bestandig  nacb  links,  wenn  x  unendlicb  wird,  und  nabert  sicb  dabei 
dem  Grenzwerte 


K 


+  K'i  -  f  - - dx  =  K'i, 

J  V(x2—  l){k2x2—l) 


l/k 


denn  durcb  Einfubrung  der  neuen  Integrationsvariabelen 


t  =  j- 
kx 


kommt: 


/ 


dx 


l/k 


Y(x *  —  i)  (k*x* 


^ -f 


dt 


V(l  -  t2)  (l  -  k2 t2) 


=  K. 


Des  weiteren  lassen  wir  z  zum  zweiten  Male  vom  Randpunktu 
^  =  0  ausgeben  und  diesmal  die  negative  reelle  Acbse  durcblaufeni 

w=Ki  vo-K+K’t 


Alsdann  bescbreibt  w  einen  Weg,  welcher  das 
symmetriscbe  Bild  des  soeben  erhaltenen  Wege: 
inbezug  auf  die  rein  imaginare  Achse  der  w 
Ebene  ist.  Als  Endresultat  erbalt  man  somit  eiu 
Recbteck  der  w-Ebene,  dessen  Punkte  den  Punk; 
ten  der  reellen  Acbse  der  erweiterten  $-Ebem 
ein-eindeutig  zugeordnet  sind.  Bildet  man  nui 
die  obere  2-Halbebene  auf  das  Innere  einet 
Kreises  der  e'-  Ebene  ab  und  betracbtet  man  w  als  Funktion  von  z  ,  s< 
sind  alle  Bedingungen  des  engeren  Satzes  von  §  5  (Anfang)  fiir  letztem 
Funktion  erfiillt.  DemgemiiB  wird  durch  das  Integral  der  ge 
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nannte  Kreis  resp.  die  obere  ^-Halbebene  konform  auf  das  Rechteck 
bezogen.1) 

Wir  werfen  noch  die  Frage  auf,  ob  wir  durch  geeignete  Wahl 
des  Parameters  Jc  auch  jedes  beliebige  Rechteck  erhalten  konnen. 
Dabei  kommt  es  offeubar  bloB  aut  die  Gestalt  des  Rechtecks,  also 
auf  das  Verhaltnis  der  Seitenlangen,  2K/K',  an,  denn  fiber  seine 
GroBe  kann  man  ja  zu  jeder  Zeit  mittels  einer  Ahnlichkeitstransfor- 
mation  verfugen.  In  der  Tat  ist  ohne  weiteres  klar,  daB  K  stetig 
von  Jc  abhangt,  und  zwar  nimmt  K  zugleich  mit  Jc  zu,  wahrend 


lim  K  -  *  , 

1,  _  A  4-  “ 


ist.  Andererseits  ist 


lim  K  =  oo 

i=i- 


1  1 


f  dx  dt 

~  J  TV- 1) (i - ~  J  V\ i  - ^ (i  -  ' 2 tv  ; 


wo 


lc*+lc'2  =  1 


ist,  wie  sich  aus  der  Transformation: 

I  •  1 

x  =  — — -  .  ■  — 

)/i  —  k'H* 

unmittelbar  ergibt.  Darum  hiingt  auch  K'  stetig  von  Jc  ab,  andert 
sich  fernerhin  monoton  abnehmend  mit  Jc,  und  weist  schlieBlich  in 
den  Endpunkten  des  Intervals  0  <  Jc  <  1  das  Yerhalten  auf: 


lim  K'  —  oo ,  lim  K' =  -  • 

1  =  0+  A  =  i-  2 


V  ^r.dLe^iberlegUng  geht  hervor>  <kC  llas  in  Rede  stekende 
Verbal  tms  2 K/K  eme  posrttve  stetige  monoton  zunehmende  Funktior 
von  k  ist,  wofiir 


der  R.chtcke'TiLStTiYMbebr111  d"t  “"k~  -to* 

«>«icbT  »  * « 

bch  vielblattrigen  Pberdeckuno-  der  -  vi  „  •,  T  dche  aus  einer  uneu 

Penang  i„  Jn  Paaul  f  j+i  If  T, (  Weigungspunkten  erst 
Gufen  alle  Blatter  schlichl  _  d-  .8teht\  ~  Tuukte  *  =  oo  ve 

glatt  bedeckt  wird.  Doch’wollen  wir^m?  eigeuthch£  ^-Ebene  gerade  einrn 
auf  ein  spateres  Kapitel  binausscbieben.  geuauere  Besprechung  dieser  Sacl 
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r  2  K  _ 

hm  =  0, 

k  =  0+  A 


v  2  A" 

II  111  =  oo 

k=i-  A 


ist.  DemgeinaB  nimrnt  •  2  AT//f"  jeden  positiven  Wert  fur  einen  und 
nur  fur  einen  Wert  von  k  im  lntervaile  0  <  k  <  1  an. 

Auigabe.  Man  zeige,  daB  ein  Dreieck  der  w-Ebene  mit  den 
Winkeln  ait,  (ix  mittels  des  Integrals: 


r  dz 

w  =  I  — - 

J  z1~a(l  —  0  ^ 

0 

auf  die  positive  ^-Ebene  konform  bezogen  wird.1) 


Konforme  Abbildung  eines  Torus  auf  ein  Reckteck. 


Indem  wir  die  Gleickungen  des  Torus  in  der  Form  ansetzen: 

x  =  {a  -f-  b  cos  9)  cos  cp , 
y  =  (a  -\-b  cos  0)  sin  cp , 
z  =  b  sin  9  , 

finden  wir: 


oder  auck: 

ds2  =  M 

\{a  b  cos  Oy 


ds 2  =  dx 2  -j-  dy2  -f  dz~ 

=  b2d9 2  -j- -  (a  +  &  cos  9)2dcp 2, 


Vdd* 


+  d(p2),  M  =  (a  +  b  cos  9f. 


Dementspreckend  erkalten  wir  eine  konforme  Abbildung  der  genanutei 
Rino-flacke  auf  ein  Reckteck  der  (§,  ^)-Ebene,  indem  wir  setzen: 


dl- 


bdd 


a  -\-b  cos  0  ’ 


dy  =  dcp , 


also: 


2b 


6  =  arc  tau 


1  In  —  b  ,  6 

y<rptan  vj- 


Dabei  soli 


—  ,t<9<it,  0  qp  < 


sein,  was  zur  Folge  kat,  daB 

7tb  -  ■-  -  *b 


0  <;  rj  <  2jr. 

1)  Chris  toff  el,  Annali  di  Matematica ,  2.  Reike,  Bd.  1  (1867),  S.  89. 


ya*  —  <  — 
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§  17.  Uber  algebraische  Kurven. 

Hiermit  is fc  der  Torus  auf  ein  Rechteck  abgebildet,  dessen  Seiten 
iin  Verkaltnisse  b  :  zueinander  steben,  woraus  ersichtlich  ist 

da6  ein  Rechteck  von  beliebiger  Gestalt  durch  einen  geeigneten  Torus 

zu  erhalten  ist. 


§  17.  Uber  algebraische  Kurven. 

Zwischen  der  Funktionentlieorie  und  der  Theorie  der  algebraischen 
Kurven  herrschen  enge  Beziehungen,  wovon  wir  jetzt  einige-zur  Spracbe 
bringen  wollen.  Beginnen  wir  rait  den  singularen  Punkten.  Vorgelegt 
sei  die  Gleicbung: 

(1)  '  f(w,z)  =  °? 

wo  f(w,  z)  ein  irreduzibles  Polynom  bedeutet,  —  docb  geniigt  fiir 
die  meisten  Entwicklungen  scbon  die  Voraussetzung,  dab  f  nur  keine 
mehrfacben  Faktoren  entbalt.  Indem  wir  z  als  unabkangige  Variabele 
auffassen,  erhalten  wir  vor  allem  einen  Verzweigungspunkt  der  iiber 
der  ^-Ebene  ausgebreiteten  Riemannscben  Fllicbe,  falls  der  Punkt 
(w0,  z0 )  den  Bedingungen  entsprickt: 

(2)  /'=  o,  fw  =  o,  /;  +  o, 


wozu  indessen  noch  die  weitere  Yoraussetzung  kinzutritt,  dafi  f(w,  z) 
von  positivem  Grade  in  w  sei.  In  der  Tat  laBt  sicb  dann  (1)  zu- 
nachst  nacb  z  auflosen: 

.  z  =  <p(ic), 

wobei  cp(w)  sich  im  Punkte  w0  analytiscb  verbalt,  und  auBerdem 


dz 

die 


L 

f . 


ist.  Infolgedessen  verschwindet  <p’ («>„),  Und  w0  erweist  sich  hiermit 
“f  em  merkwiirdiger  Punkt  (§2),  sofern  sich  <p(w)  nicht  auf  eine 
Konstante  reduz.ert.  Dali  dieser  Fall  in  der  Tat  nicht  eintreten  kann 
beweist  man,  indem  man  die  hoheren  Ableitungen  von  t  nach  w  be- 
rechnet  Da  namlich  OK,  *,)  nicht  fur  alle  Werte  von  k  ver 

vtsTieden  I"1''  "  ^  geb™>  die 

entspS!"  ZZZtZ  dnefr^nkte  £  ^  ^ 

c„  sein,  nur  dann,  wenn  anBer  fm  K,  *„)  noch  } 
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verschwindet,  wird 


cPz  1 
dw2 


\u>  =  w0 


-0, 


Zjf  alr-  «“  ^eudePunkt  TOrliegt-  DemgemaB  konnen  wir  fol- 
&endes  vorlaufiges  Resultat  aussprechen.1) 

1.  Satz.  Diejenigen  einfachen  P unite  einer  C  in  welrhnr, 
zur  Ordinatenachse  parallel  laufende  Gerade  Gn  berlrt,  gebelzuVer 
zweigungspunkten  in  der  z-Fldche  Anlaft,  und  zwar  fiihrt  ein  gewbhn- 

hcher  P mild  von  C  zu  einem  Verzweigungspunkt  enter ,  ein  Wendepunkt 
zu  einem  hoherer  Ordnung. 

Demgcmafi  entspricht  auch  einem  einfachen  P unite  der  C  in 

welchem  die  Tangente  der  Absmsenachse  parallel  lauft,  ein  merkwiirdiger 
Punkt  der  z-Fldche.  y 

In  beiden  Fallen  ist  vorausgesetzt,  daft  sich  die  Cn  nicht  zum  Teil 

ocler  ganz  auf  eine  mit  der  genannten  Tangente  koinzidierende  Gerade 
reduziert. 

Ziehen  wir  jetzt  die  einfachsten  mehrfachen  Punkte  von  Cn  in 
Betracht.  Sei  beispielsweise 


(3)  w*  =  z2  A  z3. 

Hier  hat  die  C3  einen  Doppelpunkt  mit  getrennten  Tangenten  im 
Anfangspunkte.  Dem  entspricht  jedoch  keine  Verzweigung  der  Riemann- 
schen  k  lache.  In  der  Tat  lassen  sich  die  beiden  Bestiminungen  von  w 
in  der  Umgebung  von  g  =  0  zu  zwei  eindeutigen,  sich  dort  analytisch 
verhaltenden  Funktionen: 


wl  =  zY  l  A  z,  w2  =  —  z  y  1  +  z 
zusammenfassen,  wo 

*yi  A  z  =  z  A  j-z2  —  \z3  -f-  •  • . . 

Hatten  wir  dagegen  als  G3  die  Kurve 
(4)  iv  z  —  w3  —  z3  =  0 

genommen,  deren  beide  durch  den  Anfang  gehende  Zweige  die  Ko- 
ordinatenachsen  dort  beriihren,  so  hatte  sich  ein  Verzweigungspunkt 
mit  eingestellt.  Indem  wir  namlich  die  Transformation 

/K\  f  W  -I  / 

(p)  w  =  — ,  also  tv  =  iv  z 

ausiiben,  erhalten  wir  hierdurch  als  Reprasentantin  des  einen  Zweiges 
1)  Clebsch-Gordan,  Abelsche  Funktionen,  §  3  und  §  22. 


4  23 


§  17.  tJber  algebraische  Kurven. 

von  (4)  in  der  Nahe  des  Anfangs  -  der  andere  wird  ja  aus  dieser 
Nachbarschaft  entfernt  —  die  Ivurve: 


w  —  z  —  w'3z  =  0  . 


Lost  man  jetzt  (6)  naeh  w  auf,  so  kommt: 


iv'=y(z),  <p'(0)  =  l- 

Demnacb  wird  eine  Zweig  von  (4)  durch  die  Formel  gegeben: 


iv  =  zy{z)  =  , 

wobei  also 

*( 0)  -  i'{0)  -  0,  i,"( 0)  *  0 

ist. 

Wegen  der  Symmetric  von  (4)  in  w  und  z  liegen  auch  die  durch 
die  Gleichung: 

2  =  Ip  ( W ) 


gelieferten  Punkte  auf  der  C3.  Hierbei  entspricht  dem  merkwiirdigen 
Punkte  erster  Ordnung  w  =  0  ein  einfacher  Yerzweigungspunkt  in 
2  =  0,  womit  denn  alle  drei  Bestimmungen  von  w  erhalten  sind. 

Diese  Beispiele  sind  nun  auch  fur  den  allgemeinen  Fall  mafi- 
gebend.  Das  Resultat  wollen  wir  ohne  Beweis  angeben: 

2.  Satz.  Einem  mehrfachen  Punkte  (w0,  z0)  lc-ter  Ordnung  von  Cn 
mit  lauter  getrennten  Tangenten  entsprechen  k  Zwcige,  welche  im  allge¬ 
meinen  analytisch  durch  die  k  Gleichungen: 


wi=<Pi{z),  i=  1, 

dai  gestellt  werden ,  wobei  y^z)  sick  im  Punkte  z0  analytisch  verhdlt  und 
?/(*<>)  +  0  ist  Die  Riemannsche  Fldche  hat  dann  in  der  Umgebung 
von  2  —  A  schlichte  Blatter,  welche  dicscn  k  Zweigen  entsprechen. 

Insbesondere  harm  jedoch  ein  Ziveig  von  Cn  im  Punkte  (w0,  z0) 
parallel  zur  Ordinatenachse  verlaufen.  Er  wird  dann  durch  die  Gleichung 
z  =  y  {tv)  dar gestellt ,  too  y  einen  merkwiirdigen  Punkt  in  w  =  w  hat. 
Emem  solchen  Zweige  entspricht  also  ein  Verzweigungspunkt  der  z-Fldche. 
Andererseits  wird  der  Punkt  2  =  z0  zu  einem  merkwiirdigen  Punkt 

fur  einen  Zweig:  w  =  y x(z),  cpf{zQ)  =  0,  falls  dieser  Ziveig  dart  eine 
der  z-Achse  parallel e  Tangente  hat. 

In  den  beidm  besmderm  I  alien  ivird  vorausgesetzt,  da/i  sich  die 

ZZerZiell  ”*  *"  **  *  Tm^b>  ^idierende 

RiJ"  aU.en  b|!,h"  besprochenen  Fallen  kann  die  Verweigung  der 
Riemannschen  Flache  durch  eine  Kollineation  der  (»,  s).£eJ  a£ 
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gehoben  werden.  Dies  trift  aber  bei  boheren  Singularitaten  nicht 
mehr  zu;  z.  B. 

w*=z3. 

Anahytische  Behandlung  eines  Ziveiges.  Haben  wir  im  vorber- 
geienden  emen  Zweig  einer  algebraisclien  Kurve  als  etwas  yon  der 
Geometrie  ber  Bekanntes  angeseben,  so  kbnnen  wir  denselben  jetzt 
von  der  Analysis  aus  definieren  und  zugleicb  den  geborigen  Existenz- 
beweis  dafur  liefern.  Nacb  §  14  lassen  sicb  namlicb  samtlicbe  Punkte- 
paare  (tv,  z),  welcbe.  in  der  Umgebung  einer  Stelle  ( w0 ,  z0)  von  (1) 

liegen  und  zugleicb  (1)  befriedigen,  durcb  ein  oder  mebrere  Gleicbunag- 
paare : 

(7)  w  ~  u'o  =  t'iyty),  z  —  z0  =  tPf(t) 

dar^tellen7  wo  (p(t),  ijj(t)  sicb  im  Punkte  t  =  0  analytiscb  verbalten 
und  aufierdem,  —  sofern  nicbt  eben  w  —  w0  =  0  resp.  z  —  z0  =  0 
ist,  —  <f(0),  f(0)  nicbt  verschwinden.  Ein  Zweig  der  Cn  bestebt  dann 
aus  solcben  Punkten  (w,  z),  welcbe  ein  und  demselben  Gleicbungs- 
paare  angeboren. 

Das  Ergebnis  von  §  14  ergiinzt  aucb  in  willkommener  Weise  das 
Newtonsche  Verfabren  zur  Aufstellung  der  Entwicklung  eines  Zweiges 
der  Cn  in  einem  singularen  Punkte.1)  Dieses  Verfabren  dient  bekannt- 
licb  sowohl  zur  Auffindung  der  Form  der  Entwicklung,  als  zur  wirk- 
liclien  Ermittlung  der  Exponenten,  sowie  der  Ivoeffizienten.  In  Er- 
mangelung  der  Entwicklungen  von  §  14  muB  man  dabei  noch  xum 
Nac-bweis  briugen,  daB  die  solcbergestalt  erbaltenen  Reiben  in  der 
Tat  konvergieren  und  der  Gleicbung  (1)  geniigen.  Dieser  letzte  Be- 
weis  ist  gerade  nicbt  einfacli,  und  der  ist  es  eben,  den  wir  durcb  den 
Satz  von  §  14  vermeiden. 

Im  AnscbluB  an  eine  zurFunktion  geborige  Parameterdarstellung 
konnen  wir  fernerbin  die  Anzabl  der  Scbnittpunkte  definieren,  welche 
eine  zweite  Kurve 

cp(w,  z)  =  0 

mit  der  Gn  in  einem  bestimmten  Punkte  (w0,  z0 )  bat.  Dazu  tragen 
wir  die  Werte  von  w  und  z  aus  (7)  in  <p(w ,  z)  ein.  Die  Ordnung 
des  Nullpunktes  der  bieraus  entspringenden  Funktion  von  t  gibt  dann 
die  Anzabl  der  Scbnittpunkte  mit  diesem  Zweige  an,  vorausgesetzt, . 
daB  der  Schnittpunkt  im  Endlicben  liegt. 

Mit  den  Entwicklungen  dieses  Ivapitels  baben  wir  zugleicb  die' 
analytiscben  Grundlagen  fur  die  Bebandlung  desjenigeu  Teils  dei 


1)  Ygl.  Clebsch-Lindemann,  Geometrie ,  Bd.  1,  4.  Abteil.  II. 
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analytischen  Geometrie  gewonnen,  weleher  sich  auf  die  Schmttpunkt- 
siitze  fur  algebraische  Kurven  und  auf  die  Integrale  rationaler  b  unk- 
tionen  von  w,  z  auf  einern  vorgegebenen  algebraischen  Gebilde: 

f  (w,  z)  =  0 

beziehen.  Will  man  diesen  Gegenstand  weiter  verfolgen,  so  moge 
biennit  auf  die  vorziiglichen  Einleitungen  von  Appell  et  G  our  sat, 
Theorie  des  fonctions .  olgebriques  et  de  tears  integrates  und  Picard, 
Traite  d’ analyse,  Bd.  2,  sowie  Neumann,  Abelsche  Integrale  hinge- 
wiesen  werden. 


§  18.  Die  Riemannsche  Flache  fiir  Raumkurven. 

Durcb  die  Gleicliungen : 

(1)  Wi  =  /iO)>  -  .'Wn=fn(z), 

moge  eine  Kurve  im  Raume  von  n  +  1  Dimensionen  definiert  werden. 
Dabei  werden  wir  uns  ft(z),  .  .  .  fn (z)  zunachst  als  algebraische  Funk- 
tionen  denken,  so  daB  also  eine  algebraische  Raumkurve  vorliegt.1) 
Indem  wir  samtliche  singulare  Punkte  ^  dieser  Funktionen  in 

der  erweiterten  Ebene  auftragen,  verbinden  wir  dieselben  durch  eiue 
einfache  nicht  gesclilossene  Kurve  G  und  schneiden  die  Ebene  langs 
letzterer  auf.  Dadurch  entsteht  ein  einfacli  zusammenhangender  Be- 
reich  7,  in  welchem  sich  samtliche  Bestimmungen  der  Funktionen 
fi(z),  dem  8atze  von  §  10  gemaB,  zu  analytischen  Funktionen  zu- 
sammenfassen  lassen.  Wir  breiten  jetzt  einige  Blatter  iiber  der  z- Ebene 
aus,  schneiden  sie  alle  liings  d  auf,  und  erteilen  dem  ersten  derselben 
nack  Willkiir  eine  Bestimmung  einer  jeden  der  obigen  Funktionen. 
Betrachten  wir  nun  die  W  erte  dieser  Bestimmungen  am  positiven 
Ufer  des  ersten  Bogens  &,  t2)  von  6,  so  kann  es  vorkommen,  daB 

knrv  GT“  W!rd  iU  dei'  al^ebraischen  Geometrie  eine  algebraische  Raum¬ 
kurve  durch  die  Gleickungen : 

O 

efaniert  wo  K  . .  Rn  rationale  Funktionen  der  Parameter  u  v  siud  welch 
letztere  dann  einer  algebraischen  Gleichung:  ’ 

etafertdurelTdte'der  M d‘e  Riematlns<*e  Flache  der  Raumkurve 
zerfallt.  '  enn  tlle  Riemannsche  flache  nicht 
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jede  der  Bestimmungen  den  gleicben  Wert  am  negativen  Ufer  auf. 
weist.  In  dem  Falle  fiigen  wir  diese  beiden  Ufer  zusammeu  und 
beben  sornit  diesen  Scbnitt  aus  dem  ersten  Blatte  fort.  Trifft  eine 
derartige  Uberemstimmung  dagegen  niclit  zu,  so  werde  ein  zweites 
Blatt  langs  besagten  Ufers  an  das  erste  angebiingt,  indem  wir  den 
Punkten  desselben  solcbe  Bestimmungen  der  Funktionen  f.(z)  zu- 
ordnen,  welcbe  sicb  langs  des  betreffenden  Ufers  an  die  dem  ersten 
Blatte  zugeborigen  Bestimmungen  stetig  anscblieBen. 

Durcb  Wiederbolung  dieses  Yerfahrens  entstebt  also  eine  im 
allgemeinen  mehrblattrige  Flacbe,  welcbe  zunacbst  langs  des  Bogens 
(£1,  Sa)  scblieBt.  Wir  geben  jetzt  zum  Bogen  (|2,  |8)  iiber  und  ver- 
fabren  bier  wieder  gerade  so,  wie  vorbin  beim  ersten  Bogen.  So  ge- 
winnen  wir  eine  Flacbe,  welcbe  langst  des  zweiten  Bogens  scblieBt, 
sie  braucbt  indessen  jetzt  nicht  mebr  mit  alien  ibren  Blattern  langs 
des  ersten  zu  scblieBen.  Hierauf  zieben  wir  nocb  einen  an  (j*a,  |3) 
hinanreicbenden  Bogen,  langs  dessen  die  Flacbe  nocb  nicbt  schlieBt,  in 
Betracbt,  sofern  ein  solcber  nocb  vorhanden  ist,  und  wiederbolen  an 
ibm  den  vorstebenden  ProzeB.  Indem  wir  so  fortfabren,  werden  wir 
scblieBlicb,  da  die  Anzabl  aller  moglicben  Kombinationen  von  Be¬ 
stimmungen  der  Funktionen  (1)  dock  nur  endlicb  ist,  bei  einer  Flacbe 
anlangen,  welcbe  langs  der  ganzen  Kurve  ©  scblieBt.  Sie  kann  sowohl 
aus  einem  als  aus  mebreren  Stiicken  besteben,  denn  wir  baben  ja 
nicbt  angenommen,  daB  die  Funktion  f\ (<?)  einer  irreduktibelen  alge- 
braiscben  Gleicbung  geniige.  Die  Blatterzabl  derselben  gibt  die  Ord- 
nung  der  Raumkurve  an. 

Zweite  Metliode.  Wir  konnen  diese  Flache  nocb  auf  eine  andere 
Weise  berstellen.  Sei  z0  ein  Punkt,  in  welcbem  jede  der  Funktionen  (1) 
lauter  getrennte  Werte  annimmt,  und  man  bestimme  die  n  Zablen  al}...an 
so,  daB 

W=  aj{z)  +  •  •  •  +  «„/,(*) 

fiir  die  verscbiedenen  moglichen  Kombinationen  willkurlicb  angenom- 
mener  Bestimmungen  der  Funktionen  f.(g)  im  Puukte  z0  stets  uu- 
gleicbe  Werte  erbiilt.1)  Dann  hangt  die  Funktion  W  algebraisch 
von  e  ab,  und  man  iiberzeugt  sicb  leicbt,  daB  sie  dieselbe  Riemann- 
•scbe  Flacbe  liefert,  wie  wir  sie  vorbin  erbalten  baben. 

Diese  zweite  Metbode,  die  Riemannscbe  Flacbe  herzustellen,  ist 
selbst  dann  anwendbar,  wenn  die  Funktionen  (1)  unendlich  vieldeutig 

1)  Wegen  der  Mdglichkeit  einer  solchen  Annahme  vergleiche  man  Weber, 
Algebra ,  Bd.  1,  2.  Aufl.  S.  43. 


§  19.  Betreffend  die  Arithmetisierung  Riemannscher  Flilchen. 
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sind.  Wir  werden  namlich  im  folgenden  Kapitel  zeigen,  daB  die  An- 
zahl  der  Bestimraungen  einer  mehrdeutigen  Funktion  in  emem  Punkte 
stets  abzahlbar  ist.  Demnack  laBt  sich  der  Webersclie  Hilfssatz  nock 
auf  diesen  Fall  ausdeknen. 

Man  beachte  wokl,  daB  der  vollstandige  Scknitt  zweier  irreduzi- 
beler  algebraischer  Flaehen  zu  einer  Raurakurve  fiihren  kann,  deren 
Riemannsche  Fliicke  zerfallt,  nnd  welche  deslialb  als  rnehrere  ge- 
trennte  Raumkurven  aufgefaBt  wird.  So  bestekt  beispielsweise  der 
vollstandige  Scknitt  der  in  komogenen  Variabelen  gesckriebenen  irre- 
duktibelen  Flaehen  zweiten  Grades 


xy  —  1cLzt  =  0, 
aus  den  vier  Geraden: 


xy  —  k2zt  =  0,  A,  A2  4=  0,  \  =H  k.> , 


f  x  =  0,  (  y  =  0,  |  x  =  0,  (  y 

\  z  —  0 ,  \  t  —  § ,  l  £  —  0,  \  z 

Man  vergleicke  ferner  Ivap.  9,  §  5. 


=  0, 
=  0. 


§  19.  Betreffend  die  Arithmetisierung  Riemannscher  Flaehen. 

Wir  kabeu  die  Riemannscken  Flacken  als  g’eometriscke  Dingre 
emgefiikrt.  Zulu  Scklusse  wollen  wir  nock  in  Kiirze  angeben,  wie 
sich  dieser  Begriff  aritkmetisieren  laBt.  Es  kandelt  sick  dabei  offenbar 
um  eine  Menge,  deren  Elemente  arithmetisck  gegeben  seiu  nnd  in 
em-eindeutiger  Bezieliung  zu  den  Punkten  der  Fliicke  steken  sollen. 
Nun  wurde  ein  Punkt  der  Flache  durch  seme  Lage,  also  durck  den 
zugehorigen  Wert  von  £  allein  nock  nickt  bestimmt,  ihm  kam  auBer- 
dem  nock  die  Blattangehorigkeit  als  ein  wesentlickes  Merkmal  zu. 
Dem  werden  wir  arithmetisck  dadurch  gereckt  werden,  daB  wir  Werte- 
paare  (z,  n )  als  Elemente  einer  unendlicken  Menge  nehmen,  welclie 
das  arithmetisck e  Bild  der  Flache  liefern  soil.  Dabei  entsprickt  n 
dei  Nummer  des  Blattes,  wakrend  die  Gesamtkeit  der  zu  einem  be- 
stimmten  Werte  von  n  gehorigen  Punkte  z  einen  Bereick  T  der 
Zahlenebene  nebst  einem  Teile  seines  Randes  ausfiillen.  Fangt  man 
also  die  Konstruktion  einer  Riemannscken  Flache  in  einem  ge^ebenen 
aUe  nach  irgend  einem  der  vorkin  besprockenen  Verfakren  von  vorne 
an,  so  wird  man  jetzt  bei  jedem  Schritte  eine  geeignete  Menge  von 
Vertepaaren  (g,  H)  an  Stelle  des  geometrischen  Blattes  treten  lassen 
lerdurck  wird  die  Flache  aritkmetisiert.  So  erscheinen  die  Punkte 

sekied  erZ^eigUu^ssclmittes  auch  formell  getrennt,  da  iknen  ja  ver- 
schiedene  Wertepaare  (*,  «)  und  (,,  „')  zugeordnet  werden.  Unter 
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einer  einfachen  regularen  Kurve  auf  der  Flache  hat  man  eine  Menae 
lauter  getrennter  Punkte  (*,.  n )  zu  verstehen,  wobei  die  entsprechende’ 
Menge  von  Punkten  z  eine  reguliire  Kurve  bildet,  welche  sich  indessen 
auck  iiberschneiden  kann.  Hierzu  tritt  ja  noch  eine  weitere  Bedingung, 

welche  dem  Umstande  entspricht,  dafi  die  Kurve  stetig  in  der  Flaclm 
verlaufen  soli. 

Was  zuletzt  noch  eine  Funktion  w  =  f(z)  auf  der  Flaclie  an- 
betridt,  so  wird  man  ihr  eine  Menge  von  Wertetripeln  ( w ,  z,  n )  zu 
Grunde  legen,  wo  w  den  dem  Punkte  (z,  n)  der  jetzt  arithmetisch 
definierten  Riemannschen  Flache  zuzuordnenden  Wert  bedeutet.  Die 
Funktion  selbst  besteht  dann  aus  der  Menge  dieser  Tripel  bzw.  aus 
den  \\  erten  w,  wie  in  Kap.  1,  §  1  und  §  10  des  niiheren  auseinander- 
gesetzt  wurde.  Ein  Zweig  der  Funktion  definiert  sich  ferner  als  eine 
Menge  von  Tripeln  (tv,  z,  n),  wobei  die  Werte  des  zweiten  Arguments 
einen  schlichten  Bereich  T  gerade  ausfiillen,  wahrend  die  Werte  tv 
eine  in  T  analytische  Funktion  lief'ern.  Dabei  wird  n  iin  allgemeinen 
verschiedene  Werte  annehmen,  und  zwar  werden  diese  eindeutig  von  z 
abhangen. 


Neuntes  Ivapitel. 

Analytische  Fortsetzung. 

§  1.  Begriff  der  analytischen  Fortsetzung. 

Bisher  wurden  die  Funktionen  f  (#),  mit  denen  wir  uns  beschaftigt 
haben,  in  einem  vorgegebenen  Bereicbe  betracbtet.  Aut  den  Satzen 
liber  Funktionen,  welche  in  dem  in  Betracht  kommenden  Bereicbe 
eindeutig  und  analytiscb  sind,  wurde  die  gauze  komplexe  Funktionen- 
tbeorie,  soweit  wir  sie  zur  Zeit  entwickelt  haben,  aufgebaut.  Indem 
wir  jetzt  in  dieser  Entwicklung  weiter  geben,  stellen  wir  die  Frage, 
ob  der  urspriinglicbe  Bereicb  T  nicbt  erweitert  werden  kann,  —  ob 
es  also,  genauer  gesagt,  nicbt  einen  T  umfassenden  Bereicb  X  nebst 
einer  in  %  analytiscben  Funktion  gibt,  welcbe  letztere  in  alien  dem 
Bereicb  T  angeborigen  Pnnkteu  yon  %  mit  f(js)  iibereinstimmt.  Hier- 
durcb  werden  wir  zum  Begriff  der  analytiscben  Fortsetzuim  o-efiihrt, 
welcben  wir  jetzt  des  naberen  auseinandersetzen  wollen. 

In  einem  scblichten  Bereicbe1)  T7  dessen  Begrenzung  zum  Teil 
odei  ganz  aus  einer  regularen  Ivurve  G  besteht,  sei  also  eine  'Funk¬ 
tion  f  (z)  analytiscb.  An  die  andere  Seite 
von  C  moge  ein  zweiter  scblicbter  Be¬ 
reicb  T  stoBen,  welcber  vorlaufig  keinen 
Punkt  mit  T  gemein  haben  soil.  T,  T, 
und  die  Punkte  von  0  (exkl.  der  beiden 
Endpunkte)  bilden  dann  zusammengenom- 
men  einen  Bereicb  -t.  Kann  man  nun  den 
Punkten  von  T,  C  solcbe  Werte  f  (g)f  W 

zuorduen,  daB  die  Funktion  f  (0)  kierdurck  zu  einer  in  Z  analytiseken 
Fnnkt.cn  erganzt  w.rd,  so  laBt  sick  /»  fiber  T  kinaus  amlytisch  fort- 

KoDtilLnie(Kae„M5h6  l'  If  T"  W°V°U  die  Rede  ist-  sin<1  als  einbl&ttrige 
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Sf!zen-  ^ie  Punkten  von  T,  C  hiernach  entsprechende  Funktion  keiBt 
die  analytische  Fortsetzung  von  f(z)  fur  den  Bereich  T  (genauer  aenom- 

men?  fur  den  Bereich  T,  C).  Es  kann  offenbar  keine  zweite  analytische 
kortsetzung  von  /'  (z)  liber  C  hinaus  in  T  geben,  welcbe  mit  der 
obigen  nicht  identisch  ware;  (vgl.  Kap.  7.  §  7). 

Allgememer  diirfen  T  und  T  beliebige  Riemannscbe  Flachen 
sein7  welcbe  aucb  iibereinander  greifen,  vorausgesetzt  nur,  daB  sie 

keinen  gemeinsamen  Punkt  baben  und  lanes 

.  o 

emer  regularen  Kurve  C  aneinander  stoBen. 
1m  iibrigen  nennt  man  aucb  zwei  Funk- 
tionen  /  (#),  (p  (z)  analytische  Fortsetzungen 
voneinander,  wenn  ihre  Definitionsbereicbe 
T,  T’  iibereinander  greifen  und  die  Funk- 
tionen  zugleich  in  einem  gemeinsamen  Teile  derselben  miteinander 
ubereinstimmen.1)  i 


Analytische  Fortsetzung  Icings  einer  Kurve.  Sei  f\z)  in  einem 
Punkte  z0  analytisch,  und  man  verbinde  z0  mit  einem  zweiten  Punkte 
Z  mittels  der  Kurve  L.  Dann  sagt  man:  die  Funktion  f(z )  laBt  sicb 
langs  L  (oder  iiber  L)  bis  in  den  Punkt  Z  analytisch  fortsetzen, 
wenn  L  durch  eine  endliche  Anzahl  einblattriger,  einfach  zusammen- 
hangender  Bereicbe  T0,  T1 ,  ...  Tn,  wie  in  der  Figur  angedeutet  ist, 

derart  iiberdeckt  werden 
kann,  daB  sicb  f(z)  -von 
T0  in  T1}  sodann  weiter 
in  T.2,  liierauf  nocb  in  T3, 
usw.  bis  bin  zu  Tn  analy- 
tiscb  fortsetzen  laBt.  Be- 
zeichnen  wir  mit  den- 
jenigen  Bereich,  welcber 


sich  aus  Ti7  Ti  +  i  und  ibren  gemeinsamen  Randpunkten  zusammensetzt, 
so  soli  aucb  %t  einblattrig  ausfallen.  Hierbei  wollen  wir  indessen  von 
solchen  Randpunkten  abseben,  welcbe  aucb  Randpunkte  von  lietern 
wiirden;  m.  a.  W.  soil  gerade  so  wie  Ti}  aus  lauter  inneren  Punkten 
bestehen.  Dagegen  konnen  zwei  Bereicbe  Ti}  T (j  H=  i  ±  1)  uber- 
einander  greifen,  ja  die  Kurve  L  darf  sicb  sogar  iiberscbneiden.  In 
diesem  Falle  wird  man  sich  den  aus  den  Bereicben  T0,  .  . .  Tn  (nebst 
den  zu  den  Bereichen  geborigen  Randpunkten  derselben)  gebildeten 
Streifen  als  eine  mebrblattrige  Riemannscbe  Flacbe  vorstellen.  End- 


1)  Vgl.  das  Zitat  auf  Riemann  und  WeierstraB  in  §  3. 
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lich  darf  L  (lurch  den  Punkt  oo  gehen,  wobei  dann  einer  der  Be- 
reiche  alle  Punkte  umfassen  wird.  welche  auBerhalb  eines  genii gend 

oroBen  Kreises  um  den  Nullpunkt  liegen. 

Bei  dem  soeben  auseinandergesetzten  Verfahren  kommt  es  olfen- 
bar  auf  die  genaue  Lage  der  Kurve  L  nicht  an,  jede  andere  in  der 
Nahe  von  L  verlaufende  und  die  Bereiche  J\  in  gleicher  Eeihenfolge 
durchsetzende  Kurve  L'  ffihrt  zur  selben  analytischen  Funktion  im 
Punkte  Z.  Wesentlick  ist  dabei  nur,  daB  L  sich  so  in  Bogen  (z'i7  z'i  +  i)f 
wobei  z'n+i=-Z  ist,  zerlegen  laBt,  daB  (z'i,  z'i  +  1)  in  %i  liegt. 

Darum  kommt  man  schon  mit  regularen  Kurven  oder  gar  mit  Polygon- 
ziigen  aus,  darf  sich  jedoch  andererseits,  falls  es  sich  empfehlen  so  llte 
allgemeiner  Jordanscher  Kurven  bedienen. 

Seien  f(z),  qo  (Y)  zwei  Funktionen,  welche  sich  in  den  ein-  oder 
mehrblattrigen  Bereichen  T,  T  analytisch  verhalten.  Kann  man  dann 
einen  Punkt  z0  von  T  mit  einem  Punkte  Z  von  T  durcli  eine  Kurve  L 
verbinden,  derart,  daB  f(z)  sich  kings  L  analytisch  fortsetzen  laBt 
und  dabei  auBerdem  die  letzte  analytische  Fortsetzung  in  der  Nahe 
von  Z  mit  q?  ( z )  iibereinstimmt,  so  heiBt  q?  ( z )  selbst  eine  analytische 
Fortsetzung  von  f(z).  Sind  endlich  q)(z),  4’  (z)  beide  analytische 
Fortsetzungen  von  f(z),  so  sind  q>(g ),  4>  (z)  offenbar  auch  analytische 
Fortsetzungen  voneinander. 


Wir  wollen  noch  folgender  Tatsache  Erwahnung  tun.  Yorgelegt 
sei  .eine  funktion  /■  i z),  die  sich  in  einem  Bereiche  T  analytisch 
verhalt,  sowie  auch  eine  zweite  Funktion  f(z),  die  zunachst  bloB  in 
der  Umgebung  eines  inneren  Punktes  z0  von  T  betrachtet  wird,  wo- 
selbst  sie  mit  F(z)  iibereinstimmt.  Dann  liiBt  sich  f(z)  fiber  eine 
beliebige  in  T  belegene  Kurve  analytisch  fortsetzen,  und  zwar  fallt 
jede  der  also  erlialtenen  analytischen  Fortsetzun¬ 
gen  mit  F (z)  zusammen. 

Analytische  Fortsetzung  durch  iibercinander- 
greifende  KreiseA)  Ein  besonderes  System  von 
Bereichen  Tif  wird 
durch  iibereinander- 
greifende  Kreise  gelie- 
fert.  Den  Ausgangsbe- 
reich  Y0  bildet  hier  der 
groBte  Kreis  um  zQ  als 

Mittelpunkt,  in  welchem  eine  Funktion  definiert  werden  kann,  welche 


•rig.  1 


1)  Puiseux,  Journ.  cle  Math.,  Bd. 


(1850)  S.  379. 
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sicli  in  diesem  Bereiclie  analytisch  yerlialten  und  in  der  Nake  von 
z0  mit  f(z)  tibereinstimmeri  soli.  Insbesondere  erhillt  man  diesen 
Kieis  dadurch,  daB  man  f(z)  nacb  dem  Taylorschen  Lebrsatz  im 
Punkte  z  =  zQ  entwickelt  und  dann  den  wahren  Konvergenzkreis 
deL  Reihe  bestimmt.  Liegt  L  zufallig  ganz  in  diesem  Kreise,  so 
ist  die  gewiinsclite  analytische  Fortsetzung  kiermit  bereits  gewonnen. 
Sonst  sei  ^  derjenige  Schnittpunkt  von  L  mit  dem  Rande  von  T0, 
wofiir  sich  der  Bogen  ( z0 ,  vom  Endpunkte  ^  abgesehen,  ganz 

innerhalb  T0  befindet.  Als  zt  nehme  man  dann  einen  beliebig  nahe 
bei  £,  belegenen  Punkt  dieses  Bogens  und  besckreibe  einen  Kreis 
Kx  um  zL  als  Mittelpunkt,  dessen  Radius  man  jetzt  in  aknlicher 
Weise  bestimme,  wie  vorhin  bei  T0.  Es  soil  namlich  K t  der  groBte 
derartige  Kreis  sein,  in  welchem  sich  eine  Funktion  analytisch  ver- 
halten  kann,  welche  in  der  Nahe  von  zx  mit  der  bereits  erhaltenen 
Funktion  iibereinstimmen  soil.  Dieser  Kreis  erweist  sich  wiederum 
als  der  wahre  Konvergenzkreis  der  Taylorschen  Entwicklung  fiir 
die  erste  Funktion  im  Punkte  z  =  zv  Wie  man  sieht,  rnufi  er  einer- 
seits  mindestens  bis  an  den  Rand  des  Ivreises  T0  lieranreichen,  wakrend 
er  andererseits  T0  nebst  seinem  Rande  unmoglich  im  Innern  enthalten 
kann.  Der  Bereich  1\  bestelit  nunmehr  aus  denjenigen  inneren  Punkten 
von  K j ,  welche  weder  innere  noch  Randpunkte  von  T0  sind. 

Durch  sukzessive  Wiederholung  dieses  Yerfahrens  gelangt  man 
also  schlieBlich  zum  Punkte  Z ,  sofern  sich  f  (z)  iiberhaupt  langs  L 
bis  in  den  Punkt  Z  analytisch  fortsetzen  liiBt.  Im  andern  Falle  gibt 
■es  offenbar  einen  Punkt  z  von  L,  derart,  daB  f  (z)  von  z0  aus  langs  L 
in  jede  Umgebuug  von  z  analytisch  fortgesetzt  werden  kann,  ohne 
jedoch  z  jemals  zu  erreichen. 

Bezliglich  der  Wahl  der  weiteren  Punkte  zt  ( i  >  0)  fiigen  wir 
noch  folgende  Bemerkung  hinzu.  Sei  R{  der  Radius  von  Kv  und  sei 
1  derjenige  Schnittpunkt  von  L  mit  dem  Rande  von  Ki}  wofiir 
sich  der  Bogen  (z„  £i+1),  vom  Endpunkte  £+1  abgesehen,  ganz  mner- 
halb  K,  befindet.  Dann  geniigt  es,  zi+1  so  zu  nehmen,  daB  dieser 
Punkt  auf  dem  Bogen  ?(+()  von  L  liegt  und  ubrigens  «Rt< 
_  2. 1  <  jR.  ausfiillt,  wo  0  <  a  <  1  von  yornherein  willkurlich  ge- 

walilt,  sodann  aber  festgehalten  wird. 


§  *2- 


Satze  fiber  analytisclie  Fortsetziing. 

Theorem  A).  Sei  f(e)  in  einem  inneren  oder  Randpunkte  ernes 
einfach  eusammenhangendm  Bcrekhes  T  analytisch.  Kami  man  f(i )  m 
jeden  Punkt  von  T  analytisch  fortsetzen,  und  zwar  langs  jedes  he  te  ig 
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in  T  befmdlichen  Weges,  so  hiUrn  die  also  erhaltenen  FunHionswerte 
eiiie  in  T  analytiscke  Function. 

Wir  wollen  den  Satz  zunachst  fur  einen  endlichen  derartigen  Be- 
reicli  beweisen,  welcher  von  einer  einfachen  reguliiren  Kurve  begrenzt 
ist.  Dies  gelingt  uns,  indem  wir  liier  genau  ebeuso  zu  YVerke  gehen, 
wie  im  Kapitel  4,  §  3  beim  Beweise  des  Satzes  B),  und  das  Theorem 
also  vorab  fur  einen  Bereich  a  begriinden,  in  dessen  einem  Eckpunkte 
f\z)  sich  analytisck  verhalten  soil.  Zu  dem  Zwecke  setzen  wir  f(z) 
iiber  den  a.  a.  0.  benutzten  Weg  L  analytiseh  fort,  Hiermit  gewinnen 
wir  eine  in  a  eindeutige  Funktion,  welcke  sich,  wie  man  leicht  er- 
kennt,  daselbst  analytiseh  verb  alt  und  auch  in  der  Niihe  der  betref- 
fenden  Ecke  mit  f(z)  iibereinstimmt.  Auf  Grund  des  Satzes  von 
Kap.  5,  §  10  ergibt  sich  nun  der  Beweis  fiir  den  in  Aussicht  ge- 
nommenen  besonderen  Fall. 

Um  den  Beweis  jetzt  allgemein  zu  fiihren,  nehmen  wir  auf  den 
Zusatz  von  Kap.  5,  §  10  Bezug,  indem  wir  zunachst,  sofern  T  nicht 
gerade  aus  der  ganzen  erweiterten  Ebene  besteht,  einen  Randpunkt 
von  T  vermoge  einer  linearen  Transformation  in  den  Punkt  oo  ver- 
legen.  Sodann  1’aBt  sich  T,  kraft  jenes  Zusatzes,  in  eine  unendliche  Reihe 
einfach  zusammenhangender,  ineinander  eingeschachtelter,  je  von  einer 
einfachen  reguliiren  gescblossenen  Kurve  berandeter  Bereiche  ent- 
wickeln,  fiir  deren  jeden  das  Theorem  ja  bereits  feststeht.  Dadurcli 
wird.eine  Funktion  schrittweise  iiber  dem  ganzen  Bereich  T  ausye- 
breitet,  welc-he  alien  For  derun  gen  des  Theorems  geniigt. 

Hiermit  sind  alle  biille  erledigt,  wobei  T  in  der  erweiterten 
Ebene  uberhaupt  einen  Randpunkt  hat.  Trift't  dies  indessen  nicht  zu, 
so  konstatiert  man  zunachst,  daB  f{z)  eine  ganze  Funktion  ist,  welche' 
dann  im  Punkte  oo  endlich  bleibt  und  sich  somit  als  eine  Konstante 

erweist.  Das  Ergebnis  woHen  wir  noch  in  folgende  Worte  zusammen- 

fassen. 


Zusatz.  Verhdlt  sich  f{z)  in  einem  hestimmten  Punkte  analytiseh 
und  la  fit  sich  f(z)  iiber  jeden  beliebigen  Weg  der  erweiterten  Ebene  ana - 
lytisch  fortsetzcn,  so  ist  f(z)  eine  Konstante. 


Das  vorstehende  Theorem  laBt  sich 
ttudieren. 


auch  folgendermaBen  for- 


Theorem  A).  1st  f(„)  m,  PunUe  H  analytiseh  und  Icann  , 
tW  lungs  ernes  hestimmten,  von  *0  amgehenden  und  nach  *  wi 
einfachen  Weges  L  analytiseh  fortsetsm •  sthnmt  fe 

O««ood,  Funktionentheorie.  I  2  Aufl  SW,lmt  t* 
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die  Uzte  Fortsetzung  in  der  Ndhe  von  z0  mit  der  urspriinglichen  Func¬ 
tion  nicht  uberein,  so  mu  ft  es  in  jedem  der  von  L  abgegrenzten  Gebiete • 
der  erweiterten  Ebcne  mindestens  einen  Punkt  Z  und  einen  z0  mit  Z' 
verbindenden  Weg  2  geben,  dcrart,  daft  f(z)  langs  2  von  zQ  bis  in  Z 
nicht  analytisch  fortgesetzt  werden  Ttann. 

YYir  wollen  nocli  einen  weiteren  Satz  erwiihnen,  welcher  in  den 
Theorie  der  periodischen  und  der  automorphen  Funktionen,  sowie:- 
aucli  sonst  vielfache  Verwendung  findet. 

Satz.1)  Sind  T,  T  zivei  Bereiche,  welche  Icings  einer  reguldren-. 
Kurve  C  aneinanderstoften,  und  sind  f(z),  f  (z)  zwei  Funktionen,  icelchc- 
sich  in  T  resp.  T  analytisch  verhalten  und  aufterdem  in  den  Punldenu 
von  C  gleiche  Randiverte  W  annehmen,  so  bilclet  f  (z)  nebst  W  eine. 
analytische  Fortsetzung  von  f(z). 

In  der  Tat  bilden  die  Werte  von  f(z)  und  f  (z)  nebst  den  Rand- 
werten  TV  eine  im  zusammengesetzten  Bereiche  stetige,  in  alien  nicht 
zu  C  gehorigen  Punkten  dieses  Bereiches  analytische  Funktion.  Nach: 
dem  Riemannschen  Satze  von  Kap.  7,  §  6  (Satz  12)  muB  sich  letztere? 
also  auch  in  den  Punkten  von  C  analytisch  verhalten,  w.  z.  b.  w.  — 
Die  Bedingung  ist  offenbar  auch  notwendig. 

Weitere  Satze  tiber  analytische  Fortsetzung  finden  sich  im  Kapiteli 
iiber  das  logarithmiscke  Potential. 

Aufgabe  1.  Sei  f(z)  eiue  im  Punkte  z0  eines  einfack  zusammen- 
hangenden  Bereiches  S  aualytische  tunktiou,  welche  langs  eines  ge- 
eigneten  Weges  in  jeden  Punkt  von  S  analytisch  fortgesetzt  werden  i 
kann.  Man  zeige  durch  Beispiele,  daB  es  dann  nicht  stets  eine  in  Si 
eindeutige  analytische  Funktion  gibt,  welche  in  der  Niihe  von  z0  mit: 
f(z )  iibereinstimmt. 

Aufgabe  2.  Eine  im  Punkte  z0  analytische  Funktion  f{z)  sen 
langs  zweier  Wege  Lt,  L 2  von  bis  in  Z  analytisch  fortsetzbar, . 
wobei  man  denn  zu  zwei  analytiscken  Fortsetzungen  cp(z),  t(z)  m  der: 
Niihe  von  Z  gefiihrt  wird.  Der  Weg  Lx  wird  nun  stetig  in  L2  yer- 
schoben,  und  es  wird  dabei  vorausgesetzt,  daB  sich  f(z)  auch  fiii  je  e 
raittlere  Lage  L  desselben  von  z0  in  Z  iiber  L  analytisch  fortsetzen . 
lasse.  Man  zeige,  daB  imd  cp(z)  dann  in  der  Nake  von  Z  mi - 

einander  ubereinstimmen. 

1)  Painleve,  Pariser  Diseertalion,  1887,  =  Toulouse  Annales,  Bd.  2  (188  ). 

S.  28. 
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Aufgabe  3.  1st  f(z)  eine  im  Punkte  z  =  z0  analytische  Funk¬ 
tion,  deren  verschiedene  analytische  Fortsetzungen  selbst  in  der  er- 
weiterten  Ebene  keine  anderen  Singularitaten  als  nur  Pole  haben,  so 
bildet  der  Inbegriff  dieser  Fortsetzungen  eine  rationale  Funktion  von  z. 

Aufgabe  4.  Von  einer  Funktion  ist  bekannt,  daB  der  Bereicli 
eines  Elements  derselben  in  der  oberen  Halbebene  liegt.  daB  ferner 
jede  analytische  Fortsetzung  langs  einer  in  der  oberen  Halbebene  ge- 
legenen  Kurve  hochstens  auf  Pole  stoBt,  und  daB  endlich  Pole  sich 
in  der  Umgebung  jedes  Puuktes  der  reellen  Achse  haufen.  Man  zeige, 
daB  die  Funktion  eindeutig  ist  und  daB  der  Definitionsbereich  derselben 
aus  der  oberen  Halbebene  exklusive  einer  isolierten  Punktmenge  mit 
Haufungsstellen,  welche  die  reelle  Achse  ausfiillen,  besteht. 


§  3.  Endgultige  Definition  einer  monogenen  analytischen  Funktion. 


Wir  gingen  in  lvap.  6,  §  5  von  folgender  Definition  aus:  Eine 
Funktion  f(z)  verhiilt  sich  in  einem  schlichten  Bereich  T  analytisch, 
wenn  f  (z)  in  jedem  Punkte  dieses  Bereiches  eindeutig  erklart  ist  und 
iiberdies  eine  stetige  Ableitung  besitzt.  Im  vorletzten  Paragraphen 
haben  wir  dann  die  Frage  aufgeworfen,  ob  ein  umfassenderer  Bereich 
nicht  an  Stelle  von  7  treten  konne,  wodurch  wir  zum  Begritf  der 
analytischen  Fortsetzung  gefiihrt  wurden.  Dieses  Prinzips  hat  sich 
WeierstraB1)  bedient,  um  die  Definition  einer  analytischen  Funktion 

mit  besonderer  Rficksicht  auf  den  Verlauf  der  Funktion  im  GroBen 
einzufiihren. 


Im  Innern  ernes  von  einer  einfachen  regularen  Kurve  begrenzten 
Bereiches  T  sei  eine  Funktion  f(z)  analytisch.  Man  setze  f(z)  fiber 

neuen1rpI?rtHGedaBkKen’  1!®  aual^tifhe  Fortsetzung  als  Mittel  zur  Gewimmng 
anZischen  PI  U  ^  die  Funktion  uuter  Beibekaltung  ihref 

vSct  L  AM  n  defir\rirden  kann’  verdankt  ma“  B  i email rT;  man 

(S'  t  ,0  jMrn ■ far  Bd  ;'4 

"lr  ™  Teste  des  nahere,,  ausfiihren  eiee  m  ,e  reF  Tl  i  ’ 

««  1842,  TTetfe  Bd Klkll  S  T,  hchte  Abhandlung  aus  dem 

ettaBschen  AblJkuuVilber  dtLLtf  “P4t?ren  AMrttcke  der  Weier- 

wieseii,  we^c^ei  lu“ebba1nAll'volelWe;iVrsatrZaB1SahDHcdie'z^elle 'anetrebte!1^ 
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7  kinaus  analytisck  fort,  sofern  das  moglich  ist.  Hierdurch  werden 
clen  1  unkten  *  ernes  erweiterten  Bereiches  der  2-Ebene  Funktionswerte 
zugeordnet.  Jetzt  nelnne  man  eine  neue  analytiscke  Fortsetzung  vor 
wenn  das  angekt,  und  wiederkole  nock  den  Sckritt  beliebig  oft°resp! 
so  weit,  bis  man  einen  bestimmten  AbsckluB  dadurck  erreickt  kat, 
daB  jede  weitere  analytiscke  Fortsetzung  mit  einer  bereits  vorkandenen 
ubereinstimmt.1)  Das  Endresultat  bestekt  nun  darin,  daB  jedem  Punkte 
eines  bestimmten  Bereickes,  der  insbesondere  die  ganze  erweiterte 
^-Ebene  nmfassen  kann,  ein  oder  mekrere  Funktionswerte  zugeordnet 
sind,  dergestalt,  daB  eine  Funktion  iv  =  /'(#)  yon  folgender  Besckaffen- 
keit  zu  stande  kommt. 

a)  1^1’  W 0’  ^o)  beliebiges  der  Funktion  f(z)  angekoriges 
ertepaar ,  so  gibt  es  in  der  Umgebung  der  Stelle  z  =  z0  solcke 

weitere  Wertepaare  (to,  z),  daB 

lD  =  f(»>  »0  =  fW) 

# 

eine  im  Punkte  z  =  z0  analytiscke  Funktion  von  z  wird.  Insbesondere 
kann  es  vorkommen,  daB  einem  Wertepaar  ( w0 ,  z0)  mekrere,  sogar 
auck  unendlick  viele  Funktionen2)  f,  (z),  f2(^),  .  .  .,  von  der  genannten 
Besckalfenkeit  entsprecken. 

b)  Sind  ( w0 ,  z0)  und  (wlf  zt)  zwei  beliebige,  der  Funktion  f(z) 
angekorige  Wertepaare,  und  sind 

»  =  foW,  U  =  fiO) 

zwei  denselben  nack  a)  zugekorigen  Funktionen,  so  ist  (.z)  eine  ana¬ 
lytiscke  Fortsetzung  von  f0  (z). 

c)  Sei  L  ein  beliebiger  Weg,  langs  dessen  sick  die  in  a)  ge- 
nannte  Funktion  f(z)  analytisck  fortsetzeu  laBt.  Daml  stimmt  jede 
der  dabei  auftretenden  analytiscken  Fortsetzungen  von  f(z)  mit  einer 
Bestimmung  der  Funktion  f(z)  iiberein. 

d)  Die  einem  bestimmten  Werte  von  z  zugeordneten  Funktions¬ 
werte  sollen  im  allgemeinen  voneinander  versckieden  sein.  Genauer  ■ 
gesagt  soil  einem  Punkte  z0  ein  Funktionswert  wQ  nur  dann  mehrmals  • 
zugeordnet  werden,  wenn  der  besondere  Fall  unter  a)  eintritt,  und  I 
dann  soli  w0  auck  nur  so  oft  gezaklt  werden,  wie  es  versckiedene  • 
Funktionen  ff(z)  gibt. 

1)  Wegen  einer  naheren  Ausfiihrung  dieses  Gedankens  vergleiche  mau  §  4.  - 

2)  Man  denke  etwa  an  die  Funktion 

w  —  {z  —  1)  log  z ,  (M’o ,  z0)  =  (0,  !)• 
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Eine  Funktion,  welche  den  vorstekenden  Bedingungen  Geniige 
leistet,  heiBt  nach  WeierstraB  eine  monogene  analytische  Funktion. 
Sie  wil'd  fernerhin  zu  einem  monogenen  analytischen  Gebilde  dadurcli 
erweitert,  daB  man  zu  den  bislier  betrachteten  Wertepaaren  (w,  e) 
nocb  in’jedem  Pole  z  =  a  ein  weiteres  Element  (oo,  a),  sowie  m 
jedem  Yerzweigungspunkte  endlicher  Ordnung  z  —  a,  in  welebem  /  (z) 
endlicb  bleibt  und  sicb  dem  Grenzwerte  b  niikert,  oder  einen  Pol  hat, 
ein  Wertepaar  (b,  a)  resp.  (oo,  a)  hinzunimmt;  insbesondere  kann  a 
der  Punkt  oo  sein.  Das  bat  uamentlick  zur  Eolge,  daB  dann  um- 
gekehrt  die  Gesamtheit  der  solcbergestalt  gewonnenen  Wertepaare 
(to,  z)  ein  zweites  inverses  monogenes  analytisches  Gebilde  (z ,  tv) 
liefern,  sofern  f(z)  niebt  gerade  eine  Konstante  ist. 

Es  ist  evident,  daB  zwei  monogene  analytische  Funktionen,  welche 
in  der  Umgebung  einer  Stelle  ( tc0 ,  z0)  miteinander  iibereinstimmen, 
iiberhaupt  znsammenfallen  miissen. 

Unter  einem  Element  einer  analytischen  Funktion  f(z)  (aucb 
Funktionselement  genannt)  "verstelit  man  irgend  eine  der  vorstebenden 
Funktionen  f  (z).  Allgemeiner  sei  z  =  a  ein  Yerzw'eigungspunkt  end¬ 
licher  Ordnung  oder  ein  Pol  von  f{z),  so  daB  sicb  also  in  der  Um¬ 
gebung  desselben  gewisse  Bestimmungen  von  f(z)  zur  ein-  oder  melir- 
deutigen  Funktion 

# 

oo 

-  a)k/n> 


wo  m  eine  positive  oder  negative  ganze  Zabl  inkl.  0  bedeutet,  zu- 
sammenfassen  lassen.  Dann  heiBt  aucb  ep(z)  ein  Element  von  f(z). 
Dabei  soil  dei  ball  a  —  oo  mit  aufgenommen  sein;  es  wird  dann  in 
der  obigen  Reike  l/z  an  Stelle  von  z  — a  treten.  In  alien  Fallen 
kann  man  ein  Element  nach  den  Formeln  von  Kap.  8,  §  14  para- 
metrisck  darstellen. 


Einen  Ziecig  einer  analytischen  Funktion  w  =  f(z )  bildet  jed< 
Menge  der  Funktion  angeboriger  Wertepaare  (w,  z)  von  folgendei 
eschaffenheit :  a)  die  dem  zweiten  Argument  *  entspreebenden  Punkt. 

bwfe  f  16  TT-  emenweinblSttrigen  Bereich  T  S^e  einmal  aus 
b)  d,e  Gesamtheit  jener  Wertepaare  bildet  eine  in  T  analrtiscke  Funk 

L:  2“  ** 

g,  ein  anderer  Zwe.g  kann  s.ch  ja  in  *„  analytiseh  verhalten 
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Man  denke  etwa  an  das  Beispiel  (Kap.  8,  §  4i: 

iv* * 3  —  3  w  =  z. 

Hier  hat  die  Funktion  w  =  f(z)  im  Punkte  z0  =  2  einen  Verzvveigungs- 
punkt  erster  Ordnung,  wahrend  sich  die  ubrige  Bestimmung  der  Funk¬ 
tion  dort  analytisch  verhalt.  Ninirnt  man  also  als  Bereich  T  die 
ohere  Halbebene,  so  haben  diejenigen  Zweige,  welche  dem  1.  und 
3.  Blatte  der  Riemannschen  Flache  entsprechen,  eine  Singularitat  in 
^0  =  2?  der  andere  Zweig  aber  nicht.  Am  Rande  des  wahren  Kon- 
vergenzkreises  einer  Potenzreihe  liegt  offenbar  mindestens  ein  singu- 
larer  Punkt  der  Funktion. 

Sei  f  (z)  im  Punkte  z  =  a  analytisch,  und  sei  ferner  L  eine  von 
a  ausgehende  regulare  Kurve.  Kann  man  dann  f(g)  langs  L  in  jede 
Umgebung  eines  seiner  Punkte  z  =  c  analytisch  fortsetzen,  ohne  in- 
dessen  c  jemals  zu  erreichen,  so  bildet  c  eine  singuliire  Stelle  der 
Funktion.  Denn  man  kann  den  Bogen  (a,  c)  von  L  mit  einem  solchen 
Bereich  T  umgeben,  welchem  ein  einen  singularen  Punkt  c  aufweisen- 
der  Zweig  von  f(z)  entspricht.  Es  kann  aber  auch  singulare  Punkte 
geben,  welche  auf  diese  Weise  nicht  zu  erreichen  sind.  Man  denke 
etwa  an  den  in  Kap.  5,  §  2,  unter  B)  betrachteten  Bereich  T.  DaB 
es  eine  in  demselben  analvtische  Funktion  gibt,  welche  jeden  Rand- 
jiunkt  von  T  zur  Singularitat  hat,  geht  aus  einem  spiiter  zu  bewei- 
senden  Satze  von  Weierstrab  hervor,  Kap.  11,  §  13.  Da  liefert  nun 
der  Punkt  A  den  gewiinschten  Beleg  far  die  Beliauptung. 

Die  singularen  Punkte  einer  analytischen  Funktion  konnen,  wie 
soeben  erwahnt,  sowohl  isoliert  auftreten  als  auch  eine  ganze  Kurve 
ausfiillen.  Im  letzteren  Falle  heibt  jene  Kurve  eine  natiirliche  Grenze1 ) 

1)  Die  erste  gedruckte  Mitteilung  fiber  das  Auftreten  natfirlicber  Grenzen 

iindet  sich  nach  Schwarz,  t Town,  fur  Math .,  Bd.  75  (1873),  S.  319  =  Tlei^c, 

Bd.  2,  S.  211,  in  einer  Abhandlung  von  Weierstrafi,  Berliner  Berichte ,  18G6, 
S.  617.  In  WeierstraB’s  Werken,  welche  keine  getreue  Wiedergabe  der  Ori- 

ginalarbeiten  bieten,  ist  diese  Stelle  gestrichen.  Die  Moglichkeit  einer  natiir- 
fichen  Grenze  hat  WeierstraB  bereits  im  Jahre  1812  erkannt;  Werke,  Bd.  1, 

S  84.  In  seinen  Vorlesungen  mackte  er  1863  auf  diesen  Gegeustand  aufmerk- 

sam  (Schwarz,  a.  a.  0.).  Beispiele  von  Funktionen  mit  naturlichen  Grenzen 
sind  von  Hankel,  Universitatsprogramm ,  „Untersuchungen  fiber  die  unendlich  oft 

oszillierenden  und  unstetigen  Funktionen11,  Tubingen,  1870  =  Math.  Ann.  Bd  20 

(1882),  S.  63,  veroffentlicht  worden.  Kronecker  war  1863  im  Besitz  de»  ei 

spiels  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Modulfunktionen : 

]/2^=i  +  22  +  224 S * * *  +  229 *+---;  i 

'Schwarz,  a.  a.  0.,  wo  ein  Beispiel  WeierstraB’s  aus  der  Theorie  der  al- 
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der  Funktion,  da  sich  letztere  niclit  fiber  dieselbe  binaus  analytisch 
fortsetzen  laBt.  Durch  die  elliptischen  Modulfunktionen  ist  man  zu- 
erst  auf  das  Auftreten  natfirlicher  Grenzen  aufmerksam  geworden. 
Wir  werden  in  §  5  eine  einfache  Potenzreihe  mitteilen,  welche  eine 
Funktion  definiert,  die  im  Innern  des  Einbeitskreises  analytisch  ist, 
wiihrend  sie  in  der  Umgebung  eines  willkiirlichen  Randpunktes  des- 
selben  beliebig  groBe  Werte  annimmt,  so  daB  also  dieser  Kreis  eine 
naturlicbe  Gre°nze  fur  die  Funktion  bildet.  Der  iibrige  Teil  der  Ebene 
heiBt  ein  lacundrer  Baum  (espace  lacunaire).  Dieser  Ausdruck  wird 
bauptsacblicb  auf  solclie  eindeutige  analytiscbe  F unktionen  angeivandt, 
welche  nicht  in  alle  Bereiche  der  Ebene  analytisch  fortgesetzt  werden 
konnen. 

Um  auf  den  Begritf  der  naturlicben  Grenze  nocb  naher  einzu- 
o-eben  so  achte  man  wohl  auf  den  Unterscbied  zwiscben  diesen  Ivurven 
und  den  Verzweigungsschnitten.  Walirend  letztere  docb  unter  gewissen 
Einschrankungen  willkiirlicb  gezogene  Linien  sind,  fiber  welche  hinaus 
die  Funktion  vor  der  Hand  keine  analytiscbe  Fortsetzung  erfabren 
soil,  bilden  erstere  dagegen  in  der  inneren  Bescbalfenbeit  der  Funk¬ 
tion  begriindete  Hindernisse,  fiber  welche  hinaus  iiberhaupt  keine  ana¬ 
lytiscbe  Fortsetzung  mbglicli  ist.1)  Im  iibrigen  diirfen  aucb  Pole  in 
der  Umgebung  einer  naturlicben  Grenze  auftreten,  wie  bei  den  Drei- 
ecksfunktionen  wirklicb  der  Fall  ist.  Allgemein  sei  T  der  zu  einem 
bestimmten  ZAveige  einer  analytischen  Funktion  gehorige  Bereicb, 
und  *  { P }  eine  Menge  von  Randpunkten  des  T ,  welche  Singularitaten 
dieses  ZAveiges  sind.  Ist  {P}  perfekt  und  zusammenhangend,  d.  b. 
bestebt  {P}  aus  einem  einzigen  Randstuck,  welches  mehr  als  einen 
Punkt  bat,  vgl.  Ivap.  5,  §  7,  so  bildet  [P]  eine  naturlicbe  Grenze  fiir 
diesen  Zweig. 

Wir  baben  die  Definition  des  analytischen  Verhaltens  einer  Dilu¬ 
tion  f  0)  a)  in  einem  vorgegebenen  Bereiche,  b)  in  einem  Punkte  an 
die  Spitze  unserer  Entwicklungen  gestellt  (Kap.  6,  §  5).  Dabei  Avurde 


gebraiscken  Differential gleicliungen  in  Yerbindung  mit  den  elliptischen  Modul¬ 
funktionen  auch  erwiibnt  Avird);  bier  kommt  die  Funktion  in  der  Nahe  eines 
beliebigen  Punktes  der  natiirlichen  Grenze  jedem  vorgegebenen  Werte  beliebicr  nalie. 
n-  .  Riemanns  Nacklaft  tanden  sich  Fragmente  iiber  die  Grenzfalle  der 

FuS  f°tlfUUkti°n,en’  ,W°  dem  eine  .olohl 

iunkt  °n  zustrebt,  wenn  das  Argument  sich  einem  Punkte  der  Begrenzun-  des 
Definitionsbereichs  der  Funktion,  also  in  diesein  Falle  einem  Punkte  einer  natiir 
Lchen  Grenze,  nabert;  Werte,  1.  And.,  S.  427  u.  S.  458;  2.  Anti.,  S  455  u  £S£ 

1st  ‘>D“  fur  be‘derlei  Kurven  gemeinsame  franzosinche  Bezeichuung  cm,  mm 
dazu  angetan,  den  wesentlicbeu  Unterscbied  derselbeu  hervorznhebeu. 
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'01  allem  verlangt, .  cliiB  />(,)  in  jeilem  Punkte  des  betreffenden  Be¬ 
lt  n,  emdeutig  sei.  Weun  man  dagegen  schlechtweg  tod  einer  ein- 
eutigeu  aualytischen  Funktion  f(g)  spricht,  so  meint  man  damit  daB 
die  monogene  analytische  Funktion  f(z)  eindeutig  sei.  Die  Punkte 
der  Fbene,  in  denen  dieselbe  erklart  ist,  bilden  ihren  Definitionsbereki, 
Im  balle  einer  mebrdeutigen  monogenen  analytischen  Funktion  be- 
s  e  1  der  Definitionsbereich  aus  der  zugehorigen  Riemannschen  Flache 
vergleiche  §  4.  ’ 

Der  Begriff  der  monogenen  analytischen  Funktion  deckt  sich 
keineswegs  mit  demjenigen  eines  einheitlichen  analytischen  Ausdrucks. 
feo  definiert  beispielsweise  die  Formel 


lim  1  _  \  1 '  I z  I  <C  1 1 

n  =  cc  l  +  zH'  l  0 ,  1  z  \  >  l , 

im  Innem  des  Finheitskreises  ein  Element  der  monogenen  analytischen 
Funktion  f{g)  =  1,  wahrend  sie  auBerhalb  desselben  ein  Element  der 
Funktion  cp  (z)  =  0  abgibt.  WeierstraB  hat  sogar  gezeigt,  daB  Stiicke 
von  n  beliebigen  Funktionen  durch  ein  und  dieselbe  Formel  dargestellt 
werden  konnen.  Seien  namlich  Slf  S2,  ...  Sn  endliche  getrennt  liegende, 
durch  regulare  Kurven  berandete  Bereiche  der  .z-Ebene,  und  seien 
ferner  fx  (z),  ...  fn  (g)  resp.  in  denselben  analytische  Funktionen,  welche 
auBerdem  stetige  Randwerte  annehmen.  Indem  wir  an  Hermites 
Bemerkung  iiber  die  Cauchysche  Integral  formel  (Kap.  7,  §  4,  Ende) 
ankniipfen,  schreiben  wir  die  Formel  bin: 


/i  (t)  d  t 
t  —  z 


Die  hierdurch  definierte  Funktion  f(z )  stimmt  innerhalb  des  Bereickes 
Sk  mit  fk  (g)  (k=l,  2,  ...  n)  iiberein  und  verschwindet  auBerhalb- 
der  Bereiche  S. 

Im  AnschluB  an  die  Entwicklungen  von  Kap.  8,  §  18  definiert. 
man  jetzt  ohne  Miihe  das  monogone  analytische  Funktionensystem 
(/i  (*)>  ■  ■  •  /r  (-?))•  ist  dies  derjenige  Spezialfall  des  monogenen 

analytischen  Gebildes  n- ter  Stufe  im  Gebiete  von  w  -f  r  Verander-  j 
lichen,  wofiir  n=  1  ist;  man'  vergleiche  hieriiber  das  Kapitel  iiber ■ 
analytische  Funktionen  mehrerer  Yeranderlichen  im  zweiten  Bande. 

Im  folgenden  Paragrapken  wollen  wir  uns  mit  einer  eingehendeni 
Begrundung  des  Hauptsatzes  dieses  Paragraphen  besckaftigen,  dafi* 
namlich  eine  im  Kleinen  gegebene  analytische  Funktion  gu  einer  mono-- 
genen  analytischen  Funktion  fuhrt,  ivie  sie  durch  die  vorhin  formidiertemi 
Eigenscliaf  ien  a)  *.  .  .  d)  festgclegt  ivird. 


§  4.  Nahere  Begruudung  des  Hauptsatzes  von  §  3. 
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£  4  Nahere  Begriindung  des  Hauptsatzes  von  §  3. 

Im  voraufgehenden  Paragraphen  liaben  wir  ein  Verfahren  ge- 
schildert,  wonach  der  Definitionsbereich  einer  vorgelegten  analytisclien 
Funktion  moglichst  erweitert  wird,  und  von  bier  aus  sind  wir  dann 
zum  Begriff  der  monogenen  analytischen  Funktion  gelangt.  Es  han- 
delt  sicb  jetzt  darum,  ein  systematises  Vorgeben  anzugeben,  um 
jenes  Resultat  zu  gewinnen.  Wir  wollen  die  Fragestellung  in  fol- 
•gendeni  Satze  formulieren;  vgl.  aucb  Kap.  14,  §  15,  Anfang. 

Theorem.  Sei  f(z)  im  Punkte  z  =  a  analytisch.  Dann  kann 
man  dieser  Funktion  eine  abzahlbare  Menge  von  Funktionen: 

w  =  fn(z)>  0,1,2,..., 


von  folgender  Bcschaffcnhcit  zuordnen: 


a)  Die  Function  fn(z)  verhalt  sic/t  analytisch.  in  einem  Kreise  Tn 
um  den  Punlit  an,  n  =  0,  1  .  .  .,  und  zwar  soil  Tn  stets  gleicli  dean 
Innern  des  wahren  Konvergenzkreises  der  Taylorsclien  Reih enentycickl ung 
fur  fn(z)  im  Punkte  an  genommcn  werden.  In  der  Nahe  von  a0  =  a 
sod  auferdem  f0(z)  mit  der  vorgelegten  Funktion  f  (z)  iihcreinstim nan. 


b)  Jede  Funktnfn  f  n(z)  Id  ft  sich  aus  jeder  anderen  dieser  Funk¬ 
tionen  (lurch  analytische  Fortsetzung  ableiten. 

.  c)  Sei  L  ein  endlicher  Weg ,  Icings  dessen  f(z )  sich  analytisch  fort- 
setzen  Icifit.  Dann  kann  diese  analytische  Fortsetzung  vermoge  einer 
endlichen  Anzahl  der  Funktionen  fn(z )  geleistet  werden. 

Hinsicntlich  des  Inhalts  dieses  Theorems  bemerken  wir  vor  allem 
folgendes.  Sei  z  ein  beliebiger  Punkt,  der  in  einem  der  Bereiche  Tn 
liegt.  Dann  gibt  es  kraft  des  Theorems  nur  eine  abzahlbare  Menge 
von  Bereichen  Tn,  welche  z  umfassen,  und  somit  auch  nur  eine  ab¬ 
zahlbare  Menge  von  Funktionen  fn{z\  welche  in  der  Nahe  von  *'  von- 
emander  verschieden  sind.  Die  den  voneinander  verschiedenen  Funk¬ 
tionen  fn(z)  entsprechenden  Funktionswerte  wn~fn(z')  wollen  wir  nun 
dern  Punkte  8  zuordnen,  und  auch  dem  Punkte  e  =  oc  sollen  die  o-e- 
horigen  Funktionswerte  zugewiesen  werden.  Hierdurch  erhalten  wir 

Cl  Fe;nk«„tgangen  a)  '  •  •  d)  ™  §  3  -g-e  analy- 

Zum  Beweise  des  Theorems  gehen  wir  vom  t  .  > 

humerieren  zunachst  die  rationalen  Punkte  dieses  Bereiches°,  nebst'a: 


a0  =  a, 


a 


1  }  <f2  J  • 
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*3  * 

•ledem  dieser  Puukte  S,  orduen  wir  Jfinn  vermoge  der  Taylorschen 
Reihenentwicklung  fur  /■(*)  in  an  eine  Funktion  f„(»)  nebst  einem 
ereiche  T n,  namlich  dem  wahren  Konvergenzkreise  der  Reihen- 
entwicklung  zu.  Die  so  gewonnenen  Fimktionen  fn(z)  geniigen  Be- 
dingungen  a),  b)  des  Satzes. 

Hierauf  fasse  man  alle  rationalen  Punkte  der  Ebene  ins  Auge, 
welche  in  einem  der  soeben  erhaltenen  Bereicke  Tn  liegen,  und  nu- 
meriere  diejenigen  davon,  welche  mit  einem  friiheren  Punkte  atl  nicht 
zusammenfallen.  So  erhalt  man  eine  Reike  weiterer  Punkte: 


ai,‘2}  ai,3)  •  •  ■} 

nebst  den  zugehorigen  Fimktionen  fhn{z)  und  Bereichen  Tln.  Fur 
die  Gesamtheit  der  bisker  gewonnenen  Fimktionen  f  n(z),  fi  „(#)  sind 
Bedingungen  a),  b)  erfullt.1) 

Indem  wir  das  Verfahren  wiederkolen,  miissen  wir  jetzt  moglicker- 
weise  eine  Modifikation  deskalb  eintreten  lassen,  da  ein  Bereick  T, 
einen  Punkt  aTO  oder  umfassen  konnte,  ohne  daB  dabei  die  zugekorige 
Funktion  /’1(„(V)  mit  f  m{z)  resp.  f\  m(z)  ■  ubereinstimmte. 2)  In  diesem 
Falle  muB  besagter  Punkt  zum  zweiten  Male  gerechnet  werden.  Um 
dieser  Sachlage  gereckt  zu  werdeu,  wollen  wir  nun  in  folgender  Weise 
zu  Werke  geken.  Wir  zieken  zunachst  bloB  den  ersten  Bereick  Ttl 
in  Betrackt,  indem  wir  die  in  demselben  befindlicken  rationalen  Punkte 
in  zwei  Teile  zerlegen,  und  zwar  erstens  in  solcke,  welche  bereits 
unter  den  a ,  oder  d,  ,  aufgetreten  sind  und  auck  dabei  zugleick  *auf 
dieselben  Funktionen  f n{z)  resp.  fuhren.  Diese  Punkte  braucken 

ivir  nickt  weiter  zu  beriicksicktigen.  Dagegen  liefern  die  iibrigeu 
rationalen  Punkte  von  1\  lf  sofern  nock  welche  vorkanden  sind,  eine 
abzaklbare  Menge  von  Funktionen  f  (z)  nebst  Bereichen  T ,  welche 
beibekalten  werden  sollen.  Sodann  geken  wir  zu  1\  2  und  stellen  kier 
eine  ahnlicke  Uberlegung  an,  wobei  jetzt  auBer  den  friiheren  Punkten 
d(,  ax  noch  die  soeben  erkalteueu  Punkte  nebst  ihren  Funktionen 


1)  Man  iiberzeugt  sich  leickt  geometrisch,  daB  keinern  der  Punkte  alfH 
zwei  versckiedene  Funktionen  entsprechen  konnen,  sowie  daB  die  mit  einem 
friiheren  Punkte  an  zusammenfallenden  Punkte  wirklich  lortgelassen  werden 
durften.  Auf  einen  strengen  Beweis  dafiir  kann  man  indessen  verzichten,  indem 
man  schon  an  dieser  Stelle  den  Beweis  so  fiihrt,  wie  spater  hinsichtlich  der 
im  weiteren  Laufe  der  Entwicklungen  eintretenden  Moglichkeiten  ohnehin  von 

Noten  ist.  .  _  ,  a_„ 

2)  Man  kann  zwar  zeigen,  daB  der  genannte  Punkt  nur  ein  ^  sein  kf  • 

’  Das  ist  indessen  hier  nicht  von  Wichtigkeit,  da  bei  den  spateren  Wiederbo  unge 
der  Uberlegung  jeder  vorhergehende  Punkt  dock  moghcherweise  in  Betracbt 

kommen  kann. 
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§  4.  Nahere  Begriindung  des  Hauptsatzes  von  §  3. 

urnl  Bereichen  in  Betracht  gezogen  werden.  Wiederholt  man  dieses 
Verfahren  an  jedem  weiteren  Bereiche  Tlt„  TiA,  .  •  so  gelangt  man 
schlieBlich  zd  einer  abzahlbaren  Menge  abzahlbarer  Mengen  neuer 
Punkte  nebst  den  dazu  gehorigen  Funktionen  und  Bereichen,  welche 
wir  no cli  letzten  Endes  umnumerieren  und  durch  die  Indizes  (2,  n), 
*=12,...  kennzeichnen  wollen: 


#2  2 )  ^2,3  ?  *  •  • 

/VO),  /VO) 

T  T  7 

±  2,1,  2,2,  -*2,3, 

Der  hiermit  ausfiihrlich  geschilderte  ProzeB  wird  immer  wieder¬ 
holt.  Daraus  entspringt  eine  zweifach  unendliche  Folge  von  Punkten 
dmn  nebst  den  zugehorigen  Funktionen  f  mn{z)  und  Bereichen  Tm  ilf 
welche  wir  nunmehr  zu  einer  einfach  unendlichen  Folge  an,  fn(js),  Tn 
definitiv  umnumerieren.  Diese  letzte  Folge  nebst  den  zum  Punkte 
z  =  oo  gehorigen  Funktionselementen  geniigt  offenbar  Bedingungen 
a)  und  b),  sie  geniigt  aber  auch  c),  wie  jetzt  nachgewiesen  werden  soli. 

Sei  also  L  ein  endlicher  Weg,  langs  dessen  die  Ausgangsfunktion 
f(z)  analjtisch  fortgesetzt  werden  kann,  und  man  fasse  eine  geeignete 
Folge  von  Kreisen  T0,  K1}  K»,  .  .  .,  wie  sie  am  Elide  von  §  1  des 
naheren  angegeben  sind,  ins  Auge.  1st  der  Mittelpunkt  z1  von  K1 
dabei  ein  rationaler  Punkt,  so  ist  er  bereits  unter  den  Punkten  d 
und  somit  auch  unter  den  an  enthalten.  Sonst  kann  man  aber  jeden- 
falls  einen  rationalen  Punkt  a/h  von  T0  ausfindig  machen,  der  so  nahe 
bei  ex  liegt,  daB  der  entsprechende  Bereich  7\h  den  Bogen  (ex ,  z2)  von 
L  umfaBt.  Hiermit  liaben  wir  also  in  f^(z)  eine  erste  analytische 
Fortsetzung  der  gewunschten  Art  gewonnen.  Gehen  wir  jetzt  zum 
Punkte  z2,  so  laBt  sich  die  eben  angestellte  Uberlegung  hier  wieder- 
holen,  der  zufolge  sich  dann  ein  zweiter  Punkt  a/u  nebst  der  zugeho- 
ngen  Funktion  fn^(z)  und  dem  Bereiche  Tn  ein  stint.  Indem  wir  so 
tortfahren,  gelangen  wir  schlieBlich  zum  Endpunkte  von  L.  Geht  L 
urch  den  Punkt  oo,  so  ist  die  notige  Erganzung  bereits  ersichtlich 

DaB  nun  endlieh  die  Bedingung  d)  erfiillt  wird,  ergibt  sich  aus 

warden™ 31  edUng?  W°UaCh  die  Flmktionswerte  uberhaupt  aufgenommen 

keit  t,S  vorauf8ebe"den  Entwicklungeu  erkeunt  man  die  Kichti.r- 
keit  lolgenden  Satzes.  3 

Die  verschiedenen,  einem  bestimmten  l>mMe  eni. 

S.  i97“  Po!ncar'?-  Beniicomi  del  Cireolo  Matematico  di  Palermo,  Bd.  2  a8SS, 
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sprechenden  Funktionswerte,  ivplche  man  aus  einern  vorgelegten  Element 
durch  analytische  Fortsetzung  abzuleiten  vermag,  bilden  stets  eine  abi 


sahlbare  Menge. 


§  5. 


Uber  einige  spezielle  monogene  analytische  Funktionen. 

In  den  rationalen,  sowie  in  den  Exponential-  und  den  trigono- 
metrischen  Funktionen  haben  wir  bereits  Beispiele  von  eindeutigen 
monogenen  analytischen  Funktionen,  deren  singulare  Punkte  entweder 
in  endlicber  Anzabl  vorhanden  sind  oder  docli  nur  aus  einer  Punkt- 
menge  mit  einer  einzigen  Haufungsstelle  (nanilich  deni  Punkte  z  =  cc)' 
bestehen.  Dagegen  liefern  der  Logarithmus  und  die  inversen  trigono- 
metrischen  Funktionen  unendlich  vieldeutige,  die  algebraischen  Fnnk- 
tionen  endlich  vieldeutige  monogene  analytische  Funktionen. 

a)  Algebraische  Funktionen.  Die  Richtigkeit  letzterer  Behauptung 
beziiglich  der  algebraischen  Funktionen  geht  sc-hon  daraus  hervor,  daft 


eine  irreduzibele  algebraische  Gleichung: 


f(w,  *).=  o, 


eine  Funktion  w  von  z  definiert,  deren  Riemannsche  Flache  aus  einem 

einzigen  Stiicke  besteht;  vgl.  Kap.  8,  §§  12,  15.  DemgemaB  laBt 

sich  eine  beliebige  Bestimmung  von  W  in  jede  andere  Bestimmung 

stetig  iiber  die  Flache  hin  fortsetzen,  und  diese  stetige  Fortsetfcung 

gibt  ohne  weiteres  zu  einer  analytischen  Fortsetzung  AnlaB,  wodurch 

das  dem  ersten  Wertepaar  (w0,  z0 )  entsprechende  Element  in  ein  be- 

liebiges  dem  zweiten  Wertepaare  (wt,  zj  zngehoriges  ubergefiihrt 

wird.  Im  iibrigen  ist  es  nicht  schwer,  den  arithmetischen  Charakter 

dieser  Uberlegung  noch  schiirfer  hervortreten  zu  lassen,  indem  wir 

fol^enden  Satz  vorausschicken. 

© 

> 

Satz.  Sei 

(1)  *)  =  0  ; ; 

eine  irreduzibele  algebraische  Gleichung,  wodurcli  w  als  mchrdeidige 
Funktion  von  z  definiert  ivird,  Dann  gibt  es  eine  endliche  Anzahl  ton 
Funktionselcmenten,  welche  diese  Funktion  vollstandig  darstellen. 


Behufs  des  Beweises  kniipfen  wir  an  die  Entwicklungen  von  j 
Kap.  8,  §  14  an,  wonach  sich  alle  der  Gleichung  (1)  entsprechenden 
Wertepaare  (w,  0,  deren  ,  in  der  Niihe  einer  bel.eb.gen  Stelle 
liegt,  zu  Funktionselementen 


§5.  Uber  einige  spezielle  monogene  ’analytiscke  Funktionen. 


CO 


CO 


71  =  0 


sowolil  von  f, (*)  als  von  q>t{e)  aus  einem  Kreise  um  besteken,  und 
zwar  soil  das  eben  der  walire  Konvergenzkreis  der  betreffenden  Reihe 
sein.  Im  Falle  z0  =  oo  tritt  ja  He  an  Stelle  von  2  —  %  Nach  KaP-  8> 
§  12  werden  Elemente  vom  Typus  q){(e)  nur  in  endlicher  Anzakl  vor- 
lianden  sein.  Die  entspreckenden  Punkte  z0  mbgen  mit  ft0,  cclf  ...  cck_ 
a  =  oo  bezeicknet  werden.  Yor  allem  wollen  wir  nun  die  genannten, 
sowie  aile  iibrigen,  zu  den  Punkten  a0, .  .  .  ak  gekorigen  Elemente  ker- 
ausoreifen.  Sei  K  (i  =  0,  .  .  .  k  —  1)  der  kleinste  unter  den  dem 
Punkte  ai  zugekorigen  Konvergenzkreisen,  und  ebenso  K ^  der  grbBte, 
dem  Punkte  ak  =  oo  entspreckende  Kreis.  Erstere  k  Kreisflacken  nebst 
dem  AuBern  von  Kx  sollen  jetzt  aus  der  Ebene  fortgekoben  werden. 
Insbesondere  kann  es  vorkommen,  daB  die  ganze  Ebene  kierdurck  er- 
sckopft  wird.  Es  kann  aber  auck  ein  endlicker,  von  mekreren  Ivreisbogen 
begrenzter  Bereick  S  resp.  mekrere  solclie  Bereicke  uberbleiben.  Endlick 
konnen  sick  isolierte  Punkte  einstellen.  Wesentliek  ist  dabei,  daB,  wenn 
Punkte  der  Ebene  iiberkaupt  nock  da  sind,  diese  eine  im  Endliclien 
gelegene  Menge  SP  bilden.  Etir  die  Punkte  von  9.P  kaben  dann  die 
Definitionsbereiclie  der  versckiedenen  Elemente  f.  (z)  offenbar  eine  posi¬ 
tive  untere  Greuze,  so  daB  man  also  in  9P  eine  endlicke  Anzakl  von 
Punkten  ...  fa  derart  wahlen  kann,  daB  die  dazu  gehorigen  Ele- 
mente  \i(z)  die  auf  9)i  entfallenden  Bestimmungen  von  w  vollstiindig 
ersckopfen.  Letzteres  gilt  auck  von  Ki. 


Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen.  Die  Frage,  ob  die  endlicke  An¬ 
zakl  vorliegender  Funktionselemente  auck  wirklick  alle  analytiscke 
Fortsetzungen  voneinander  sind,  erledigt  sick  jetzt  in  evidenter  Weise. 

’Ware  dem  namlick  mckt  so,  so  wiirde  man  sckon  aus  einem  Teile 
davon  eine  monocrpnp  nnnW+icnka  _  i  .  .. 


446 


II,  9.  Analytische  Fortsetzung. 

miter  log  a  erne  beliebige  Bestimmung  dieser  GroBe  verstanden  Dar- 
nack  ist  a*  ein  unendlick  vieldeutiger  Ausdruck,  dessen  versckiedene 
Bestimmangen  sich  zu  solcken  eindeutigen  Funktionen  zusammen- 
fassen  lassen,  welcke  sick  je  in  der  ganzen  endlicken  Ebene  analy- 
tisck  verkalten  und  darum  ganze  transzendente  Funktionen  bilden: 

&  =  ecz,  g(c  +  2xi)z  ^  g(c  +  4 

Die  allgemeine  Potenz  bestekt  also  nickt  etwa  wie  log£  aus  einer  mehr- 
deutigen  monogenen  analytiscken  Funktion,  sondern  vielmekr  aus  un¬ 
endlick  vielen  eindeutigen  monogenen  analytiscken  Funktionen. 

Uber  Elimination.  Im  Kleinen  gilt  der  Satz,  daB  eine  analytiscke 
Funktion  einer  analytiscken  Funktion  wieder  eine  analytiscke  Funk¬ 
tion  ist,  Kap.  6,  §  5.  Untersucken  wir  jetzt,  ob  ein  entspreckender 
Satz  im  GroBen  bestekt.  Sei  beispielsweise 

t\w)  =  ]/w,  iv  =  e*.  \ 

Hier  ist  w  in  der  ganzen  endlieben  ^-Ebene  eine  von  Null  versckie- 
dene  eindeutige  analytiscke  Funktion  von  z.  Ferner  kommen  den 
beiden  Bestimmungen  von  f(w),  als  Funktion  von  z  betracktet: 

ft™)  =  ^  w = 

in  dem  niimlicken  Bereiche  die  Eigensckaften  a),  c),  d)  von  §  3,  nickt 
aber  b )  zu.  Denn  jene  Bestimmungen  werden  ja  durcli  die  befden 
eindeutigen  monogenen  analytiscken  Funktionen 

\  z  4  s 

e~  ,  —  e~ 

gerade  ersckopft. 

Hieraus  erkennt  man,  daB  die  Elimination  von  z  aus  zwei  vor- 
gelegten  Gleickungen: 

w  =  (p  (/),  Z=tp(z),  '>  { 

wo  (f  (z xp  {z)  monogene  analytiscke  Funktionen  sind,  nickt  not- 
wendig  zu  einer  einzigen  monogenen  Funktion  fiikrt,  vielmekr  kann 
<p  [xp  {z)\  aus  mekreren  solcken  besteken  resp.  Stiicke  davon  abgeben  ). 
Demselben  Vorkommnis  sind  wir  bereits  einmal  begegnet,  Kap.  8,  $  18. 
Da  nahmen  wir  niimlick  von  dem  Umstande  Kenntnis,  daB  der  voile 
Scknitt  zweier  algebraiscken  Flachen  moglickerweise  mekrere  Raum- 
kurven  liefern  kann. 


1)  Burkhardt,  Analytische  Funktionen ,  §  70. 


§  5.  Uber  einige  epezielle  monogene  analytische  Funktionen.  44  < 

hn  gegenwartigen  Falle  kann  man  den  Sackverhalt  so  deuten, 
daB  man  die  beiden  vorgelegten  monogenen  analytischen  Funktionen 
durch  zwei  Zylinderfliichen  darstellt: 

g  =  (f  (; y ) ,  y  =  f  0)  • 

Durch  die  also  definierten  Raumkurven  geht  dann  noch  eine  dritte 
Zylinderflache, 

g  =  (p  [t  (^)]  > 

welche  in  gewissen  Fallen  zerfallt,  indem  die  Direktrix  derselben, 
namlich  die  ebene  Kurve  z  =  <p[i>  (x)],  aus  mehreren  monogenen  ana¬ 
lytischen  Kurven  besteht.  Hiermit  zerfallt  auch  die  betreffende  Raum- 
kurve.  Beispiel : 

z  =  Vy,  y  =  x‘  • 

Aufsabe.  Welche  von  den  folgenden  Formeln  stellen  mehrere 

o  o 

monogene  analytische  Funktionen  vor? 

log  e:,  log  sin  z,  log  ]/z,  )/log  z,  j/sin  z, 

yi  -  cos  z,  ]/z2. 


c)  Eine  Funktion  mit  einer  naturUchen  Grenze.  Wir  wollen  jetzt 
eine  Funktion  kennen  lernen,  welche  sich  im  Einheitskreise  eindeutig 
und  analytisch  verlialt,  ohne  jedoch  eine  analytische  Fortsetzung  dar- 
iibey  hinaus  zu  gestatten.  Sie  wird  durch  folgende  Reihe  deliniert: 

H{z)  =  z"  +  z2'-  +  z"  +  .... 

In  der  Tat  konvergiert  diese  Reihe  fur  alle  Werte  von  z,  wofiir  z'  <  1 
ist,  wahrend  sie  fiir  z  =  1  divergiert.  Ferner  findet  man: 

lim  H(x)  =  oo, 

*  =  i— 


wobei  x  auf  der  reellen  Strecke  (0,  1)  liegen  soli.  Denn 

1  >  xl '  -|-  X2!  -j-  ■  ■  •  -f-  xn 

w  uf  ®  Werte  ™n  ”•  Dieses  Pol5’nom  flbersteigt  aber  bei  gehciriger 
ahl  von  n  und  *  jede  vorgegebene  positive  GroBe  G,  sobald 
1  —  f  <  x  <  1  genommen  wird. 

^Vir  konnen  nun  noch  weiter  zeigen,  daB 


lim  H  (z)  =  oo 

W‘rd’  WeDU  *  1SugS  eines  beliebige"  Radios,  welcber  our  einen  Winkel 
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■Ipx  'q  nut  tier  positiven  reeUen  Achse  bildet,  an  den  Rand  des  Ein- 
neitskreises  hmanriickt.  Sei  also 


- 


Z  =  yflpnijq^ 


r<  1, 


und  bezeiebne  man  mit  m  die  kleinste  natiirlicbe  Zahl,  wofiir  m\ 

durch  q  teilbar  wird.  Dann  wird  fill-  die  in  Betracht  kommenden 
Werte  von  z 

m  —  1  oo 

H{t)  =  2*"  +  2i*'- 


n  =  1 


n  =  m 


Hierin  ist  tier  Beweis  unserer  Behauptung  enthalten,  und  es  ist  auch 
zugleick  damit  dargetan,  daB  eine  analytische  Fortsetzung  yon  H(z) 
uber  den  Einheitskreis  hinaus  nicht  angeht.  Dieser  Kreis  bildet 
mithin  eine  natiirliche  Grenze  fur  die  Funktion.1) 

Die  zu  iv  =  H(z)  inverse  Funktion 

z  =  L  (w)  I 

hat  die  Eigentiimlichkeit,  daB  durch weg 

. .  ' 

L  (w)  I  <  1 


ist.  Soviel  wir  sehen  konnen;  diirfte  indessen  L  (w)  mehrdeutig  sein. 
Wir  wollen  darum  noch  ein  weiteres  Beispiel  anfiikren,  wobei  sowohl 
die  direkte  als  auch  die  inverse  Funktion  eindeutig  ist;  ohne  jedoch 
linear  zu  sein. 

d)  Die  Funktion  Q(z).  Betrachten  wir  die  durch  folgende  Reihe 
definierte  Funktion  Q(z): 

Zn  1  +  2 

(n!  +  l)(n!  -f  2)  ’ 

71  =  2 


Die  Reihe  konvergiert  offenbar  gleichmaBig  fiir  alle  Werte  von  z, 
wofiir  z\<Ll  ist,  womit  sich  Q  (z)  in  diesem  abgeschlossenen  Bereiche 
als  stetig  erweist.  Im  Innern  des  Kreises  verhalt  sich  Q  (z)  auBerdem 

1)  Es  ware  indessen  ein  Irrtum  zu  glauben,  daB  H(z)  unendlicli  wird,  wenn  z 
einem  beliebigen  Pnnkte  des  Randes  zustrebt.  In  dem  Falle  wiirde  namlich 
die  Funktion  Ht(z)=  1  /H(z)  den  Wert  0  am  Rande  annehmen,  wahrend  sie  im 
Innern  des  Kreises  hdchstens  eine  endlicbe  Anzabl  von  Polen  zt ,  .  ■  .  zk  bat. 
Hiernacb  konnte  man  inittels  des  Ausdrucks 

(Z  —  zt)°l  (z  —  Z2)a*  •••(«  —  2k)ak  Ht  (. Z ) 

eine  Funktion  herstellen,  die  sich  im  Innern  des  Kreises  analytisch  verhalt  und 
am  Rande  den  Wert  0  annimmt.  Aus  der  Caucbyschen  Integralformel  tolgt  aber 
dann  das  identiscbe  Verschwinden  von  Hl{z). 
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analytisch.  Indessen  laBt  sich  Q  (z)  nicht  uber  den  Kreis  binaus  ana- 
lytisch  fortsetzen,  denn  sonst  miiBte  dasselbe  aucb  fur 

00 

Q"(z)=^zn\  =  H(z)-z 

•  '  n  =  S 

gelten.  Ferner  ist 

Q(*)  +  Q(*0>  > ,^1» 

sofern  nur  z  =%=  z  ist.  In  der  Tat  ist 


Q{z)  -  WO  _  i  ,  ^zn'  +  1  +  znlz'-\ - M'*'*1, 

“  1  ^  Zj  (n\  +  1)  (»!  +  2) 

71  =  2 


folglich  ist1) 


Q(e)  -  Q(z') 


—  z 


00  30 

>  1  _  y  1  -  >  1  -  V-  =  o. 


yj  1 

71  =  1 


Demnach  wird  der  Rand  des  Einheitskreises  in  eine  einfacbe  regulare 
geschlossene  Kurve  der  w- 
Ebene  tibergefiibrt,  deren  In- 
neres  dem  Innern  jenes  Krei- 
ses  ein-eindeutig  entspricbt, 
vgl.  Kap.  8,  §-5. 

Anwendunq.  Mit  Hilfe 

J  Fig.  102. 

der  Funktion  Q  (z)  kann  man 

haufig  ein  Beispiel  ko’nstruieren,  wodurch  eine  aufgeworfene  Frage 
entschieden  wird.  So  deuten  beispielsweise  die  algebraiscben  Kurven- 
scharen 

f(w,  z,  a)  =  0 

darauf  bin,  daB  iiberbaupt  jede  solche  Scbar,  wo  f  nur  analytiscb 
von  den  drei  Argumenten  abhangt,  zu  eiuer  Umhiillungskurve  fuhren 
niuB.  Setzt  man  indesgen  die  Schar 


iv  —  Q  (e)  —  a  =  0 


an,  so  siebt  man,  daB  bier  von  einer  Umbiillungskurve,  selbst  von 
einer  ausgearteten,  niclit  die  Rede  sein  kann. 

Aufgabe  1.  Man  konstruiere  die  Riemannsche  Flacbe  fur  die 
*  unktion 


1)  Uiesen  Siihritt  ira  Beweise  verdauke  icli  Her 
Am-  *«*•  Soc.,  2.  Reihe,  Bd.  5  (1898),  S.  id. 

Osgood,  Funktionentheorie.  I.  2.  Anfl. 


rn 


A.  Hurwitz; 


vgl.  Bull. 
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log  Q  (4  *)  -  log  Q  ({  {) , 


und  zeige,  daB  dieselbe  unendlich  vielblattrig  ist,  obne  jedocb  einen 
Verzweigungspunkt  zu  besitzen. 


Aufgabe  2.  Eine  bekannte  Zerlegung  einer  Funktion  f(z)  in 
einen  geraden  und  einen  ungeraden  Teil  besteht  darin,  daB  man 


/' W  =  i  [/*  W  +  f(~  *01  +  -i  I/O)  -  /'(-  *)] 


setzt.  Welcben  Bedingungen  muB  eine  monogene  analytische  Funk-- 
tion  f  (z)  geniigen,  damit  dieser  Zerlegung  allgemeine  Giiltigkeit  zu- 
komme? 


§6.  Von  der  Permanenz  einer  Funktionalgleichung ;  analytische5 

Fortsetzung  vermoge  derselben. 


Theorem.  Es  set 


(i) 


G  .  «>,) 


ein  Polynom  in  w1,  . . .  wn,  dessen  Koeffzienten  analytische  Funktionem 
von  z  mit  gemeinsamer  Riemannscher  Fldche  ©  im  Sinne  von  Kap.  8, 
§  18  sind.  1st  man  dann  im  Besitze  von  n  Funktionen: 


(2) 


i  =  1 


n. 


welche  sich  alle  in  einem  Punkte  von  ©  analytisch  verhalten  und  in  den 
Umgebung  desseTben  das  Polynom  zum  Verschivinclen  hr  ingen: 


(3) 


G  (wx, . .  .  wn)  =  0, 

so  leistet  auch  jedes  System  gleichzeitiger  analytischer  Fortsetzungen  den 
Funktionen  (2)  iiber  einen  auf  ©  heliebig  verlaufenden  Weg  L  kin  den 
Funktionalgleichung  (3)  Geniige.  Dabei  soil  L  ais  eine  reguldre  Kurm 

aufgefafit  werden. 

In  der  Tat  verbal  t  sich  G,  als  Funktion  von  z  betrachtet,  m 
iedem  Punkte  von  L  analytisch  und  verschwindet  aufierdem  identiscb: 
in  jener  Umgebung.  Denken  wir  uns  L  also  zunachst  als  eine  m 
der  schlichten  Ebene  einfache  regulare  Kurve,  so  laBt  sich  L  mi 
einem  Streifen  umgeben,  in  welchem  sich  G  analytisch  verhalt  ubA 
uberdios  identisch  verschwindet  Im  Falle  s.cL  L  dagegen  «be 
schneidet,  so  wird  man  L  in  eine  endhche  Anzah  emfaeher  Boge» 
zerle^en  und  jeden  derselben  dann  mit  emem  Stre.fen  umgeben, 
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rin  sich  G  analytisch  verhalt.  Daraus  erkennt  man,  daB  G  der  Reihe 
nacli  in  jedem  derselben  verscbwindet.  Hiermit  ist  der  Bevveis  erbracht. 

Die  Differentialgleichungen  sind  Funktionalgleichungen,  welche 
ein  wiclitiges  Beispiel  fur  die  Anwendungen  des  Theorems  bilden. 
Nehmen  wir  etwa  eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
mit  rationalen  Koeffizienten: 


(4) 


d*w 
d  zi 


+  P(*)%7  +  ?0)w  =  0, 


indem  wir  vorab  folgenden  Existenzsatz  fiir  die  Losung  derselben  an- 
geben:  Sei  z  =  z0  ein  gewohnlicher  Punkt  fur  die  Koeffizienten  p  (z), 
q(z),  und  sei  ferner  K  der  groBte  Kreis  um  z0.  in  welcbem  sich 
p(z),  q(z)  beide  analytisch  verhalten.  Dann  gibt  es  zwei  linear  un- 
abhangige  Losungen  von  (4),  tUj  und  It),1),  deren  beide  sich  in  K 
analytisch  verhalten.  Des  weiteren  lafit  sich  jede  beliebige  Losung  tt), 
welche  sich  in  z0  oder  auch  in  irgend  einem  anderen  Punkte  von  K 
analytisch  verhalt,  in  der  Form: 


w  =  L  njx  +  c2  iu2 , 

ausdriicken,  wo  C1?  C2  Konstante  sind.  Der  Satz  gilt  selbst  dann  noch, 
wenn  p{z),  q(z)  zwei  beliebige,  in  einem  einfach  zusammenhangenden, 
2  —  co  nicht  umfassenden  Bereiche  K  analytische  Funktionen  sind. 

Es  .nioge  nun  w  =  /  ( z )  eine  Losung  von  (4)  sein,  wobei  die 
Funktion  f(z)  zunachst  bloB  in  einem  beschrankten  Bereiche  be- 
trachtet  wird,  in  welchera  sie  sich  analytisch  verhalt.  Dann  besagt 
das  Theorem,  indem  man 


d~w 

Wl  ~  dz*  ’ 


U'o  = 


d  w 
dz 


w3=  w, 


^(wi  >  w2 >  w?,)  —  -f-  p (V)  U\  -)-  q(z)w3 

setzt,  daB  auch  jede  analytische  Fortsetzung  von  f(z)  liings  eines 
eges,  der  nur  durch  keinen  Pol  von  p(z),  q(z)  hindurchgeht,  der 
Differentialgleichung  (4)  geniigt.  DemgemiiB  liefert  die  monogene 
analytische  Funktion,  welche  aus  dem  obigen  Funktionselement  f(z) 
neivorgeht,  in  lhrem  Gesamtverlaufe  eine  Losung  von  (T).2) 

1)  D.  h.  zwischen  nnd  to,  besteht  keine  identiscbe  Relation  von  der  Form  • 

atDi  +  Pn2  =  o, 

W°  *  Vf  rf°vnStant «  8ind’  Welcbe  nicht  beide  verschwinden 

z)  Uabei  niuB  man  jedocb  in  besonderpn  Faiin. 
koeffizienten  p(z),  q(z)  absehen,  in  welcken  die  \n  RedT  tgfW1S,sen  Po.len  der 
runktion  trotzdem  keine  Sincnilnrifni  ni  f  •  ,  Rede  stehende  analytische 

Wffe.e»tialgleich„ug  Z  eiSe  B  tata  ?"  to  Mleho»  hort  Me 

««•«  derselben  ja  nil  d“gRede  set“'  k““  *** 

29* 
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Um  noch  eine  zweite  Anwehdung  des  Theorems  zu  erwahnen,  so 
seien  —  nud  w2  =  f2  (*)  zwei  linear  unabhangige  Losungen 
von  (4),  welche  in  einem  bestimmten  Bereiche  der  0-Ebene  durch 
•  exPllzlte  Formeln,  z.  B.  durch  Potenzreihen  gegeben  werden,  und  sei 
w=f(z)  eine  Losung,  welche  in  einem  getrennt  liegenden  Gebiete 
betrachtet  wird.  Indem  wir  w  in  den  erstgenannten  Bereich  analy- 
tisch  fortsetzen,  laBt  sich  w  dort  in  der  Form 

(5)  w  =  clw1  +  c2iv2 

darstellen.  Und  nun  behauptet  das  Theorem,  daB  alle  simultanen 
analytischen  Fortsetzungen  der  soeben  in  jenem  Bereiche  betrachteten 
Bestimmungen  von  w,  w1}  w2  fortdauernd  der  Funktionalgleichung  (5) 
Genfige  leisten. 

Analytische  Fortsetzung  vermoge  einer  Funktionalgleichung. 

a)  Die  Gamma- Function.  Es  ist  zuweilen  moglich,  eine  ana¬ 
lytische  Fortsetzung  vermoge  einer  Funktionalgleichung  zu  konsta- 
tieren.  Nehmen  wir  beispielsweise  die  Definition  der  Gammafunktion 
durch  das  bestimmte  Integral  (vgl.  ein  spateres  Ivapitel  im  zweiten 
Bande) : 

CO 

r(z)  =  (  t:~1e~tdt, 

o 

« 

wo  fiber  die  positive  reelle  Achse  integriert  wird.  Das  Integral  kon- 
vergiert  nur  so  lange  91  (z)  >  0  ist.  Andererseits  findet  man  fiir 
solche  Werte  von  z  durch  teilweise  Integration  die  Funktionalgleichung: 

F{z  -F  1)  =  zF{z). 

Hier  hat  aber  die  linker  Hand  stehende  Funktion  eine  Bedeutung  fiir 
alle  Werte  von  z,  woffir  nur  91  {£)  >  —  1  ist.  Definiert  man  daher 
die  jT-Funktion  fiir  den  Bereich  — l<9I(V)<iO,  z=\=0,  durch  die 
Gleichung 

rw--^ til, 

so  erhalt  man  dadurch  eine  analytische  Fortsetzung  der  durch  das 
Integral  vorgestellten  Funktion.  Durch  fortgesetzte  Wiederholung 
dieses  .  Verfahrens  findet  man,  daB  die  Funktion  sich  sChlieBlich  fiber 
die  ganze  Ebene  mit  Ausnahme  der  Punkte  z  =  0,  —1,  —  “>*” 
analytisch  fortsetzen  laBt,  wonach  sie  sich  denn  als  eine  eindeutige 
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Funktion  erweist,  welche  im  Endlieken  keine  anderen  Singularitaten 
als  Pole  besitzt  und  im  Punkte  e  —  oo  eine  hiiliere  Singulantat  hat. 

b)  Die  dliptischcn  FmtUiomn.  Betraehten  wir  jetzt  das  reelJe 
elliptische  Integral 

A  X 


fg)  "  u  =  /  -  ^ x  -- ,  0  <  A;  <  1 , 

W  J  y(i-x2)(l-fc2a2) 

o 

wobei  a:  auf  das  Intervall  —  1  X  1  besekrankt  werde.  Die  Um- 
kehrfunktion, 

x  =  sn  u , 

erweist  sick  auck  als  eindeutig,  sofern  man  u  vor  der  Hand  auf  das 
Intervall  —  K  u  K  besekrankt,  wo 

K  =  f - dx 

J  }/(l  —  x *)  (1  —  A;2#2) 

o 

ist.  Daran  scklieBen  sick  nock  die  vveiteren  positiven  Funktionen: 
]/l  —  x2  =  cn  u,  \  \  —  k2x2  =  dnu, 

welcke  ebenfalls  im  genannten  Intervalle  eiudeutig  sind.  Endlick  folfft 
aus 


aus 

daB 

ist. 


d  u 


,lx  y(1  _  (1  _ 


dx  d  sn  u 


=  cn  u  dn  u 


du  du 

Wir  wollen  jetzt  die  Gleickung  ansetzen: 

(?)  f—  -  ds  f.  _ r  dy 

J  V(1  -  *•)  (1  -  k',*>  J  YU  -  *•>  (1  -  **«*)  +  J  Hi  (T-  t.y» 

wobei  wir  *  uud  y  als  reelle  unabkiingige  Variabelen  ansehen  welch 
im  ubngen  vorlaufig  auf  den  Bereick: 


K  ,  ^  x 


A'  ,  .  x 

~  snY  =  y  =  snT  > 


beschrankt  werden  mogen,  dan, it  Gleichung  (7)  stets  nach  ,  auflosbi 
festgeWt  “und^^n^  ^  Zl|QaC^st. als  ®in(teutige  Funktion  von  it. und 
Integrals  (6)  daB  d"^! 

°  °Keit  eben  eine  algebraiscke  is 


Analytiscke  Fortsetzungr 

O  ’ 

Euler  hat  namlick  gezeigt,  daB 


Z  -  y2)  (!  —  WyS)  -f  y  ]/(l  _  xt)  (i  _  ktxi) 

l  —  A-2*2!/2 


(8) 

ist.1) 

Aus  dieser  Relation  erhalt  man  eine  entsprechende  far  die  in- 
versen  Funktionen,  indem  man 


eintragt : 


x  =  sn  u,  y  =  sn  v>  z  =  sn  (u  -f  v) 

an  ( u  _l  _  Snwcnt)dnt)-|-SM)  cn  u  dn  u 

’  1  —  A  2  sn2 


u  sn2  v 


Dies  ist  eben  das  sogenannte  Additionstheorem  fur  sn  u.  Setzt  man 
hier  noch  v  =  u ,  so  kommt: 

(9) 


sn  2u  = 


»  (A  sn  u 
0  ,  2  sn  u  — - — 

2sn«cnttdn«  du 

1  —  A:2  sn4  u  —  l  —  Wsn*u 


1)  Die  Richtigkeit  dieser  Formel  ergibt  sicli  sofort,  indem  man  eine  zur 

2 

Behandlung  der  Funktion  log  5=  /  —  vonBurkhardt  (Analytische  Funlctionen 

l 

§  56;  vgl.  unten,  Kap.  12,  §  1),  benutzte  Methode  auf  den  vorliegenden  Fall  iiber- 
tragt  und  sonach  im  letzten  Integral  von  (7),  gesckrieben  in  der  Form: 

y 

f _ dt 

J  }/(l  —  A2)  (1  —  A:2 1*)  ’ 

o 

die  Integrations  fariabele  t  durcb  r  ersetzt,  wo 


x 


V(l  —  A2)  (1  — A:2A2)  +  t  Y(1  —  x 2)  (1  —  A;2#2) 
1  -k-xH* 


d  t 


ist.  Dabei  wird,  wie  die  Recknung  zeigt, 

dr 

Yl i  —  r2)  (1  —  A'2  t2)  ~  |/(1  —  t-){l  —  A-2  A2) 
Infolgedessen  geht  das  letztgenannte  Integral  in 

dr 


f 


|/(1  —  T*)(1 
X 

iiber,  wo  z  durcb  die  Formel  (8)  gegeben  ist.  Sckreibt  man  noch  das  mittle 
Integral  von  (7)  in  der  Form: 

X 

/dr 

ya -T}Tf=F rT  ’ 

o 

so  lassen  sich  die  beiden  Integrate  zu  einem  einzigen  zusammenziehen,  worn 
sicb  dann  die  Formel  (8)  ergibt. 


g  6.  Yon  der  Permanenz  ein.  Funktionalgl. ;  analyt.  Forts,  vermoge  derselb.  455 

Wir  wollen  nunmehr  unser  Augenmerk  auf  den  analytischen 
Charakter  der  hier  in  Betrackt  gezogenen  Funktionen  richten.  Da 
finden  wir  vor  allem,  daB  sicli  das  Integral  (6),  als  Funktion  ernes 
komplexen  Arguments  x  aufgefaBt,  —  wir  wollen  ja  die  obigen  Buc 
staben  x,y,u,v  auch  fur  komplexe  Werte  beibehalten,  -  in  der 
Umgebung  der  Stelle  x  =  0  analytisch  verhalt,  wahrend  seine  Ab- 
leitung  dort  nicbt  verschwindet,  so  daB  also  die  inverse  Funktion 
x  =  snw  ebenfalls  dort  analytiscb  ist.  Es  soli  jetzt  bewiesen  werden, 
daB  sum  eine  eindeutige  monogene  analytische  Funktion  ist,  der  keine 
anderen  Singularitaten  als  Pole  in  der  ganzen  endlichen  Ebene  zu- 
kommen.  In  der  Tat  sei  R  der  Radius  des  groBten  Kreises  um  u  =  0, 
in  welcbem  sn  u  sick  analytiscb  verhalt.  (DaB  sn  u  keine  ganze 
Funktion  ist,  wird  spater  gezeigt.)  Dann  wird  durcb  die  recbte  Seite 
von  Form  el  (9)  eine  Funktion  f(u)  definiert,  welcbe  im  genannten 
Kreise,  bdcbstens  von  Polen  abgesehen,  eindeutig  und  analytisch  ist. 
Durcb  Eintragen  einer  neuen  Variabelen  u'=2u  kommt: 


sn 


,  j.(U 

U  =f{  2 


Hier  stebt  recbter  Hand  eine  Funktion,  welcbe  im  erweiterten  Kreise 
\u  <2R,  bdcbstens  von  Polen  abgesehen,  eindeutig  und  analytiscb 
ist.  Infolgedessen  gestattet  die  Funktion  snw  eine  analytische  Fort- 
setzung  liber  den  urspriinglichen  Kreis  u  <  R  hinaus,  und  zwar 
weist  sie  im  Kreise  u  <2R  bdcbstens  Pole  auf.  Durcb  fortgesetzte 
Wiederkolung  dieses  Verf'akrens  ergibt  sick  die  Ricbtigkeit  der  obigen 
Behauptung.1) 

Um  nock  nachtraglich  zu  konstatieren,  daB  Pole  aucli  wirklicb 

nden  sind,  ^enu^t  es,  das  Integral  (6)  iiber  die  positive  imagi¬ 
ning  Acbse  zu  fiihren,  woraus  erbellt,  daB  snw  im  Punkte 


w0  =  i 


Oc 

‘Si 


dt 


v^i+r^r+W) 

unendlich  wird. 

Die  Funktionen  cn«<,  dnw  besitzen  analoge  algebraisclie  Additions- 
tbeoreme,  welcbe  vorlaufig  ebenfalls  nur  fur  beschriinkte  reelle  Werte 
vonj^imdj;  bewiesen  werden.2)  Setzt  man  bierin  u  =  so  kommt: 

1)  Diese  Beweismethode  riihrt  von  Weierst.mR  t ... 

Hsche  Funktionen )  her.  'veierstraB  ( VorUsungen  uber  ellip- 

S  sss’io^'nfr  S'bl6milch;  Compendium  der  hoheren  Analysis,  Bd  2 

?u  Crgeben  8iCh  dUICl1  <Urektes  Ausrechnen  von  j>! 

-  als  P  unktiouen  von  x ,  y  vermoge  (8). 
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cn  2  a 
dn  2  u 


=  1  —  2  &n*u  -f  k*  sn4  u 
1  —  k 2  sn4i*  ’ 

__  1  —  2  A:  sd8^  -}-  A:2  ati4 ^ 
1  —  Z;2sn4M 


Hier  steben  recbter  Hand  eindeutige  Funktionen,  welcbe  sicb  in  der 
ganzen  endlicben  Ebene,  bbcbstens  mit  Ausnahme  von  Polen  und 
hebbaren  Unstetigkeiten,  analytiscb  verbalten.  Andererseits  stimmen 
die  analytischen  Funktionen  cn  2u,  dn  2u  langs  eines  Stiickes  der 
reellen  Achse  resp.  mit  diesen  Funktionen  iiberein.  Daher  sind  sie 
iiberbaupt  bis  auf  bebbare  Unstetigkeiten  mit  denselben  identiscb. 

Jetzt  konnen  wir  noch.  beweisen,  dab  das  Additionstheorem  fiir 
snw  allgemein  gilt,  was  auch  immer  fur  komplexe  Werte  u,v  haben 
mogen,  sofern  nur  die  in  Betracbt  kommenden  Funktionen  alle  eine 
Bedeutung  kaben.  Es  ist  eine  gute  Ubung  fur  den  Leser,  diesen  Be- 
weis  durcbzudenken.  Wir  wollen  uns  indes  bier  desbalb  nicbt  weiter 
damit  bescbaitigen,  weil  der  Satz  ja  obne  weiteres  aus  der  Verall- 
gemeinerung  des  Prinzips  der  Erbaltung  einer  Funktionalgleichung 
auf  Funktionen  mebrerer  Veranderlichen  bervorgebt. 

Lber  die  Perioden  von  sn n.  Endlicb  konstatieren  wir,  dab  sum 
die  Perioden  4Al,  2K'i  zuliibt,  wo 


-Sw= 


dx 


xi)(l—k2xi)> 


dx 


y{\-x*)(i—k'ix*)’ 


und  k'2-\-l/2=  1  ist.  Zu  deni  Zwecke  werde  namlicb  das  Integral 

r  dz 

u  =  I  - 

J  V(1 -«*)(!- 


■  k'*z*) 


zuerst  iiber  eine  flacbe  Scbleife  um  die  Punkte  —1,  1,  Fig.  103a,  ge- 
fiibrt,  worauf  sicb  dann  diese  Scbleife  der  Strecke  ( —  1 ,  1)  der  reellen 


X~rj 


^7 


■o 


Fig.  103  a. 


Fig.  103  b. 

Acbse  immer  nocb  mebr  anscbmiegen  soil.  Dabei  springt  in  die 
Augen,  dab  der’  Gesamtzuwacbs  des  Integrals  gerade  4 AT  betragt. 
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Nachdem  nun  *,  vom  Punkte  z  -  0  ausgeheud,  diesen  Weg  eimnal 
beschrieben  hat,  sold  5  hinfort,  in  der  Umgebung  der  SteUe  e  -  0  ver- 
bleiben.  Hiermit  erhalt  das  Integral  den  Wert 


4K  -f 


wobei  der  letzterem  Integrale  entsprechende  integrations  weg  aus  der 
genannten  Uragebung  nicbt  binaustritt.  Daraus  geht  hervor,  daB  die 
Funktionalgleichung 

sn  (u  +  4  K)  =  sn  u 


zunachst  wenigstens  in  der  Umgebung  der  Stelle  u  =  0  gilt.  Wegen 
des  Prinzips  der  Permaneuz  einer  Funktionalgleichung  muB  sie  aber 
deshalb  allgemein  bestehen. 

In  ahnlicher  Weise  wird  man  z  jetzt  liber  den  in  Fig.  103b  an- 
gedeuteten  Weg  fiihren.  Dadurch  erfalirt  das  Integral  den  Zuwachs 

©  O  o 


00  0 

f— _  Jy  +  i  r  =  2 K'i 

J  +  J  ]/(i  +  y*)(i  +  /--2!/8) 

0  —  oo 


Um  letztere  Gleicliung  zu  konstatieren;  wird  man  am  einfachsten,  wie 
folgt,  vorgehen.  Nach  dem  Cauchyschen  Integralsatze  laBt  sich  der 
betreffende  Integrationsweg  in  eine  die  positive  reelle  Achs'e  umfassende 
Schleife  stetig  deformieren,  obne  daB  der  Wert  des  Integrals  sicli  da- 
bei  andert.  Knupft  man  nun  an  die  Entwicklungen  von  Ivap.  8,  §  16 
an,  indent  man  dieser  Schleife  gestattet,  sich  jener  Achse  immer  noch 
enger  anzuschmiegen,  so  ergibt  sich  sofort  die  gewiinschte  Auswertung 

des  Integrals.  Hieraus  folgt  gerade  so,  wie  im  soeben  besprochenen 
Falle,  daB 

sn  (u  -j-  2 K'i)  =  sn  u. 

Hiernach  erweist  sich  sn  u  als  doppeltperiodisch  mit  den  Perio- 
den  4A  und  2 K'i.  DaB  jede  weitere  Periode  SI  sich  linear  und  ganz- 
zahlig  aus  diesen  zusammensetzt: 


SI  =  4 m K  +  2m  K'i, 
wird  im  folgenden  Kapitel  gezeigt. 


Dritter  Abschnitt. 

Anwendnngeii  der  Theorie, 


Zehntes  Kapitel. 

Period isclie  F 11  n k t i o n e  11. 

§  1.  Primitive  Perioden. 

In  diesem  Kapitel  beschranken  wir  uns  auf  eindeutige  analytiscke 
r  unktionen,  die  in  der  ganzen  endlichen  Ebene  keine  anderen  Singu- 
laritaten  als  Pole  haben.  Eine  solche  Funktion  lieiBt  periodisch,  wenn 
sie  einer  Pinktionalgleichung  von  der  Form: 

f  (g  +  c)  =  f  (z)  ' 

geniigt.  Dabei  ist  co  eine  von  0  verschiedene  Konstante,  und  die 
Grleicliung  gilt  fiir  alle  Werte  von  z,  wofiir  beide  Funktionen  ‘defi- 
niert  sind. x)  co  beiBt  eine  Periode.  Es  erhellt  sofort,  daB  aucli 
no,  (n  =  +  1,  +  2,  .  .  .),  sowie  ferner,  unter  co2  zwei  beliebige 
Perioden  verstanden,  die  GroBe  mla1  -f  m2G>2,  (m1,  m2  =  +  1,  +  2, . . .), 
eine  Periode  ist.  Im  besonderen  kann  es  vorkommen,  daB  ein  Bruch- 
teil  von  co  bzw.  die  GroBe  a1cj1  +  a2c32,  wo  wenigstens  einer  der 

1)  Allgemein  sei  f  {z)  eine  beliebige  monogene  analytiscke  Funktion  von 
folgender  Beschaffenheit :  in  jedem  Punkte  der  Umgebung  einer  bestimmten 
Stelle  z  =  z0  fallt  eine  besondere  Bestimmung  von  f{z)  mit  einer  zweiten  Be- 
stimmung  dieser  Funktion  in  dem  entsprechenden  Punkte  z  =  z  -f-  co  der  Um¬ 
gebung  der  Stelle  z0  -f-  co  zusammen : 

f  (z  co)  =  f  (z) . 

Setzt  man  dann  f(z)  langs  eines  von  z0  ausgehenden  Weges  analytisch  fort,  so 
lafit  sich  ersichtlick  jene  zweite  Bestimmung  der  Funktion  langs  desjenigen 
Weges  fortsetzen,  welcber  aus  dem  ersten  Wege  durch  die  Parallel  verschiebung: 
z'  =  z  + co  hervorgeht.  Hieraus  erkennt  man,  daB  sich  der  gauze  Defimtions- 
bereick  von  f(z)  mit  demjenigen  von  f(z-\-co)  gerade  deckt,  sowie  daB  die  bei  en 
monogenen  analytischen '  Funktionen  f(z)  und  f(z  +  co)  ausnahmlos  durch  obige 
Funktionalgleichung  miteinander  verkniipft  sind.  f(z)  heiBt  dann  penoc  tsc 
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§  1.  Primitive  Perioden. 

Koeffizienten  alt  a2  keine  ganze  Zahl  ist,  eine  Penode  ist.  Dement- 
sprechend  drangt  sich  vor  allem  die  Frage  auf,  ob  erne  solche  Penode 
dem  absoluten  Betrage  nach  beliebig  klein  zu  werden  vermoge.  Hier- 
auf  gibt  folgeuder  Satz  Antwort. 

Hilfssatz.1)  Ist  f  (z)  eine  periodische  Funlction,  die  mcht  blofi  auf 
eine  Konstante  ausartet,  und  zeichnet  man  alle  Hire  Perioden  als  Punkte 
der  Phene  auf,  so  liaben  dieselben  keine  im  Endlichen  belegene  Haufungs- 
stelle. 2) 

Derm  sonst  miiBten  sich  diese  Punkte  auch  in  der  Nahe  der 
Stelle  z  =  0  haufen,  da  die  Differenz  zweier  in  der  Nahe  der  Haufungs- 
stelle  gelegener  Perioden  wieder  eine  Periode  ist.  Ware  dem  nun  so, 
so  sei  z  =  z0  ein  Punkt,  in  welchem  f(js)  sich  analjtisch  verhiilt. 
Dann  gibt  es  in  jeder  Nahe  dieses  Punktes  einen  Punkt  z  =  z0-\-  co, 
in  welchem  f(z)  den  Wert  f  (z0)  annimmt,  und  daher  verschwindet 
die  Funktion  f{z)  —  f(z 0)  in  jeder  Umgebung  von  z0  noeh  in  einem 
zweiten  von  z0  verschiedenen  Punkte.  DemgemaB  kann  f  ( z )  nur 
eine  Konstante  sein,  was  eben  gegen  die  Yoraussetzung  verstoBt. 

Jetzt  nehme  man  eine  beliebige  Periode,  lege  durch  den  dieselbe 
darstellenden  Punkt  und  z  =  0  eine  Gerade,  und  bezeichne  mit  co  eine 
der  beiden  auf  letzterer  befindlichen,  dem  Punkte  z  —  0  am  nachsten 
gelegenen  Perioden.  Dann  wird  eine  beliebige  Periode  Si,  wofiir  die 
Relation 

(1) *  *  arc  Si  =  arc  co  (mod  ;r) 

gilt,  ein  ganzzahliges  Yielfaches  von  co  sein, 

Si  =  n  co 

Denn  sonst  konnte  man  Si  in  der  Form  schreiben: 

Si  =  n co  p  cc co, 

W0  n  eine  ganze  Zahl  und  die  reelle  GroBe  a  zwischen  0  und  1  liegt, 

und  daher  miiBte  aw  eine  Periode  sein.  Das  widerspricht  aber  d°er 

oraussetzung  beziiglich  co,  und  hiermit  erweist  sich  die  Behauptuna 
als  nchtig.  1  ° 


1373  s  Fonctiow  elliptiques,  1.  Aufl  ,  1859,  S.  76;  2.  Aufl 

uachste  Zitat.  rUlirt  “  ™»  Jacobi  her;’  vgl.  da„  uber-’ 

*  P-  B*h  “ioht  Anderereeib, 

-Hen  Variabien,  eofern  o^das  WcSTjSS- 
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III,  10.  Periodische  Funktionen. 


Die  GroBe  to  heiBt  nach  WeierstraB  eine  primitive  Periode,1) 
d.  h.  eine  Periode,  welche  so  beschaffen  ist,  daB  jede  andere  Periode  SI 
wofiir  die  Relation  (1)  gilt,  sich  als  ein  ganzzaliliges  Vielfacbes 
derselben  ausdriicken  liiBt.  Hat  f(z)  keine  anderen  Perioden  als 
nur  nco,  so  beiBt  f(z)  eivfach  pcriodiscli.  Sonst  sei  to  eine  weitere 
Periode.  Da  arc  to  =1=  arc  to  resp.  arc  to  +  n  ist,  so  bilden  die 
beiden  Strecken  (0,  to),  (0,  tb)  zwei  Seiten  eines  Parallelogram  ms. 
Innerhalb  und  auf  dem  Rande  desselben  konnen  sich  dem  vorstehen- 
den  Satze  zufolge  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Perioden  befinden: 
im  iibrigen  liegt  nur  die  eine  Periode  to  auf  der  Seite  (0,  to),  denn 
to  ist  ja  primitiv.  Des  weiteren  sei  to'=j=oo  eine  Periode,  welche  im 
Parallelogramm  und  zwar  der  Seite  (0,  to)  moglichst  nahe  liegt.  Wir 
woUen  nun  das  Parallelogramm  mit  den  Seiten  (0,  to),  (0,  to')  ins 
Auge  fassen.  Die  Ecken  to,  to',  to  +  to'  desselben  stellen  Perioden  dar, 
weiter  gibt  es  aber  keine  den  inneren  und  Randpunkten  zugehorigen 
Perioden.  Denn  nach  den  Forderungen,  wodurch  das  Parallelogramm 
bestimmt  wurde,  kann  ein  solcber  Punkt  SI  hoclistens  auf  der  Seite 
(to',  to  -f-  to')  liegen:  SI  =  to'  +  ttto,  0  <  a  <  1.  Darnach  miiBte  aber 
auch  eine  Periode,  namlich  ttto,  auf  der  Seite  (0,  to)  liegen,  wodurch 
man  denn  auf  einen  Widerspruch  gefiihrt  wiirde. 

Jetzt  teile  man  die  ganze  Ebene  in  kongruente  Parallelogramme 
ein,  denen  das  vorstehende  Parallelogramm  angehore.  Die  Ecken  der¬ 
selben  mit  Ausnahme  von  z  =  0  stellen  dann  Perioden  dar,  denn  sie 
sind  alle  in  der  Formel  enthalten: 


PI  =  riico  -f-  in'  to' ,  m,  in  =  0,  ±  1,  i  2, .  . in  |  +  |  m  j  >  0. 


Weiter  gibt  es  aber  keine  Perioden.  Denn  eine  solche  wurde  noch 
zu  einer°Periode  fuhren,  welche  einem  von  den  Ecken  verschiedenen 
Punkte  des  Ausgangsparallelogramms  entspricht. 

Die  Funktion  f(z)  heiBt  in  diesem  Falle  doppeltperiodisch  und 
die  Perioden  to,  to'  bilden  ein  primitives  Per iodenpaar,  d.h.  einPerioden- 
paar,  welches  so  beschalfen  ist,  daB  jede  Periode  als  Summe  zweier 
ganzzahligen  Vielfachen  der  beiden  Bestandteile  to  und  to  ausgedruc 

werden  kann.  .  ,  T?„n]r 

Wahrend  eine  primitive  Periode  einer  einfaeh  penodiscben  i  na¬ 
tion  bis  auf  das  Vorzeiehen  eindeutig  bestimmt  war,  kann  man  a- 
.reoen  bei  den  doppeltperiodischen  Funktionen  em  primitives  Pen  . 


1)  Jacobi  gebrauchte  die  Bezeicbnung  „ 
Bd.  13  (1835),  S.  55.  Der  Ausdruck  „pnmitive 
Yorlesungen  her. 


index  proprius“,  Journ.  fur  Math-’ 
Periode11  riihrt  von  Weierstra» 
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§  l.  Primitive  Perioden. 


paar  auf  unendlich  viele  verschiedene  Weisen  wahlen 


setze  man 
(2) 


P  —  (i  a  u  co  j 
Si'  =  V  CO  +  v  co' , 


In  der  Tat 


wo  (I,  (i\  V,  v'  ganze  Zahlen  sind.  Kann  man  diese  Gleichungen  nach 
a,  co'  ganzzahlig  auflosen: 

co  =  xSi  +  x  Si  , 
co'  =  XSi  4-  X\ Si! , 

■»  •  < 

wo  also  X,  x,  X,  X'  ganze  Zahlen  sind,  so  laBt  sich  jede  Periode  auch 
durch  SI,  Si'  ganzzahlig  ausdrucken,  m.  a.  W.  bilden  dann  Si  nnd  Si' 
ebenfalls  ein  primitives  Periodenpaar.  Beispiel:  (i  —  v'=l,  (i  =  0, 
v  beliebig.  Eine  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafiir,  daB 
Si,  Si'  ein  primitives  Periodenpaar  bilden  solleu,  besteht  darin,  daB 


A  = 


(i  (i 

v  v 


=  +  1 


sei.  DaB  diese  Bedingung  hinreicht,  ist  ja  evident.  DaB  sie  aber 
o  e  di^  ist,  ergibt  sich,  wie  folgt.  Zuvorderst  ist  klar,  daB 
die  Koeffizienten  x,  x,  X,  X'  ganzzahlig  ausfallen  miissen,  denn  sonst 
konnte  man  auf  die  Existenz  einer  Periode  schlieBen,  welche  sich 
nicht  als  die  Summe  zweier  ganzzahliger  Vielfachen  von  Si,  PS  aus- 
driicken  laBt.  Aus  der  Beziehun<r 

xSi  -f  xSi!  =  KSi  +  K'Si',  d.  h.  (x  —  K)Si  +  (*'  —  IC)Sl'  =  0 
folgt  namlich  wegen  (2)  und  (3),  daB 


x  =  K, 

ist;  und  ahnliches  gilt  auch  fur  X, 


woraus  sich  ergibt, 


K' 

A'.  Nun  ist  aber 


;/  = 


A  ’ 


« 

1 

A  • 

X' 

-  A 

/ 

X 

V 

V 

-  A  • 

X 

A 

X 

oder 


A 


A\xX'-x'X). 


lerin  liegt  der  gewunschte  Beweis.  Geometrisob  r  r, 
aus  dnR  dio  i?i-  i  •  i  ,,  ,  vxeomecnscii  sagt  die  Bedinsnino- 

}  ciatf  die  Machenmhalte  der  beiden  Periodon,™  .  n  i  .  ° 

ander  o-leich  sind  enpaiallelogramme  ein- 
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III,  10.  Periodiscke  Funktionen. 


Die  y oraufgekenden  Entwicklungen  ersckopfen  alle  Moglickkeiten 
beziiglick  der  Existenz  von  Perioden  der  kier  in  Betrackt  gezogenen 
Funktionen  f(z),  daher  miissen  diese  Funktionen  entweder  einfach 
oder  doppelt  periodisck  sein.  Hiermit  ist  auck  der  folgende  von 
Jacobi  berriihrende  Satz  geliefert. 


Lehrsatz.1)  Fine  eindeutige  n-fach  periodiscke  Funktion  f{z)  gilt 
es  nicht ,  wofern  n  >  2  und  f  (z)  keine  Konstante  ist  * 

Wir  betonen  die  Bedingung  eindeutig,  denn  es  gibt  wohl  mehr- 
deutige  Funktionen,  deren  Perioden  sick  niekt  alle  durck  ein  primi¬ 
tives  Periodenpaar,  sondern  erst  vermoge  eines  primitiven  Perioden- 
komplexes  (to,  of,  .  .  ganzzaklig  darstellen  lassen: 


Q  =  mco  - \-  m'  o'  m(w-1)co(n  k. 


Insbesondere  liefert  die  einem  niekt  spezialisierten  Abelscken  Inte¬ 
grate,  p>l,  entspreckende  Umkekrfuuktion  eine  derartige  Funktion.2) 


Zum  SckluB  sei  nock  erwaknt,  daB  es  im  Falle  einer  doppelt- 
periodiseken  Funktion  stets  ein  primitives  Periodenpaar  (go,  to')  gibt, 
wofiir  der  Punkt 

—  =  a  4-  bi 

CO 

in  demjenigen  Raume  der  Zaklenebene  liegt , 
Ungleickungen  bestimmt  wird3): 

welcker  durck  folgende 

—  2  ^ x  <  it  x~  +  y*  >  1  > 

V 

o 

• 

wozu  nock  die  Randpunkte 

x2+y2  =  1,  — 

y  >  0 

kinzutreten.  Es  ist  kier. 

jr/3  <  arc  c //go  F  2 ^r/3 . 


Wie  man  leickt  nackrecknet,  kaben 


und  A  •  91 


iSl 


\i  c c 

stets  gleickes  Vorzeicken. 

1)  Jacobi,  Journal  fur  Math .,  Bd.  13,  (183o),  S.  61.  oder 

2)  Man  vergleiche  etwa  Neumann,  Abelsche  Integrate  2.  Au  ., _  ’ 

Appell  et  Goursat,  The, me  des  fonctions  algeinqms  etdeeurs  »  V  '  ' 

3)  Hieruber  vergleiche  mar  Kleie-Fricke,  ModulfunMumen,  Bd.  1,  -  . 
schnitt,  3.  Kap.,  S.  243. 


§  2.  Uber  Periodenstreiten  und  einfach  periodische  Funktionen. 
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^  2  Uber  Periodenstreifen  und  einfach.  periodische  Funktionen. 

Sei  f  (2)  eine  einfach  periodische  funktion  mit  der  primitive]! 
Periode  co.  Zur  Behandlung  von  /'(»  teilen  wir  die  ^-Ebene  in  gleiche 
Streifen  ein,  indem  wir  durch  jeden  derPunkte  z=nco(n= 0,  +1,  +2,...) 
eine  Gerade  legen,  welche,  wie  wir  furs  erste  voraussetzen  wollen, 
senkrecht  auf  der  Strecke  (0,  co)  stehen  soli.  Greift  man  einen  dieser 
Streifen  willkiirlick  lieraus,  welcher  dann  als  der  Anfangs-  oder  Aus- 
gangsstreifen  bezeichnet  werde,  so  entspricht  jedem  Punkte  z  der  Ebene 
vermoge  der  Beziehung 

Z '  =  Z  -f-  HC3,  H  =  0,  -f- 1,  -f -  2,  .  .  . 

ein  und  nur  ein  Punkt  z  dieses  Streifens.  Die  Punkte  z  heiBen  zu  zr 
sowie  untereinander  Icongruent.  Nur  wegen  der  Randpunkte  ist  noch 
eine  Eestsetzung  notig,  welche  wir,  wie  folgt,  treffen  wollen:  die 
Punkte  des  einen  Randes  sollen  zum  Ausymnssstreifen  oferechnet 
werden,  diejenigen  des  anderen  Randes  aber  nicht;  auBerdem  wird 
man  den  unendlich  fernen  Bereich  des  Streifens  als  zwei  getrennte 
Punkte  auifassen,  wie  spater  des  naheren  besprochen  werden  soil. 
Wie  man  sieht,  liiBt  sich  das  Verhalten  der  Funktion  f(z)  in  der 
ganzen  Ebene  iiberschauen,  indem  man  ihr  Verhalten  bloB  in  den  Punkten 
des  Anfangsstreifens  untersucht.  Im  iibrigen  machen  wir  den  Leser 
noch  einrnal  auf  die  am  Eingange  des  vorigen  Paragraphen  getroffene 
Verabredung  bezuglich  der  Funktion  f(z)  aufmerksam. 

.  iden  Ausgangssti eifen  nennt  man  nach  Klein  einen  Fuiidcwicntctl- 
bereich  oder  -raum  fiir  die  Funktion  f  {£)})  Auf  die  genaue  Form  und 
Lage  der  Begrenzung  desselben  konimt  es  nicht  an.  So  hiitte  man 
beispielsweise  statt  senkrechter  auch  beliebige  parallele  Geraden  durch 
die  Punkte  nco  legen  diirfen,  vorausgesetzt  nur,  daB  sie  mit  der  durch 
0  und  «  gelegten  Geraden  nicht  zusammenfallen.  Wesentlich  ist 
dabei  nur,  daB  ein  Bereich  angenommen  wird,  durch  dessen  Wieder- 
holung  vermoge  der  Transformation 

z*  =  z  -f  n  co 


der  ganze  Definitionsbereich  der  Funktion  f(z) 
halten  wird.2) 


gerade  einmal  er- 


morphe  Funktionen ,  Bd.  1,  S.  (30.  '  1  ’  *+“*)•  Fneke-Klein,  Auto- 

«... 
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Um  die  Eigenschaften  der  Funktion  f  (z)  zu  erforsclien,  bietet 
sich  als  bequemstes  Mittel  die  Methode  der  konformen  Abbildung, 
welcher  wir  uns  jetzt  zuwenden  wollen. 

Konforme  Abbildung  des  Per iodenstrei fens  auf  die  voile  Ebene. 
Durch  die  Transformation 

2  n  ! 

w  =  e  w 

wird  der  Periodenstreifen  ein-eindeutig  auf  die  sclilichte  «c-Ebene  be- 
zogen.  Wir  baben  namlich  friiher  einmal  die  Transformation 

7 

w  =  e/ 

eingeliend  erortert  (Kap.  6,  §  15,  sowie  Kap.  8,  §  1).  Es  ergab  sich, 
dafi  die  ^-Ebene  liierdurcb  auf  eine  unendlicb  vielblattrige  Riemann- 
sohe  Flache  mit  Verzweigungspunkten  in  w  =  0,  c©  abgebildet  wird, 
und  zwar  so,  dafi  der  Streifen 

0£Y<2n,  Z=X  +  iY, 

ein-eindeutig  auf  ein  langs  der  positiven  reellen  Acbse  aufgeschnittenes 
Blatt  bezogen  wird.  Andererseits  wird  derselbe  Streifen  durch  die 
Transformation 


in  einen  jener  Periodenstreifen, 
streifen,  —  ubergefiihrt. 


—  nehmen  wir  an,  in  den  Anfangs- 


Lassen  wir  jetzt  den  Punkt  e  aus  dem  Anfangs-  in  einen  benach- 
barten  Streifen  ubertreten.  Dabei  ruckt  w  in  ein  zweites  Blatt  der 
Riemannschen  Flache.  Und  nun  entsprechen  zwei  ubereinanderliegenden 
Punkten  dieser  Flache  zwei  zueinander  kongruente  Punkte  der  s-Ebene. 
Infolgedessen  nimmt  f(z),  als  hunktion  von  u  betiachtet. 

f  0)  =  9>W) 


§  2.  fiber  Periodenstreifen  und  einfach  periodische  Funktionen.  4 6o 


in  iibereinander  liegenden  Punkten  der  verschiedenen  Blatter  gleicke 
Werte  an  und  erweist  sick  somit  als  eine  eindeutige  Funktion  von  w . 
Des  weiteren  verhalt  sick  cp (w)  im  allgemeinen  analytisch,  mdera 
g,(u,)  in  einem  endlicken  Punkte  w0  4=  0  kockstens  einen  Pol  aufweist. 
Dagegen  kann  einer  oder  auck  beide  der  Punkte  w  =  0,  oo  der  Sitz 
einer°wesentlicken  Singularitat  sein,  es  konnen  sick  ferner  Pole  in 
der  Nahe  dieser  Punkte  kaufen,  so  daB  also  eine  isolierte  wesentlicke 


Singularitat  zweiter  Art  zu  stande  kommt. 

Diese  beiden  Punkte  w  =  0,  oo  sind  es  gerade,  welche  dem  un- 
endlick  fernen  Bereicke  des  Periodenstreifens  entsprecken,  woraus  nun 
hervorleuchtet,  weskalb  es  sick  empfiehlt,  diesen  Bereick  als  zwei  ge- 
trennte  Punkte  aufzufassen,  das  Verkalten  von  f(z)  in  einem  Ende 
des  Streifens  bedingt  namlick  keiueswegs  das  \  erkalten  der  Funktion 
im  anderen  Ende. 

Umgekekrt  fiikren  alle  diejenigen  eindeutigen  Funktionen  cp  (tv), 
welche  in  der  ganzen  w-Ebene,  von  den  Punkten  ic  =  0,  oo  kochstens 
abgeseken,  keine  anderen  singularen  Punkte  als  Pole  haben,  auf  Funk 
tionen  f(z\  welcke  sick  im  Endlicken  bis  auf  Pole  analytisck  ver¬ 
kalten  und  die  Periode  co  zulassen.  Uabei  braucht  co  jedoch  keine 
primitive  Periode  zu  sein  und  aufierdem  kann  bier  nock  eine  zweite 
Periode  co',  wofiir  arc  co'  =|=  arc  co  resp.  arc  co  -f-  jr  ist,  vorhanden  sein. 

Unter  den  eindeut  igen  analytiscken  Funktionen  nekmen  die  ratio 
nalen  Funktionen  eine  besonders  einfache  Stellung  ein.  Untersucken 
wir  *daker  jetzt,  welcke  Eigenschaften  der  Funktion  f(z)  zukommen, 
wenn  cp(w)  rational  ist.  In  diesem  Falle  verhalt  sick  cp  (tv)  auck  in 
den  Punkten  w  =  0,  oo  analytisck  resp.  hat  cp  (tv)  in  einem  oder  in 
|  bei(len  derselben  einen  Pol.  Hiernach  kann  man  sagen:  Riickt  s  kings 
ernes  beliebigen  ganz  im  Periodenstreifen  verlaufenden  Weges  nach 
einer  bestimmten  Seite  bin  ins  Unendlicke,  so  nakert  sick  f(z)  dabei 
einem  Grenzwerte  oder  aber  f(z)  wird  unendlick.  Diese  notwendige 
Bedingung  ist  offeubar  auck  kinreickend,  falls  sie  fur  beide  Enden  des 
Periodenstreifens  erfiillt  ist. 


definition,  Nakert  sick  f(z)  einem  Grenzwerte  C  oder  wird  f(z) 

unendlich,  wenn  *  litngs  eii.es  beliebigen  ganz  im  Fundamentalraume 

verlaufenden  Weges  nach  einer  bestimmten  Seite  bin  ins  Unendliche 

d"f‘;  BOf  "«*  man:'  «*)  nimmt  *»  Wert  C  im  betreffeudeu  Ende 

nunfr  pSi°B  ZW-  hat  d°rt  eiuen  Po1’  und  mau  <Mniert  die  Ord- 
nn  des  Poles  usw^  fur  die  Funktion  f{e)  als  diejenige  Zahl,  welche 

snr,  ,rd“Ung  IoleS  ,ler  zuSeFbrigen  Funktion  v(w)  im  ent- 
spteehenden  Punkte  darstellt:  In  jedem  anderen  Falle  sagt  man  d  e 

^lgoodj  Funktionentheorie,  I.  2.  Aufl.  &  ^ 
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unktion  f  (g)  hat  im  Endpunkte  des  Streifens  einen  wesentlichm 
singuldren  Punkt.  Bleibt  die  Funktion  bloB  endlicb  in  einem  Ende 
des  Parallelstreifens,  so  nimmt  sie  notwendig  einen  bestimmten  Wert 


dort  an. 


Aufgabe.  Man  untersuche  die  Abbildung  eines  Periodenstreifens, 
wenn  dieser  durcb  zwei  parallele  Gerade  begrenzt  wird,  welche  in- 
dessen  mcbt  senkiecht  ant  der  Strecke  (X),  or)  steben.  Insbesondere 
soli  dabei  gezeigt  werden,  daB  ein  durcb  zwei  Parallele  zur  Strecke 
(0,  &))  aus  dem  Streifen  gescbnittenes  Parallelogram m  in  einen  Kreis- 
ring  der  w-Ebene  iibergefuhrt  wird,  welcber  langs  einer  logaritbmiscben 
Spirale  aufgescbnitten  ist. 

§  3.  Behan  dlung  der  einfach  periodischen  Funktionen  vermoge 
konformer  Abbildung  ihres  Fundamentalbereiches. 

Im  AnscbluB  an  die  Entwicklungen  des  vorbergehenden  Para¬ 
graphed  sowie  des  Paragrapben  iiber  rationale  Funktionen,  Kap.  7, 
§  10,  erkalt  man  eine  Reihe  von  Satzen  betreffend  einfach  periodische 
Funktionen,  zu  deren  Betracbtung  wir  jetzt  iibergehen.1) 

1.  Satz.  Hat  eine  einfach  periodische  Funktion  f  (z)  keinen  wesent- 
liclien  singuldren  Pnnkt  im  Fundament alraume,  so  Id  ft  sich  f  (z)  als  eine 

2  n  i 
- z 

rationale  Funktion  von  e  w  darstellen,  wobei  to  eine  (primitive  oder 
nicht-primitive)  Periode  bedeutet:  . 


Wird  f(z)  liier  ferner  in  keinem  der  beiden  Endpunkte  des  Fun- 
damentalstreifens  nidi  oder  unendlich ,  so  hat  man,  sofern  fiz)  keine ■ 


Konstante  ist: 


Wird  die  Funktion  blofi  in  keinem  Endpunkte  unendlich,  so  wird 


1)*  Wir  erinnern  wieder  an  die  zu  Anfang  des  §  1  getroffene  Voraussetzung. 


beziiglich  der  Funktion  f(z). 
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Hinsichtlich  der  Ausnabmefalle  wird  der  Leser  den  Satz  leicht 
ergiinzen  konnen. 

Wir  fiigen  noch  den  folgenden  Zusatz  hinzu,  dessen  erster  Tell 
aueh  direkt  bewiesen  werden  kann,  da  die  Funktion  ja  in  der  ganzen 
Ebene  endlicb  bleibt. 

Zusatz.  Hat  f{z)  aufierdem  (jar  keinen  Pol  im  ganzen  Funda - 
mentalraume,  inclusive  der  bciden  Endpunkte,  so  ist  f  (z)  eine  Konstante. 
Hat  f(z)  blofi  in  einem  Endpunkte  einen  Pol,  so  ist  f(z)  eine  gauze 

o  ji  j  2  71  i 

- z  - z 

rationale  Funktion  von  e  w  bziv.  e  w  . 

2  71  i 

- 2  7t 

Anstatt  der  Funktion  e  u’  kann  man  tan  —  z  ebenso  gut  zur 

Darstellung  einer  periodischen  Funktion  verwenden,  denn  die  beiden 
Funktionen  bangen  ja  linear  voneinander  ab: 

2  n  i 

n  .  e  w  —  1 

tan  —  z  =  —  i  •  — - — : - 

co  2/i  i 

e  w  l 

Im  Falle  (p  (w)  keine  anderen  singularen  Punkte  als  nur  w  =  0,  oo 
hat,  kann  man  cp  (iv)  in  eine  Laurentscbe  Reike  entwickeln,  die  fiir 
die  gauze  Ebene  auber  dem  Punkte  iv  =  0  gilt: 


W  C f(w)=2CnWn ' 

•  /i  =  —  00 

Die  entsprechende  Funktion  f(z)  =  cp(w)  lafit  somit  eine  fur  die  ganze 
endliche  ^-Ebene  giiltige  Entwicklung  von  der  Form  zu: 


(2) 


Ersetet  man  lrier  die  Exponentialfunktion  dureh  trigonometrische 

runktionen,  so  erhalt  man  fur  f(z)  eine  Entwicklung  in  eine  Fourier- 
sche  Reibe: 


(3) 

Dabei  ist 


n  =  0 


an  cos  n 


2  71 

(X) 


z  -f-  bn  sin  n 


(ln=  CH+  C_n, 

Dab  die  beiden  Reihen: 


(4) 


oo 

V 

>  atl  cos  n 

n  =  0 


oo 

^  CO  ’ 

n  =  1 
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in  jedem  Punkte  der  ^-Ebene  absolut,  sowie  in  jedem  endlichen  Be- 
reiche  derEbene  gleichmaBig  konvergieren,  beweistman  oline  Schwierig- 
keit  auf  Grund  lolgender  Relationen: 


\cn\<MR  n,  |  c_n  |  <  mrn, 

wo  R,  r  beliebig  groB  bzw.  klein  angenommen  werden  diirfen,  und 
J\I,  m  von  n  niclit  abhangen,  ygl.  Kap.  7,  §  15.  Ferner  gelten  wegen 


die  Relationen 
Denn  es  ist 


c.  e-'-fe' 

cos  %  =  - 


cos  £  |  ^  e  I  I , 


sin  £  |  e  1 1 1 , 


£  =  b  +  V^ 


j  e-^+'i  |  <Te-v-f-  e'i  =  el*  I  +  e~  Ivl  <;  2e\n\. 

Der  Einfacbbeit  lialber  haben  wir  vorausgesetzt,  daB  <jp  (w)  keine 
anderen  singularen  Punkte  im  Endlichen  als  nur  den  einen.  w  =  0 
hat.  Dem  entspricht,  daB  f(z)  gar  keine  singularen  Punkte  im  End¬ 
lichen  hat.  Wir  wollen  jetzt  eine  beliebige  Funk- 
tion  f(g)  mit  der  Periode  co  betrachten.  Sei  ABCD 
ein  Parallelogramin,  welches  durch  zwei  Parallele 
zur  Strecke  (0,  co)  aus  dem  Fundamentalraume 
der  Funktion  herausgeschnitten  wird  und  hock- 
stens  auf  den  Seiten  AB,  CD  Pole  von/’(V)  ent- 
halt.  Das  konforme  Abbild  dieses  Bereiches  in 
der  w-Ebene  ist  ein  Kreisring,  in  welchem  nun 
die  Laurentsche  Entwicklung  (1)  fiir  die  trans-- 
formierte  Funktion  gilt.  Daher  laBt  sich  f  (z)  I 
durch  die  Reihe  (2)  oder  (3)  im  Parallelogramme  • 
darstellen.  Diese  Reihen  konvergieren  absolut  fur  jeden  auf  keiner: 
der  Seiten  AB,  CD  gelegenen  Punkt  des  Parallelogramms,  sie  kon-- 
vergieren  andererseits  gleichmaBig  in  jedem  Teile  des  Parallelogramms, 
der" nur  keinen  Punkt  jener  Seiten  am  Rande  enthalt.  Dagegen  laBt 
sich  (3)  im  allgemeinen  nicht  in  die  beiden  Reihen  (4)  spalten.  Da-- 
mit  namlich  die  Reihenentwicklung 


(5)  f{e)  =]?  an  cos  n  z  h» sin  n  W  e 

n  =  0  n  =  1 

zu  stande  komme,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daB  das  obige« 
Parallelogramm  die  Strecke  (0,  a)  im  Innern  enthalte.  In  der  la  1 
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sei  z  =  a  ein  Punkt,  wofiir  eine  dieser  Reihen  konvergiert,  und  man 
setze 

2  7t  |  n  • 

—  a  =  a  +  fti. 

to 

Dann  zeigt  man  im  AnschluB  an  das  in  Kap.  3,  §  4,  S.  9<,  beim  Be- 
weise  des  1.  Satzes  verwendete  Verfabren,  daB  diese  Reihe  in  alien 

Punkten  2,  wo 

^  2  =  £  -f  rj  i  und  |  r\  |  <  |  ft 


ist,  absolut,  sowie  ferner  in  jedem  Bereicbe,  fiir  dessen  Punkte 

\y\<'J\-h,  0  <  A  <  |  /3  | , 


ist,  gleicbmaBig  konvergiert. 

Zur  Bestimmung  der  Koeffizienten  multipliziert  man  die  Glei- 
cbung  (5)  mit  cos  2nicz/co  resp.  sin  2n7tzjcp  und  integriert  dann  etwa 
geradlinig  zwiscben  zwei  kongruenten  Punkten  des  Bereichs  '  1  <  ft  |. 

Insbesondere  kann  man  die  Strecke  (0,  co)  zum  Integrationsweg  nebmen. 
So  kommt: 


Fassen  wir  diese  Ergebnisse  in  einen  Satz  zusammen: 

2.  Satz.  )  Hat  eine  Function  f  {2)  cine  primitive  oder  nicht-primi- 
tive  Periods  co,  so  la  fit  sich  f(z)  in  eine  Reihe  von  der  Form  entwicMn: 


f(z) cne 


2  7tf 

(X) 


n  =  —  00 


00 

-2b 

n  =  0 


cos  n 


Z  It 


to 


s  +  b  sin  n  —  2) 

to  / 


Dabei  konvergiert  die  Reihe  absolut  und  stellt  die  FunUion  dar,  so  lanqe 

*  m  In™rn  eines  **<*  Parallele  zur  Strecke  (0,  «,)  beqrenefen 

■einen  Pol  von  f  (z)  enthaltenden  Streifens  liegt.  Sei  ferner  T  ein  im 

~r  ?»eifen°drner 

ski,  r  F  7  7e.  GrSfie  *  VOm  Sande  Streifens  ah- 

_ '  anu  konvergiert  die  Reihe  gleichmafiig  in  T 

1 >  Dieser  featz  laBt  auch  eine  iihnliche  Ermnifon 
mdem  man  nur  verlanat  rial'  /y-\  •  .nucne  ^weiterung  zu,  wie  der  3.  Satz 

der  strecte  -  »de“der 
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Enlhalt  der  Streifen  insbesondere  die  Strecke  (0,  a),  so  kann  die 
letzte  Iteihe  in  zwei  Fouriersche  Reihen  zerlegt  werden: 

oo  oo 

f  (2)  =  an  cos  n  z  +  bn  sin  n~z.  I 

n  =  0  n  =  1 


Letztere  Reihen  Jconvergieren  beide  absolut  und  gleichmafiig  in  jedern 
Parallelstreifen,  dessen  Riinder  beide  innerhalb  dcs  obigen  Streifens 
liegen  und  aufierdem  nocli  vom  Punkte  z  =  0  gleich  entfernt  sind.  Da- 
gegen  diver giert  mindestens  eine  der  Reihen  in  jedem  Punkte ,  dessen 
Entfernung  von  der  durch  die  Punkte  z  =  0,  co  bestimmten  Geraden 
die  geringste  Entfernung  eines  Poles  der  Funktion  f(z)  von  derselben 
ubersteigt. 

Ini  ubrigen  kann  man  von  den  hier  auftretenden  Reihen  zur  Taylor- 
schen  Entivicklung  der  Funktion  f(z)  in  einem  beliebigen  innern  Punkte  z0 
des  Streifens  dadurch  ubergehen ,  daft  man  die  einzelnen  Terme  der  Reihen 
in  Potenzreihen  entwickelt  und  darauf  alle  Terme  mit  gleichen  Potenzen 
von  z  —  z0  zusammenfaftt. 

Der  letzte  Teil  des  Satzes  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  Weier- 
straBscken  Reihensatzes  von  Ivap.  7,  §  14,  S.  343. 

Aus  den  voraufgelienden  Entwicklungen  entspringt  der  Satz,  daB 
eine  reelle  Funktion  f  (z)  mit  einer  reellen  Periode  co  durch  eine 
Fouriersche  Reihe  (3)  oder  (5)  dargestellt  werden  kann,  vorausgeketzt 
nur,  daB  f{z)  in  jedem  reellen  Punkte  x  =  x0  nach  dem  Taylor schen 
Lehrsatze  entwickelt  werden  kann.  In  der  Tat  wird  dann  die  Lange 
des  wahren  Konvergenzintervalls  fiir  die  Potenzreihenentwicklung  der 
Funktion  im  Punkte  eine  positive  untere  Greuze  K  haben,  wenn 
diesem  Punkte  alle  reellen  in  einem  Intervalle  a£x£a  +  co  gelegenen, 
und  demgemliB  auch  alle  reellen  Werte  anzunehmen  gestattet  wird.  Dem- 
gemaB  laBt  sich  eine  komplexe  Funktion  f(z)  auf  Grund  jener  Potenz- 
reihenentwicklungen  in  denjenigen  Punkten  ~  1  l/i  der  Eber^e, 

wofiir 

\y\<K 


ist,  derart  definieren,  daB  sicli  f(z)  im  genannten  Bereiche  ana  rtisc 
verkiilt  und  iiberdies  liings  der  reellen  Aclise  mit  /  (x)  ubereinstim  . 
Fernerhin  wird  f(i)  die  Periode  or  zulassen;  denn  die  be, den  im  " 
wuBten  Bereiche  analytisehen  Funktionen  f(z),  I  '-■+  8 ‘“m8“ 

langs  der  reellen  Achse  miteinander  uberein.  Hiernnt  wird  die 
tion  f(e)  der  obigen  Behandlungsweise  zuganglich,  sel  s  ( an  , 


§  3.  Behandlung  der  eiafach  periodUchen  Funktionen  vermdge  konf.  Abbild.  47  1 

sie  am  Rande  uud  auBerhalb  des  Streifens  andere  Singularitaten  als  Pole 
Ijesitzt  —  was  ja  auch  im  allgemeinen  emtreten  wd,  "oraus 
al  d’e  Richtigkeit  des  in  Rede  stehenden  Satz.es  erheUt.  W.r  konnen 


also  sagen: 

3.  Satz.  Jede  reelle  Funktion  f(x)  der  reellen  Variabelen  x,  welche 
fiir  jeden  Wert  von  x  nach  deni  Taylorschen  Lelirsatze  entwickdn 
la  fit  und  aufierdem  noch  eine  reelle  Periode  (o  hat,  hmn  durch  eme 
Fouriersche  Reihe  dciryestellt  werden. 


...  \  2» 
f\x)  =  >  «rtcos  «  — 


n  —  0 


X  + 


2  n 

sin  n  - —  x. 

co 


/<  =  1 


Bier  konvergiert  die  Reihe  gleichmafiig  fiir  alle  Werte  von  x  und  la  fit 
sicli  uberdies  beliebig  oft  gliedweise  differ  entiieren,  wobei  auch  die  ab- 
geleiteten  Reihen  fiir  alle  Werte  von  x  gleichmdfiig  Jconvergicren. 

Fahren  wir  jetzt  fort,  indem  wir  weitere  Satze  betreffend  Funk¬ 
tionen,  wie  sie  nach  der  Vereinbarung  von  §  1  hier  betrachtet  werden, 
aussprechen. 

4.  Satz.  Hat  die  einfach  periodische  Funktion  f(z)  keinen  ivesent- 
liclien  singuldren  Punkt  im  Fundamentalraume  und  ist  f  (z)  keine 
Konstante,  so  nimmt  f  (z)  jeden  Wert  gerade  so  oft  dort  an,  wie  die 

Anzahl  der  Pole  anzeiqt. 

#, 

5.  Satz.  Haben  zwei  einfacli  periodische  Funktionen  fl{z),  f2  (z) 
eine  gemeinsame  Periode  co  und  hat  ferncr  keine  der  Funktionen  eine 
wesentliche  singiddre  Stelle  in  ihrem  Fundamentcilstreifen,  so  werden  sie 
durch  eine  algebraisclie  Gleichung  miteinander  verkniipft: 


G[fx  0),  U  0)]  =  o, 

wobei  G  ein  irreduzibeles  Polynom  bedeutet  und  die  algebraisclie  Kurve 
G(W,  Z)  =  0  im  ubrigen  vom  Gescldechte  0  ist. 

1.  Zusatz.  Hat  insbesondere  die  Funktion  f2  (z)  nur  einen  Pol 
erster  Ordnung  in  deni  der  Periode  a  entsprechenden  Periodenstreifen 
SO  ist  dieser  Streifen  fiir  sie  ein  primitive,  und  f  t  (*)  Vdfit  sick  aufier- 
dem  rational  durch  f2  (z)  darstellen. 

2.  Zusatz.  Jede  einfach  periodische  Funktion  f(z),  die  Jceine 
wesenthche  singuHire  Sidle  im  Fundamentalraume  hat,  ycniiat  einer 
cdgcbmischen  IhfferentiaUjleiclmmj  erster  Ordnung,  in  welcher  z  nicht 
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explizite  vorkommt: 

G[TM,  /*«]  =  o:  -I 

Dabei  is7  cfte  algebraische  Kurve  G  ( W,  Z)  vom  Geschlechte  0. 

6.  Satz.  Hat  die  einfacli  periodisclie  Funktion  f{z)  keine  ivesent- 
liclie  singulare  Stelle  im  Periodenstreifen,  so  sind  die  drei  Funktionen 

t  (&i)  >  f  (^2)  >  1  +  ^2)  > 


wo  zx,  ~2  swei  undbhdngige  Variabelen  bedeuten ,  dwell  eine  algebraische 
Gleichung  verkniipft,  deren  Koeffizienten  von  zx,  z2  nicht  abhdngen: 

&  If  M,  />*),  f(ex  +  *8)]  =  ’  i 

Man  sagt:  die  Fnnktion  f(z)  besitze  ein  algebraisches  Additions -. 
theorem. 


Der  Beweis  dieser  Satze  erfolgt  durch  die  Darstellung  der  jeweils 

2  n  i' 
- s 

auftretenden  Funktionen  mittels  rationale!'  Funktionen  you  tv  =  e  w  , 
unter  Heranziebung  des  Satzes,  daB  eine  rationale  Kurve  (d.  b.  eine 
Kurve,  deren  Koordinaten  sicb  beide  rational  durcb  einen  Parameter 
darstellen  lassen)  stets  vom  Gescblecbte  Null  ist,  und  umgekebrt. 
Nur  beim  1.  Zusatze  braueben  wir  vielleiclit  nocb  etwas  naber  auf 
den  Beweis  einzugelien.  Ware  da  G[_W,  Z\  vom  Grade  n  >  1  in  IF, 
so  wtirden  ein  und  demselben  Werte  von  Z ,  und  somit  aucb  von  z 
versebiedene  Werte  W  entspreeben,  was  eben  gegen  die  Yoraussetzung 
verstoBt,  daB  fx{z)  eindeutig  ist. 

Aufgabe.  Man  zeige,  daB  weder  ein  Polynom  nocb  eine  ratio¬ 
nale  Funktion,  welcbe  keine  Konstante  ist,  periodiscb  sein  kann. 


§  4.  Direkte  Behandlung  der  einfacb  periodisclien  Funktionen. 

Die  Satze  des  vorbergebenden  Paragrapben  lassen  sicb  aucb  direkt 
auf  dem  Substrat  des  Periodenstreifens,  also  obne  Benutzung  einer 
Abbildung  dieses  Streifens  berleiten.  Zu  dem  Zwecke  stellen  wir  den 
folgenden  Satz  an  die  Spitze: 

Satz.  Sei  f(z)  eine  einfach  periodische  Funktion,  die  im  Funda- 
mentalraume  nur  eine  endUche  AnzaU  von  Polen  hat  und  iiberdies  tn 
jedem  Endpunkte  desselten  endlich  UeiU  oder  aler  unenihch  mrd.  Vann 
liifst  sieh  f(z)  rational  durch 

w  =  e  w 


aus  dr  Helen. 


§  4.  Birekte  Behandlung  der  einfach  periodiechen  Funktionen. 
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Wir  wollen  zunachst  annehmen,  daB  f(e)  in  beiden  Endpunkten 
des  Periodenstreifens  endlich  bleibt.  Dann  hat  f(g)  notwendig  einen 
Pol  sofern  sich  diese  Funktion  niclit  gerade  auf  eine  Konstante  re- 
duziert.  In  der  Umgebung  eines  Poles  laBt  sich  ferner  f(z)  durch 
die  Formel: 


darstellen,  wobei  sich  cp  (2)  im  Punkte  a  analytisch  verhalt.  In  der 
Tat  iiberzeugt  man  sich  ohne  Schwierigkeit,  daB  zunachst  Am  so  be- 
stimmt  werden  kann,  daB  die  Differenz 


m 


(  — — —  <»V 

\e  w  -  e  <0  / 


hochstens  einen  Pol  (m  —  l)-ter  Ordnung  in  a  hat.  Verfahrt  man 
dann  mit  letzterer  I1  unktion  wieder  ebenso,  wie  vorhin  mit  f(js\  und 
wiederholt  man  den  Schritt  genugend  oft,  so  gelangt  man  schlieBlich 
zu  der  in  Aussicht  gestellten  Darstellung.  Im  ubrigen  machen  wir 
noch  darauf  aufmerksam,  daB  obige  Summe  in  beiden  Endpunkten 
des  Periodenstreifens  endlich  bleibt,  sowie  ferner,  daB  sie  die  Periode  m 
zulaBt. 

.Um  nunmehr  den  Hauptsatz  zu  begriinden,  bilde  man  die  be- 
wuBte  Summe  fur  jeden  im  Fundamentalizm  e  belegenen  Pol  yon 
f{z)  und  ziehe  dann  die  Summe  aller  dieser  Funktionen  von  f(z)  ab 
Hierdurch  erwachst  e.ne  Funktion,  welche  in  der  ganzen  erweiterten 
^-Ebene,  sofern  sie  noch  in  den  Polen  von  /*(*)  passend  definiert  wird 
analytisch  1st.  Darum  ist  sie  eine  Konstante,  womit  denn  der  Beweis 
des  Satzes  unter  der  genannten  Einschrankung  erbracht  ist. 

\\  ird  /  (z)  dagegen  m  einem  oder  auch  in  beiden  Endpunkten  des 
nodenstreifens  unendlich,  so  braucht  man  nur  eine  Funktion 


F(g) 


cc  f{z)  -f  p 

Y  f(*)  +  <>" 


onmftthren  welche  bei  geeigneter  Wahl  der  Koeffizienten  «  A 

end‘1Ch  Wei;  Alsi,a”“  m  nach  dem  Vorhergeienden 

tional  duich  e"  ausdriicken,  und  daher  o-ilf  n  <5  +  n  • 
ia  einem  Endpunkte  dee  Streifens,  in  welche!  Z\  e 
aahert  sich  f{s)  ttbrigens  einem  Grenzwerte.  W 
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Aus  diesem  Satze  ergeben  sicli  alle  Satze  von  §  3  mit  Ausnahme 
der  Reihensatze,  zu  denen  wir  uns  zuletzt  noch  wenden. 

Die  ReihenentimcHung.  Sei  z  ein  Punkt  des  Fundamentalraums, 
in  welchem  f(z)  sick  analytisck  verkalt,  und  man  nmgebe  z  mit  einem 
Bereicke  S,  der  weder  im  Innern  nock  am  Rande  C  einen  Pol  von 
f(z)  entkalt.  Sollte  z  gerade  am  Rande  des  Periodenstreifens  liegen, 
so  kann  man  einen  neuen  Streifen  einfiikren,  derart,  dab  z  nun  im 
Innern  desselben  liegt.  Jetzt  kann  man  der  Cauchy schen  Integral- 
forrnel  folgende  Gestalt  geben: 


wobei  also  der  Integrand  sowohl  in  bezug  auf  t  als  auf  z  die  Periodew 
zulaBt.  In  der  Tat  hat  der  Integrand  blob  einen  einzigen  Pol  in  S, 
namlich  im  Punkte  t  =  z,  und  zwar  hat  das  Residuum  dort,  wie 
man  sofort  nackrecknet,  den  Wert  cof(z)/2jti. 

Um  nun  die  Reihenentwicklung  aus  diesem  Integrale  herzuleiten, 
fasse  man  das  Parallelogramm  ABCD,  §  3,  ins  Auge,  wobei  jetzt  auch 
die  Seiten  AD  und  CD  singularitatenfrei  sein  sollen.  Erstreckt  man 
das  Integral  fiber  den  Rand  dieses  Bereicbes,  so  keben  sick  die  von 
den  Seiten  DC,  DA  kerriikrenden  Bestandteile  gegenseitig  auf.  Mir 
die  eine  der  iibrigen  Seiten  wil’d  man  dann  die  Funktion 

1 


nack  aufsteigenden,  fiir  die  andere  nach  absteigenden  Potenzen  von 

e~^~Z)  entwickeln,  man  vergleiche  die  im  vorigen  Paragraphen  verwen- 
deten  Abschiitzuiigen  fur  |sing|,  |  oos5|.  Jetzt  bleibt  nnr  noch  ubrig, 
die  daraus  entspringende  Reihenentwicklung  des  Integranden  glie 
weise  zu  integrieren. 

Wir  bemerken  noch,  daB  wir  es  bei  der  voraufgekenden  Unter- 
suchung  nicht  notig  hatten,  den  Periodenstreifen  Oberhaupt  zu  ver- 
lassen,  indem  wir  uns  des  Theorems  von  §  8  bedienen. 


§  5.  Doppeltperiodische  Funktionen. 


Sei  f(z)  eine  doppeltperiodische  Funktion,  die  keine  anderen 
Singularity  ten  im  Endlichen  als  Pole  hat,  und  seien  a,  a  ein  pn 
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tives  Periodenpaar  derselben.1)  Dementsprechend  teile  man  die  Ebene 
in  ein  Periodenparallelogramnmetz  ein,  wie  in  §  1  des  naheren  aus- 
einaudergesetzt  warde.  Dann  nimmt  die  I1  unktion  /  (z)  den  ganzen 
yorrat  ihrer  Werte  bereits  in  einern  dieser  Parallelogramme  gerade 
einmal  an,  welches  damit  zu  einem  Fundamentalbereiche  der  Funk- 
tion  wird. 

1.  Satz.  Hat  f(z )  keinen  Pol  ini  PeriodenparaUelogramm ,  so  ist 
f(z )  eine  Konstante. 

Denn  f(e)  verhalt  sich  dann  in  der  ganzen  eigentlichen  Ebene 
analytisch  und  bleibt  endlich  im  Punkte  z  =  oo.2) 

Weitere  Eigenschaften  der  Funktion  f(z)  werden  durch  die  Me- 
thode  des  Herumintegrierens  erschlossen.  Vor  allem  machen  wir 
darauf  aufmerksam,  dab  die  genaue  Lage  des  Periodennetzes  belanglos 
ist,  dasselbe  kann  offenbar  einer  beliebigen  Parallelverschiebung  unter- 
worfen  werden,  oline  seiner  Grundeigenscbaft  beziiglich  der  Periodizitiit 
von  f(z)  verlnstig  zu  gehen.  Audi  brauchen  die  Seiten  nicht  einmal 
geradlinig  angenommen  zu  werden,  nur  miissen  je  zwei  gegeniiber- 
liegende  Seiten  einander  kongruent  sein,  und  der  Rand  darf  sich  auch 
nicht  iiberschneiden. 

Fundamentalsatz.  Das  Integral 


I  /'0)  d*, 

langs  des  Randes  eines  Periodenparallelogramms  hinerstreckt ,  hat  den 
Wert  null. 

In  der  Tat  wird  der  Beitrag  von  der  Seite  des  ParalleWramms  • 

© 


den  Wert 


2  —  2o  P  03 1, 

i 

aJ  f(* o  +  dt 

o 

haben,  wahrend  die  gegentiberliegende  Seite: 

2  ~  2o  “b  03  +  cot, 


0  <t<  1 


1)  Solclie  Funktionen  werden  auch  wohl  elliatiarhp  re*, 

Mathematik ,  88  (1879)  S  277-  Liouvilfe  '°  r  1,orcliai'dt»  Journal  fur 
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den  Beitra 


o 


03  /  f  o  +  co'  +  cat)  (It 


liefert.  W  egen  der  Periodizitat  der  Funktion  f  (z)  ist  nun 


f  +  G)'  +  Cot)  =  f{zQ  +  at) 


und  darum  heben  sich  die  beiden  Integrale  gegenseitig  auf.  Ahn- 
liches  gilt  auch  fiir  die  beiden  anderen  Seiten.  —  Sollte  insbesondere 
ein  Pol  gerade  am  Rande  liegen,  so  wird  man  das  Parallelogrammnetz 
vorab  durch  ein  anderes  ersetzen’  wofiir  dies  nicht  zutrifft. 

Aus  dem  Fundamentalsatze  geht  eine  Reibe  von  Satzen  liber 
doppeltperiodische  Funktionen  hervor,  womit  wir  uns  jetzt  beschaf- 
tigen  wollen. 

2.  Satz.  Die  Summe  der  Residuenvon  f(z)  im  PeriodenparaUelo- 
gramm  ist  gleicli  null. 

Diese  Summe  ist  gleicb  dem  Integral 


1 

2ni 


erstreckt  liber  den  Rand  des  Parallelogramms,  sofern  f(e)  keinen  Pol 
auf  dem  Rande  des  Parallelogramms  bat,  und  verschwindet  also  nach 
dem  Fundamentalsatze. 

Im  Ausnahmefalle  wird  man  das  Parallogramm  zunacbst  durch 
ein  benachbartes  ersetzen,  welcbes  keinen  Pol  auf  seinem  Rande  ent- 
balt.  Dann  gilt  der  Satz  fiir  das  neue  Parallelogramm.  Soli  dies  nun 
auch  fiir  das  alte  zutreffen,  so  wird  man  zuerst  festsetzen  miissen, 
dab  etwa  die  Punkte  (vgl.  Fig.  106) 


0<t£U 

0  <t<  1; 


£0  co  +  n't, 
z0  +  co  +  co  t, 


zum  Parallelogramm  gerecbnet  werden,  wabrend  die  iibrigen  Punkte 
des  Randes  es  nicht  werden.  Alsdann  gilt  der  Satz  ausnahmslos  fiir 

a  lie  Falle.  , 

Letztere  Vereinbarung  beziiglich  der  Randpunkte  des  Parallel'  - 

gramms  soil  iibrigens  fortan  festgehalten  werden. 

Aus  diesem  Satze  ergeben  sicb  nun  welter  di§  folgenden  a  ze. 

3.  Satz.  Bat  die  Funktion  f  (*)  hochstens  einen  Pol  enter  Ordmmg 
im  PeriodmpamUelorjramm,  so  ist  fU)  eine  Konstante. 
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filer  lafit  sich  f(ts)  in  der  Form  schreiben: 

m  =  jira  +  v 


WO  cp  (z)  im  ganzen  Parallelogram  m  analytisch  ist  und  am  Rande  des- 
selben  stetig  bleibt.  Die  Summe  der  Residuen  betragt  also  bloB  A. 
Darum  verscliwindet  A,  und  f(e)  erweist  sich  somit  als  ausnahmslos 
analytisch  im  Parallelogram  me,  folglich  ist  f(g)  eine  Konstante. 

4.  Satz.  Die  Funktion  f(z)  nimmt  jeden  Wert  gleich  oft  im  Paral- 
lelogramm  an,  sofern  f(e)  keine  Konstante  ist,  und  zivar  m  mat,  ivo  m 
die  Gesafntzahl  der  Foie  ist. 


DaB  f(z)  zunachst  gerade  so  viele  Nullpunkte  als  Pole  im  Perioden- 
parallelogramm  aufweist,  erkennt  man  aus  dem  3.  Satze  yon  Kap.  7, 
§  11;  denn  die  Funktion  f'(z)/f(z )  ist  im  vorliegenden  Fall  doppelt- 
periodisch,  und  darum  verscliwindet  das  Integral  derselben,  fiber  den 
Rand  des  Periodenparallelogramms  erstreckt.  Bildet  man  jetzt  die 
Funktion  , 

=  f(*)  -  c, 

und  wendet  man  das  soeben  erhaltene  Resultat  darauf  an,  so  ergibt 
sich  allgemein  der  Beweis  des  Satzes. 

5.  Satz.  Liegen  die  Nullpunkte  und  die  Pole  der  Funktion  f  (^) 

m  den  Punkten  ...  an  bzw.  (3lf  ...  des  Periodenparallelogramms, 
so  ist 

n  n 

X7  X7 

i  =  1  i  =  1 


iK<  —  —  I',  =  0  (mod.  to,  a'). 


Der  Satz  ist  sclion  deshalb  bemerkenswert,  weil  er  eine  fiir  die 
doppeltperiodischen  Funktionen  bestehende  Bedingung  enthalt  wofur 
be,  den  einfach  periodischen  Funktionen,  some  fruher  auch  bei  den 
rat, onalen  Funktionen  kein  Vorbild  existiert.  Wir  durften  niimlich 
be,  der  Bddung  einer  ratio, mien,  sowie  einer  einfaeh  periodischen, 

Funktion,  d,e  Nullpunkte  und  die  Pole  anlegen,  wo  es  uns  beliebte 
vorausgesetzt  nur,  daB  die  Gesamtzabl  beide,  die  namliche  war  Jet* 
it”*"  eine  Einscbrankung  auferlegt.  Wir  dS 

a::  — - — - 

Funktr  BeWeiSe  braUCht  man  WoB  die  s«—  der  Residuen  der 

*f  (*) 
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mi  Penodenparallelogramm  zu  berechnen.  In  einem  Nullpunkte  oder 
P°le  hat  das  Residuum  den  Wert  «.  bzw.  -ft.  Die  Summe  der 
Besiduen  fur  das  ganze  Penodenparallelogramm  bildet  also  die  linke 

Seite  der  zu  beweisenden  Kongruenz.  Andererseits  wird  man  das 
Integral 

1  r  zf  (z)  dz 

"l7t  i  J  f{z) 

uber  den  ganzen  Rand  des  ParaDelogramms  erstrecken.  Wie  eine  kurze 
Rechnung  zeigt,  liefern  die  Seiten 


z0  +  cot, 
zo  “b  05  + 


zusammengenommen  den  Beitrag: 


O^F 
0  <*<  1, 


1 

CO  f*  u  f  +  cot)  ,  co' 

2niJ  f  (z0  -f  c of)  2  it  i  +  63  ^ 


=  m  co 


wo  m  eine  ganze  Zahl  ist.  Ebenso  ergeben  die  beiden  anderen  Seiten 
den  Wert  nico,  worn  it  dann  der  Satz  bewiesen  ist. 

Zusatz.  Nimmt  f(z)  einen  beliebigen  Wert  C  in  den  Punkten 
ylf  ...  yn  des  Parallelogramms  an  and  ist  f  (z)  keinc  Konstante,  so  ist 


n  n 

'Syi  —  ^ =  0  (mod.  co,  co'). 

i=  1  i = 1 

6.  Satz.  Ilaben  die  Funktionen  f  (z),  cp(z)  ein  gemeinsames  Perioden- , 
parallelogramm,  so  sind  dieselben  (lurch  eine  irreduzibele  algebraische  Glei- 
chung  miteinander  verkniipft: 

/Ml -°- 

Indem  wir  vom  trivialen  Falle  cp{z),  f(z)  =  const,  abselien,  und  mm 
(1)  W=cp(z),  Z  =  f(z), 

setzen,  entsprechen  einem  willkiirlichen  Werte  you  Z  im  allgemeinen  n 
verschiedeue  Punkte  des  Periodenparallelogramms.  Eine  Ausnahme  tritt 
nur  dann  ein,  wenn  f'(z)  versckwindet.  Wir  wollen  die  im  Parallelo¬ 
gramm  belegenen  WArzeln  letzterer  Funktion: 

f  (z)  =  0,  z  =  a1}  . . .  ak, 

sowie  die  entsprechenden  Punkte  der  ^v-Ebene: 

Z=Ai  =  f(at), 


i  =  1, ...  k, 
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aufzeichnen.  In,  ubrigen  seien  *-bu...b,  die  im  ParaUelogramm 
befindlichen  Pole  von  f(g)  und  (p(z),  und  man  markieie  nock  die 

"  z=b,-  m,  i- 1,. 


i. 


Jetzt  kniipfen  wir  an  den  1.  Satz  von  Kap.  8,  §  15  an,  indem  wir 
konstatieren,  a)  dafi  jedem  Werte  Z'  von  if  mit  Ausnahme  von  Aif  Bj 
n  Werte  von  W  entsprechen1);  b)  dab  in  der  Nahe  von  Z  diese  ii  1  unk- 
tionswerte  zu  n,  je  im  Punkte  if'  analytischen  Funktionen  zusammen- 
o-efaBt  werden  kbnnen,  wodurck  dann  auch  der  ganze  \  orrat  von 
TU-Werten  gerade  ersckopft  wird;  c)  daB  die  Ausnalnnepunkte  Ai}  B b 
bocbstens  Yerzweigungspunkte  und  Pole  bilden,  wobei  ferner  die  Funk- 
tion  in  ersteren  entweder  endlicb  bleibt  oder  aber  unendlich  wird; 
und  endlicb  d)  daB  sick  jeder  Zweig  der  Funktion  TU  in  jeden  an- 
deren  durck  analytiscke  Fortsetzung  iiberfiikren  laBt. 

Der  Beweis  von  a)  ist  bereits  erbrackt.  Um  b)  darzutun,  be- 
achten  wir,  daB  dent  Punkte  Z'  n  getrennte  Punkte  des  Perioden- 
parallelogramms  entsprecken,  in  deren  jedem  f(z)  4=  0  ist;  darum  wird 
die  Umgebung  eines  jeden  derselben  ein-eindeutig  und  konform  auf 
die  Umgebung  von  Z  bezogen,  wo  sick  dann  W  seinerseits,  als  Funk¬ 
tion  von  Z  betracktet,  analytisch  verkalt.  Des  weiteren  folgt  c)  daraus, 
daB  in  der  Umgebung  eines  Ausnakmepunktes  die  Wertepaare  (  W,  Z) 
auf  Grund  der  Beziekungen  (1)  durck  eine  oder  mekrere  Parameter- 
darstellungen  von  der  Art,  wie  sie  in  Kap.  8,  §  14  betracktet  wurden, 
je  gerade  einmal  zum  Ausdruck  gelangen.  Was  endlicb  d)  anbetrifft, 
so  sei  Z*  ein  innerer  Punkt  des  Bereicks,  in  welckem  der  eine  Zweig 
definiert  ist,  und  sei  ex  eine  Wurzel  der  Gleickung  Zx  =  f(e).  Ebenso 
mogen  Z2,  z2  in  Bezug  auf  den  anderen  Zweig  genommen  werden. 
Dann  kann  man  zl  und  z2  mittels  einer  solcken,  durch  keinen  der 
Punkte  ai}  bj  gekendan  Kurve  miteinander  verbinden,  welche  der 
Variabelen  Z  vermoge  (1)  einen  Weg  in  der  Z- Ebene  anweist,  derart, 
daB  del-  eine  jener  Zweige  in  den  anderen  derselben  langs  dieses 
Weges  analytisch  fortgesetzt  werden  kann. 

Hiermit  ist  der  Beweis  im  allgemeinen  Falle  fertig.  Das  Polv- 
nom  G(W,Z)  steigt  bis  znm  Grade  n  in  W  an.  Im  besonderen 
konnen  jedocb  mehrere  Bestimmungen  von  W  in  alien  Pnnkten  Z 
miteinander  zusammenfallen,  wie  das  Beispiel  cp  (*)  =  /'(^  zeigt  Sei 


r  -  ^r^trfellisYee Weit 

d-en  Fall,  urn  die  nS  W„zung  dann  am  sZLTL^JZ 
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alS0  Zo  +  Bj  ein  beliebiger  Wert  yon  Z,  und  seien 


F  imktion  aus  jedem  Systeme  beibehalt,  ein  irreduzibeles  algebraisches 
ejilde,  G(}\  ,  Z)  =  0,  sicb  ergibt,  wobei  dann  TV  bis  .zum  Grade 


m  =  njk  ansteigt. 


Zusatz.  Jede  doppeltperiodische  Funhtion  f(z)  genii gt  einer  al- 
gebraischen  Differ entialgleichung  erster  Ordnung,  in  welcher  die  wmb- 
liangige  Variabele  nield  explizite  vorhommt: 


&[f'  0);  f(e)]  =  0. 


Hierbei  hat  das  algebraische  Gebilde  G[W,  Z]  =  0,  sofern  sich  die 
Funhtion  f  (z)  nieht  auf  eine  Konstante  reduziert das  Geschlecht  1. 

Briot  und  Bouquet1)  kaben  die  gauze  Klasse  von  algebraischen 
Differentialgleickungen : 


auf  die  Existenz  eines  eindeutigen  Integrals  w  =  f{z)  kin  untersuckt. 
Es  kat  sick  dabei  ergeben,  daB  im  Falle  p  =  0,  wo  p  das  Gesckleckt 
des  algebraiscken  Gebildes  G[W,  Z]  =  0  bedeutet,  die  FunktionV(^) 
entweder  eine  rationale  Funktion  yon  z  oder  aber  eine  rationale 
Funktion  von  eaz  sein  muB.  1st  dagegen  p=l,  so  muB  f(z)  eine 
doppeltperiodische  Funktion  von  z  sein.  Darnach  ist  das  Gesckleckt 
des  im  Zusatze  auftretenden  algebraiscken  Gebildes  G[W,  Z]=0 
notwendig  gleich  1,  sofern  sick  f  (z)  nickt  auf  eine  Konstante  reduziert. 

Aufgabe.  Man  beweise  folgende  Siitze: 

a)  Haben  die  doppeltperiodischen  Funktionen  f(z)  und  (p{z)  • 
gleicke  Perioden  und  stimmen  ikre  Hauptteile  in  jedem  im  Perioden- 
parallelogramm  belegenen  Pole  miteinander  iiberein,  so  ist 


<p  (z)  =  f(z)  +  Konst. 


b)  Haben  die  doppeltperiodischen  Funktionen  f(z)  und  cp(z). 
gleiche  Perioden  und  fallen  die  Nullpunkte  und  Pole  der  einen  funk- 


1)  Theorie  des  fonctions  elliptiques,  2.  Aufl.,  18  <5,  livre  V. 
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tion  jeden  auch  seiner  Multiplizitat  nach  gerechnet,  bzw.  mit  den 
Nulipunkten  und  Polen  der  anderen  Funktion  zusammen,  so  1st 

cp(z)  =  Cf(e). 

c)  Hat  f(z)  nur  zwei  Pole  erster  Ordnung  in  einem  Perioden¬ 
parallelogramm,  so  miissen  die  entsprechenden  Perioden  ein  primitives 
Periodenpaar  bilden. 

d)  Haben  die  doppeltperiodischen  Funktionen  f{z)  und  cp  (z)  nur 
zwei  Pole  erster  Ordnung  im  Periodenparallelogramm  und  fallt  auBer- 
dem  jeder  Pol  der  einen  Funktion  mit  einem  Pole  der  anderen  Funk¬ 
tion  zusammen,  so  ist 

<p(Y)  ==  C  f  (z)  -f  C' . 


§  6.  Uber  doppeltperiodische  Funktionen  zweiter  Ordnung. 

Unter  der  Ordnung  einer  doppeltperiodischen  Funktion  versteht 
man  die  Gesamtzahl  der  im  Periodenparallelogramm  belegenen  Pole. 
Nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  ist  eine  doppeltperiodische 
Funktion,  welche  keine  Pole  besitzt,  eine  Konstante,  und  eine  erster 
Ordnung  gibt  es  nicht.  Einer  zweiter  Ordnung  sind  wir  dagegen  be- 
reits  einmal  begegnet,  und  zwar  war  das  die  zum  elliptischen  Integrale 


,=  f 

J  1 


dt 


ya-n  a -**£») 

o 

inverse  Funktion  (vgl.  Kap.  9,  §  6) 


tv  =  sin  am  z  —  sn  z. 


DaB  es  nun  allgemein  zu  jedem  beliebigen  Periodenparallelogramm 
doppeltperiodische  Funktionen  sowohl  mit  zwei  einfachen  getrennten 
Polen  als  auch  mit  einem  einzisren  Pole 
zweiter  Ordnung  gibt,  wird  im  nachfolgen- 
den  Kapitel  gezeigt. 

Sei  also  f(z)  eine  doppeltperiodische 
Funktion  zweiter  Orduung  mit  getrennten, 
in  den  Punkten  ,  /32  des  Periodenparallelo- 
gianims  gelegenen  Polen.  Der  Vereinbarung 
bezuglich  der  Zugehorigkeit  der  Randpunkte 
geniaB  wird  dann 

Osgood,  Vunktionentlieorie.  I.  2.  Aufl. 
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Pi  ~  Pi  0  C3  0  0) 

sein,  wobei  —  1  <  0  <  1,  und  ebenfalls  -  1  <  0'<  1  ist.  Indem  win 
den  Mittelpunkt  der  Strecke  (/ft,  /ft)  mit  c  bezeichnen: 

c  —  &  +  ft 
c  ~  2  ’ 


verlegen  wir  den  Anfang 
Dann  wird 


in  diesen  Punkt: 

Z  =  Z  —  C. 


P'x  =  fix 

fi\  -  Px 


0 

2 


-  ft  +  ft 


03 


sein.  Femer  soil  das  Periodenparallelogramm  durch  ein  neues  ersetzti 
werden,  dessen  Mittelpunkt  im  Punkte  z  =  0  liegt.  Dann  liegen  beide 
Pole  /3\,  fi2  wirklich  innerhalb  des  Parallelogramms.  Von  jetzt  ab 
wollen  wir  die  Stricke  fortlassen,  also  die  transformierte  Funktion 
schlechtweg  mit  f  (z) ,  deren  Pole  mit  /ft,  /ft  bezeichnen. 

Nach  dem  5.  Satze  von  §  5  hat  man  nun,  da 


Pi  +  &  —  0 


ist,  die  Relation: 

c,=  0  (mod  03 ,  os') 

und  zwar  wird  stets  ax  +  a2  =  0  sein,  sofern  niclit  gerade  einer  und 
daher  auch  beide  der  Nullpunkte  a  auf  dem  Rande  des  Parallelo¬ 
gramms  liegen.  Ferner  wird  noch  die  Summe  der  beiden  Punkte,  ini 
denen  f(g)  einen  beliebigen  Wert  annimmt,  im  allgemeinen  gleich  0. 
sein,  §  5,  Zusatz  des  5.  Satzes.  Nun  heiBt  das  aber  geometriscb  nichts 
anderes,  als  daB  die  Punkte  des  Parallelogramms,  in  welchen  f{z)  deni 
Wert  C  annimmt,  sofern  sich  dieselben  innerhalb  des  Parallelogramms 
befinden,  inbezug  auf  den  Mittelpunkt  z  =  0  desselben  symmetrise! 
liegen.  DemgemaB  ist  allgemein 


d.  h.  f(t)  ist  eine  gerade  Funktion.  Da  die  Ableitung  einer  geradei). 
Funktion  ungerade  ist,  so  hat  man  ferner. 


Im  ubrigen  hat  f(z)  einen  Pol  zweiter  Ordnung  in  jedem  der  Punkte 
p, ,  ft,,  und  zwar  fehlt  der  lineare  Term  im  Hauptteil  desselben, 
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das  Residuum  verschwindet  dort;  sonst  verhalt  sich f(*)  analytisch 
im  Periodenparallelogramm.  Hiermit  erweist  sich  /  (a)  als  von  der 

vierten  Ordnung.  ,  XT  ,,  ,  . 

Auf  Grund  dteser  Relationen  lassen  sich  auch  die  JNullpunFte 

von  f\z)  leicht  hestimmen.  Im  Punkte  z  =  0  verhalt  sich  f'(z)  ana¬ 
lytisch,  und  da  iiberdies 

r(o)--r(o) 


ist,  so  ist  z  =  0  eine  Wnrzel  von  f{z).  Des  weiteren  verhalt  sich 
f(z)  im  Randpunkte  £  =  {to  analytisch,  und  da  nun 

fo)  =  -  f  (-  {«)  =  -  />  -  {to)  =  -  r({«) 

ist,  so  folgt,  daB  *  =  {to  eine  zweite  Wurzel  von  /’'($)  ist.  In  ahn- 
licher  Weise  findet  man,  daB  f'(z )  in  2  =  {to',  {to  -f  { to'  verschwindet. 
Hiermit  sind  alle  vier  Wurzeln  von  f'(z)  ermittelt. 

Jetzt  wollen  wir  die  Form  der  Differentialgleichung  fiir  f  (z): 


erforschen. 


0[TM,  fW\  =  o 

Setzt  man 

Z-f{z),  W  =  f  (e), 


so  kann  man  ohne  weiteres  folgende  Schliisse  ziehen: 

a)  jedem  Werte  von  Z  entsprechen  zwei  im  allgemeinen  getrennte 
Werte  von  W ; 

*  b)  diese  beiden  Werte  von  IV  sind  einander  entgegengesetzt  gleich* 

c)  jedem  AVerte  von  W  entsprechen  hochstens  vier  getrennte 
Werte  von  Z\ 

d)  W  und  Z  werden  gleichzeitig  unendlicb. 

Aus  a)  und  c)  geht  hervor,  daB 


G[W,  ZJ  =  A0 (Z)  W*+  At(Z)  W  +  A2(Z) 

ist,  wobei  Ai  ein  Polynom  hochstens  vom  vierten  Grade  in  Z  ist. 
Wegen  a)  verschwindet  A0(z)  nicht  identisch,  und  wegen  d)  reduziert 
sich  A0(Z)  auf  eine  Ivonstante.  Ferner  verschwindet  At(z)  weo-en  b) 
identisch.  Nun  weiB  man  aber  bereits  die  Werte  von  *  wofur  f'(z) 
verschwindet.  Fiir  diese  hat  Z  die  Werte:  W 


^W(O),  Z-ffa), 


auBerdem  nimmt  /'(*)  den  gleichen  Wert  in 
memals  an,  da  /'(*)  in  jedem  derselben  den 


zwei  von  diesen  Punkten 
jeweiligen  Wert  bereits 


31* 


484 


HI,  10.  Periodische  Funktionen. 

zweimal  annimmt.  Daher  muB  A,  wirklick  vom  vierten  Grade  sein. 
und  wir  finden  nunmehr: 


Die  Funktion  f  (s)  ist  nichts  anders  als  die  sum  elliptischen  Inte¬ 


grate 


A 

-l 


dZ 


VG(Z  -  Z0)  (Z  -  ZJ  (Z  -  Z2)  (Z-Z3) 


inverse  Funktion  Z(z ): 

z-f  w-  ! 

Durch  eine  geeignete  lineare  Transformation  von  Z  laBt  sich 
dieses  Integral  nocli  auf  die  Jacobische  Normalform: 


r  dt _ 

J  V(T- s*) (i - v 


r2) 


bringren.  Es  wird  namlich  in  der  Tbeorie  der  binaren  Formen  ge- 
zeigt,  daB  zwei  beliebige  binare  quadratiscbe  Formen,  deren  vier 
Wurzeln  alle  getrennt  liegen,  zu  einer  quadratischen  Form  AnlaB 
geben,  deren  beide  Wurzeln  die  Wurzeln  der  einen,  sowie  diejenigen 
der  anderen  vorgelegten  Formen  harmonisch  teilen.  FaBt  man  daher 
die  vier  Punkte  Z0, .  .  .  Z.3  zu  Paaren  zusammen  und  suclit  mao  dann 
das  entsprechende  Punktepaar,  so  braucht  man  letztere  Punkte  nur 
noch  durch  eine  geeignete  lineare  Transformation  in  die  Punkte  £  =  0,  00 


iiberzufiihren,  um  jene  Normalform  des  Integrals  zu  erzielen. 

In  ahnlicher  Weise  verfahrt  man  auch  mit  denjenigen  Funktionen 
zweiter  Ordnung,  die  bloB  einen  einzigen  Pol  haben.  Da  ergibt  sich, 
daB  eine  solche  Funktion  ebenfalls  einer  Differentialgleichung  von  der 


Form  geniigt: 


[f0)]2= 


wobei  aber  jetzt  G  ein  Polynom  dritten  Grades  mit  getrennten 
linearen  Faktoren  bedeutet.  In  beiden  Fallen  hat  die  der  algebraischen 
Gleichung  G[  W,  Z\  =  0  entsprechende  Riemannsche  Flache  zwei  Blatter, 
welche  in  vier  Yerzweigungspunkten  zusammenhangen.  Im  iibngen 
laBt  sich  die  eine  Form  der  Gleichung  ein-eindeutig  in  die  andere 
transformieren,  da  beide  ja  auf  die  Noimalforui 


grebracht  werden  konnen. 

cD 
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Kon  for  me  Albildung  des  Periodenparallelogramms  auf  eine  zwei- 
Udttrige  Flache.  Durch  die  Fnnktion 

^ « m 


wirtl  das  Periodenparallelogramm,  wie  wir  jetzt  beweisen  wollen,  ein- 
eindeutig  und  im  allgemeinen  konform  auf  eiue  zweibliittrige  Rie- 
maimsche  Flache  nut  yier  Verzweigungspimkten  abgebildet.  Dabei 
creht  der  Rand  des  Parallelogrannns  in  eine  geschlossene,  die  Flache 
nicht  zerstiickelnde  Kurve  mit  einern  Doppelpunkte  fiber.  Wir  wollen 
uns  wieder  auf  Funktionen  f\z)  mit  zwei  getrennten  Polen  besckriinken 
und  im  fibrigen  alle  die  frfiheren  Festsetzungen  bezfiglich  derselben 
noch  beibehalten. 

Indem  wir  an  den  Abbildungssatz  von  Kap.  8,  §  5  ankntipfen, 
zevlegen  wir  das  Periodenparallelogramm  yorab  in  vier  ahnliche  Paral- 
lelogramme  und  beginnen  mit  einem  davon,  dem  Bereich  I,  welcher 


keinen  Pol  enthalten  moge.  Im  anderen  Falle  wird  man  void  Be- 
reiche  II  ausgelien;  sollte  endlich  ein  Pol  auf  der  punktierten  Be- 
grenzung  von  1  liegen,  so  braucht  man  nur  den  Rand  des  Perioden- 
parallelogramms  in  geeigneter  Weise  zu  verbiegen.  Da  f(0)  gerade 
ist,  so  mmmt  diese  Fnnktion  jeden  ihr  in  I  zukommenden  Wert  zum 
zweiten  Male  im  Bereiche  III  an.  Hieraus  folgt  nun  insbesondere, 
daB  sie  den  namhchen  Wert  in  zwei  getrennten  Kandpunkten  von  I 
memals  ann.mmt.  Wir  sehen  also,  daB  die  Fnnktion  Z  -  fU)  alien 
Anforderungen  jenes  Abbildungssatzes  im  Bereiche  I  genii.*  und 

endliches  Stuck  /  der  Z-Ebene  ab.  Dabei  besteht  der  Rand  von  /' 
emer  regularen  Kurve,  C,  wclche  in  den  vier  Punkten: 
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Ecken  aufweist,  deren  Winkeloffnungen  gerade  doppelt  so  groB  sind, 
wie  die  entsprechenden  Winkel  im  Parallelogramm. 

Im  Bereiche  II  hat  f(g)  dagegen  einen  Pol,  die  Punktion  genugt 
aber  dort  alien  den  Bedingungen  des  erweiterten  Satzes  von  Kap.  8,  §  5, 
und  demnach  bildet  sie  den  Bereich  II  auf  das  AuBere  IV  des  Be- 
reiches  I'  in  derZ-Ebene  konform  ab.  Fiigt  man  nocb  die  Bereiche 
I  und  II  liings  des  der  Strecke  (0,  4 to)  der  ^-Ebene  entsprechenden. 
Bogens  C3  zusammen,  so  erhalt  man  als  Abbild  des  Gesamtbereiches 
I,  II  die  kings  des  iibrigen  Bogens  von  C  aufgescbnittene  erweiterte 
Z-Ebene. 

Unter  Benutzung  des  Umstandes,  daB  f(g)  gerade  ist:  f{z)  =  f(—z), 
findet  man  ferner,  daB  der  Gesamtbereich  III,  IV  auf  ein  gleiches 
zweites  Blatt  der  ^-Ebene  abgebildet  wird.  DemgemiiB  ergibt  sick 
als  endgiiltige  Abbildung  des  Periodenparallelogramms  die  aus  diesen 
beiden  Blattern  bestebende  Riemannsche  Flache,  wobei  der  Bogen  C0 
als  Verzweigungsscknitt  dient,  wahrend  die  weiteren  Bogen  Cx,  C2 
bzvr.  den  beiden  Paaren  gegeniiberliegender  Seiten  des  Parallelo- 
gramms  entsprecben. 

Der  Leser  wolle  sicb  ein  Model!  dieser  zweiblattrigen  aufgescbnit- 
tenen  Flache  nacb  der  Anweisung  von  Kap.  8,  §  4,  Fig.  83  verfertigen. 
Er  wird  dann  sofort  erkennen,  wie  sicb  die  Riemannsche  Flache  fiir 
den  Gesamtverlauf  der  zuZ  =  f(e)  inversen  Funktion  g(Z)  zusammen- 
setzt,  indem  namlich,  der  Angliedernng  eines  neuen  Parallelogramms 
der  ^-Ebene  entsprecbend,  ein  weiteres  derartiges  zweiblattriges  Haclien- 
stiick  an  den  bereits  vorkandenen  Komplex  angekangt  und  langs  eines 
Teiles  des  Randes  mit  diesem  verscbmolzen  wird;  hieruber  vergleicbe 
man  nocb  die  in  §§  8,  9  des  8.  Kapitels  besprocbenen  transzendenten 
Riemannscben  Flacben. 

Anderseits  vermag  man  aus  derselben  zweiblattrigen  Fliiclie, 
welcbe  soeben  modeRiert  ist,  eine  gescblossene  zweiblattrige  Flache 
berzustellen,  welche  als  Riemannsche  Flache  fur  das  obige  algebraiscke 

Gebilde: 

(1)  if  2=  C{Z—  Z0)(Z-  ZX)(Z  —  Z3) 

dienen  kann.  In  der  Tat  nimmt  f(z)  gleicbe  Werte  in  einander  gegen- 
iiberliegenden  Randpunkten  g  und  g  +  co  resp.  g  und  £  +  a  es 
Parallelogramms  an,  daber  wird  man  jedes  der  beiden  Blatter  langs 
des  Bogens  Cx  zu  einem  unversekrten  Blatte  erganzen  konnen,  a- 


§  6. 


Uber  doppeltperiodische  Funktionen  zweiter  Ordnung 
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rreaen  gehen  die  Blatter  langs  C3  ineinander  uber.  Hiernach  hangen 
Ilso  die  beiden  Blatter  langs  zwei  Verzweigungsschmtte  miteinander 
zusaminen,  and  zwar  liegen  letztere  fiber  den  beiden  Bogen  6  and  C2. 

Auf  der  soeben  erhaltenen  zweiblattngen  Flacbe  verlauft  W,  als 
Funktion  von  'z  betracbtet,  eindeutig  und  besitzt  dort  auBerdem  keine 
anderen  Singularitaten  als  Pole.  Diese  Flacbe  vermag  darum  als  erne 
Riemannsche  Flacbe  fur  das  algebraiscbe  Gebilde  (1)  zu  dienen.  An- 
dererseits  bat  man  durcb  die  Funktion  f(z)  und  deren  Ableitung  eine 
Uni  form  isierurig  dieses  Gebildes  erbalten: 

Z-m,  T  V  =  f\z). 


Hierbei  entspricbt  jedem  Werte  z  ein  Punkt  des  Gebildes,  wabrend 
umgekebrt  jeder  Punkt  (W,  Z)  des  Gebildes  zu  einem  und  nur  einem 
Punkte  z  des  Fundamentalraumes  der  Funktion  f  (z)  fiibrt. 

Wir  fiigen  nocb  die  Bemerkung  binzu;  daB  das  biermit  erbaltene 
Resultat  zugleicb  fiir  eine  beliebige  Funktion  zweiter  Ordnung  mit 
getrennten  Polen,  sowie  auch  mit  einem  einzigen  Pole  zweiter  Ord- 
nuim  gilt. 

Aufgabe.  Sei  cp(z)  eine  beliebige  ungerade  doppeltperiodische 
Funktion,  welche  keine  Konstante  ist,  und  sei  Uj  irgend  eine  halbe 
Periode  derselben.  Man  zeige,  daB  25  entweder  eine  Wurzel  oder  ein 
Pol  von  <p(V)  ist,  und  daB  im  iibrigen  die  Ordnung  der  Wurzel  resp. 
des  Poles  ungerade  ist. 

Man  zeige  ferner,  daB 


qp  (w  +  z)  =  —  (p  (oJ  —  z). 


7.  Satz.  Jede  doppeltperiodische  Funktion  cp(z)  la  (it  sich  durch 
eine  beliebige  doppeltperiodische  Funktion  ziveiter  Ordnung  f(z)  und 
deren  Ableitung  /  (V)  rational  ausdriicken ,  vorausgesetzt  nur ,  daft  ein 
der  Funktion  f(z)  zugehoriges  primitives  Periodenparallelogramm  auch 
fiir  (p(z)  ein  ( htcht  noticendig  primitives)  Periodenparallelogramm  bildet. 

Yerpflanzt  man  namlicb  die  Funktion  <p(z)  auf  die  soeben  be- 
sprocliene  zweiblattrige  Z- Flacbe,  so  verlauft  sie  dort  eindeutig  und 
weist  auBerdem  keine  anderen  Singularitaten  als  Pole  auf.  Infolge- 
dessen  laBt  sie  sicb  als  rationale  Funktion  von  W,  Z  darstellen  vgl. 
Kap.  8,  §  15,  3.  Satz,  und  biermit  ist  der  Beweis  erbracht. 


ZweUer  Beweis.  Der  Satz  bum  auch  ohue  Heranziehung  der 
zweiblattngen  Flache  bewiesen  werden.  Sei  v(s),  sowie  f(t)  zunitchst 
eme  gerade  Funktion.  Dann  nimmt  9(>)  in  jedem  Punktepaare 
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dessen  Verbindungsstrecke  durcli  z  =  0  balbiert  wird,  gleicbe  Werte  an 
uud  erscbeint  daher  als  eine  eindeutige  Fimktion  von  Z  =  f(z).  Da 
diese  Fimktion  auBerdem  im  allgemeinen  analytisch  ist  und  kerne  an- 
deren  Singularitaten  als  Pole  besitzt,  so  ist  sie  rational. 

Sei  zweitens  <p(e)  eine  ungerade  Fimktion  von  z,  wabrend  f(g\ 
nocli  immer  gerade  bleibt.  Dann  wird  (p{z)jf'{z)  gerade  sein,  und 
infolgedessen  wird  bier 

vW-rWJBI/W].  I': 

Ist  cp(z)  dagegen  weder  gerade  nocb  ungerade,  so  liiBt  sick  <p(g)  . 
immerbin  als  die  Sumnie  einer  geraden  und  einer  ungeraden  Funktion 
darstellen : 

9>0)  =  T  [9>W  +  9>(“  «)]  +  {  |>0)  -  <P(~  *)],  i 

womit  sick  dann  der  Beweis  aucb  in  diesem  Falle  ergibt. 

Vermoge  der  voraufgebenden  Entwicklungen  kann  man  nunmehr 
den  Fall  erledigen,  daB  aucb  f(z)  keine  gerade  Funktion  ist,  indem 
man  vermoge  einer  liuearen  Transformation  der  unabbangigen  Va- 
riabelen: 

a  =  *1  +  y 

bewirkt,  daB  f(z)  in  eine  gerade  Funktion  von  zt: 

tip)  =  f(h  +  r)  =  fiM  •  '  ' 

verwandelt  wird.  Alsdann  braucht  man  ep(z)  =  q>(zt  +  y)  =  qp’iOb)  nur  ‘ 
rational  durcb  f^izfi)  und  f-[{zfi)  auszudriicken,  um  bierauf  zur  urspriing- 
licben  Yariabelen  z  wieder  zuriickzugehen. 

Aufgabe  1.  Sei  f  (z)  eine  gerade  Fimktion  zweiter  Ordnung, 
und  sei  n  eine  natiirlicbe  Zabl.  Dann  geniigt  f(z/n)  einer  algebra- - 
iscben  Gleicbung,  deren  Koeffizienten  linear  und  ganz  von  f(e)  ab-  • 
bangen. 

Aufgabe  2.  Sind  f(g),  F (z )  zwei  gerade  Funktionen  zweiter i 
Ordnung,  so  sind  sie  durch  eine  lineare  Relation  miteinander  verkniipfi 

§  7.  Weitere  Satze  betreffend  doppeltperiodische  Funktionen. 

8.  Satz.  Der  siebente  Satz  leifit  sick  dahin  verallgemeinern ,  dafiman 
an  Stelle  der  Funktion  zweiter  Ordnung  f(z)  eine  beliebige  Funkiton  • 
n-ter  Ordnung  ik  (z)  treten  lei  fit. 

Zum  Beweise  fasse  man  die  irreduzibele  algebraisclie  Gleicbung. 
ins  Auge,  welche  dem  Zusatze  des  G.  Satzes  von  §  5  znfolge  die  be,-. 


§  7.  Weitere  Satze  betreffend  doppeltperiodische  lunktionen. 
den  Funktionen 


489 


(1) 

miteinander  verkniipft: 
(2) 


Z  =  ip(z),  W=ip'(z) 
G[W,Z]  =  0. 


Ich  behaupte:  der  Grad  von  G  in  TI  ist  gleich  u.  In  der  lat  sei  Z0 
ein  Wert  von  Z,  wofiir  alle  Wurzeln  von  (2)  endlich  und,  sowie 
diejenigen  der  ersten  Gleichung  (1): 

(3)  Z0  =  ip(z), 

voneinander  verschieden  sind.  Ware  nun  der  Grad  von  G  in  TV  kleiner 
als  n,  so  miiBte  es  zwei  im  Periodenparallelograram  belegene  W  urzeln 
von  (3):  z  —  a,  b  geben,  derart,  dab  gleichzeitig 

4’ (a)  =  tp(b),  ip'(a)  =  xp'(b) 

ware.  Daraus  folgt  aber  allgemein: 


4>[k)  («)  =  4>W(b),  k 

Differentiiert  man  namlich  (2)  nacli  z,  so  kommt: 


2,3, 


V  0); 


wobei  der  obigen  Voraussetzung  beziiglieh  Z0  zufolge  Gw\ip'(a),  ip(a)] 
nicbt  verschwindet,  Durcb  den  ScbluB  von  k  auf  k  +  1  ergibt  sicb 
noch  allgemein,  daB  jede  spatere  Ableitung  von  tp(z)  rational  durcli 
4>(z),  ip  (e)  ausdriickbar  ist,  und  zwar  besteht  der  Nenner  des  Bruches 
stets  aus  einer  Potenz  von  Glv[ip'(z),  ip(z)]. 

Aus  dieser  Uberlegung  gebt  nun  hervor,  daB  die  beiden  Funk¬ 
tionen  von  g: 

+  £),  ip(b  +  0, 

^‘t;“der  sind;  ™  verbalten  sich  analytisch  im 

4  =  0  untl  s‘Immen  d<»t  nebat  alien  ihren  Ableituneen  mil, 
einander  liberein.  Setzt  man  noch 


so  wird 


«  +  £  —  z,  I)  -f-  £  =  i  _  a  _|_ 

rp{z)  =  ip{z^b~-a), 


490 


HI,  10.  Periodiscke  Funktionen. 


und  daher  laBfc  die  Funktion  ^(V)  die  Periode  b  —  a- zu.1)  In  diesem 
Widersprucli  liegt  der  Beweis  der  Behauptung. 

Der  Beweis  des  Satzes  folgt  nunmehr,  unter  Heranziehung  des 
3.  Satzes  von  Ivap.  8,  §  15,  daraus,  daB  cp(z),  auf  die  der  Gleickung  (2) 
zugehonge  Z-Flache  verpflanzt,  dort  eindeutig  verlauft  nnd  keine 
anderen  Singularitaten  als  Pole  aufweist. 

9.  Satz.  Sei  0(e)  eine  Funktion ,  deren  Periodenparallelogramm 
sich  aus  N  primitiven  Periodenparallelogrammen  der  Funktion  cp(z) 
zusamm ensetzt.  Dann  geniigt  (P  (z)  einer  irreduzibelen  algebraischen 
Gleichung  Nter  Ordnung,  deren  Koeffzienten  rational  von  cp(z),  cp'(z) 
abhdngen. 

Zu  einem  primitiven  Periodeupaar  von  cp(z):  Si,  Si',  gibt  es 
nach  Yoraussetzung  ein  primitives  Periodeupaar  von  <p(z ):  co,  a',. 
wofiir 

Si  ===  pco ,  Si'  —  q  co' 

ist.  Dabei  sind  p,  q  naturliclie  Zahlen,  deren  Produkt  gleich  N  ist. 
Dem  Umstande  entsprechend,  daB  ein  Punkt  z  des  kleinen  Parallelo- 
gramnis  N  kongruente  Punkte  im  groBen  Parallelogram m  besitzt,  — 

bei  geeigneter  Wahl  der  Parallelogramme  sind  es  die  Punkte 

’ 

z,  zF  oj  ,  z  +  2a, . . .  zF(p—l)a, 

z  F  co,  z  +  co'  +  co,  z  -f  co'  -f-  2 co,  .  .  .  z  +  co  +  (p  —  l)ra, 

z  +  (q  —  l)co',  z  F  (#  —  l)"'  +  03 ;  •  •  •  z  +  (#  —  1)  a'  +  (j?  ~  1) 03 f 

—  wollen  wir  ein  beliebiges  symmetrisches  Polynom  in  den  A  =  pq 
Argumenten: 

<Z>  (z  +  kco  -p  k' co'),  k  —  0,  1 ,  .  .  p  —  1,  k  =  0,  1,  q  1 

bilden.  Dasselbe  lafit  offenbar  die  Perioden  co,  co'  zu  und  wird  sonnt 
rational  durch  cp(z),  cp\z)  ausdriickbar.  Hieraus  erkenut  man,  daB 
die  Koeffizienten  der  algebraischen  Gleichung: 

II  [<P  —  <P  (z  F  kco  k  co )]  =  0 

als  rationale  Funktionen  von  cp(z),  cp'(z)  dargestellt  werden  konnen, 
wahrend  derselben  andererseits  durch  die  Funktion  <P(z )  geniigt  wii 

1)  Wegen  der  bier  angewendeten  SchluBweise  vgl.  Biermann, 

Funktioneyi,  S.  391. 
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Es  bleibt  also  nur  noch  fibrig  naehzuweisen,  daB  das  obige  Polynom 
sich  nicbt  in  Faktoren  zerlegen  lliBt,  deren  Koeffizienten  rational  von 
<p{z),  <p\z)  abhangen.  Gesetzt,  das  ginge  nun  an.  Dann  wfirde  Q(s) 
Wurzel  eines  Polynoms  sein,  dessen  Koeffizienten  rational  von  <p  (z), 
y(z)  abhangen,  welches  aber  bei  passender  Wahl  von  k0,  lc'0  fur  den 
Wert  =  &  (e k0a  +  k' 0a')  nicht  verschwindet.  Ffihrt  man  jetzt 
z  stetig  in  den  Wert  2  -f  Jx0n  -f  k'0a'  fiber,  so  kehren  die  Koeffizienten 
zu  ihren  ursprfinglichen  Werten  wieder  zurfick,  wahrend  das  Polynom 
bestandig  verschwindet,  und  hiermit  sind  wir  zu  einem  Widerspruch 
geffihrt. 

Zum  Schlusse  beweisen  wir  noch  das  Additionstheorem  nebst 
dessen  Umkehrung. 

10.  Satz.  Jede  doppeltperiodische  Function  (p  (z)  besitzt  ein  alge- 
braisches  Additionstheorem,  und  zivar  isi 

cp  fa  ■+  z2)  =  E  [<p  (ex),  (p\z  1),  cp  (z2),  (p'(z2)] , 


ivo  R  eine  rationale  FunUion  der  vier  Argumente  bedeutet. 

Sei  f (z)  irgend  eiue  doppeltperiodische  Funktion  zweiter  Ord- 
nung  mit  gemeinsamem  Periodenparallelogramm,  woffir  der  Satz  be- 
reits  feststeht.  Eine  solche  F  unktion  werden  wir  im  folgenden  Kapitel 
in  der  WeierstraBschen  p-Funktion  kennen  lernen;  vgl.  indessen 
auch .  nachstehende  Aufgabe  1.  Kraft  des  7.  Satzes  wollen  wir  cp(z) 
zuerst  durch  diese  funktion  uud  deren  Ableitung  ausdrficken: 

w  v  (*)-  91  [/•(*),  /»]• 

Hieraus  folgt  vor  allem: 

(2)  <f  (»,  +  %>  =  9? 1 /(>,  +  *,),  i\h  +  *,)]. 

Amdererseits  hat  man: 


;3)  .  fb  +  ti-rffh),  f'M,  »„),  /•'(,,)], 

sowie  auch 


-4)  f  -  r,  [ /•(*,),  rw,  f(t,), 

^obei  die  Elimination  von  f"(z)  aus  rrh  *  ™  •• 

n  /  \zx)  aus  cr/rz1  vermoge  der  Relation: 

[f«]2 -£[/(*)] 


P) 


jeschieht,  indem  man  diese  nach  ,  differentiiert.  Tragt  man  noch 


492 


HI,  10.  I’eriodische  Funktionen. 


die  Werte  von  f(zx  +  *8), 
kommt : 


f  (/i  +  ^2)  aus  (d) ,  (4)  in  (2)  ein,  so 


(b)  v  &  +  *.)  =  %  vw,  r w,  f  w,  f  fe)j.  _  I 

Hierbei  smd  alle  die  Funktionen  91,  r,  rly  9^  rational,  wahrend  G 
auBerdem  ganz  ist.  Der  Beweis  des  ersten  Teils  des  Satzes  erfolgt 
nun  einfack  dadurck,  daB  man  die  Relationen  (1)  und  (5)  einmal  fur 
^  =  z1}  sodann  aucli  fur  z  =  z%  ansckreibt,  uni  darauf  nocb  aus  diesen 
vier  Gleicb ungen  nebst  (6)  die  vier  Funktionen  fUX  f'(z )  f(g) 
f02)  zu  eliminieren:  ’’  ° 


G  [cp  (ex  +  z2)y  cp  (et),  cp  (z2)]  =  0, 

wo  G  ein  Polynom  bedeutet.  DaB  diese  letzte  Gleickung  nicbt  illu- 
sorisch  werden  kann,  indem  G(w1}  w2)  ?e3)  identiseh  verscbwindet 
oder  von  weniger  als  drei  Argumenten  abkangt,  folgt  sckon  daraus, 
daB  jene  iiinf  Gleic-kungen,  welche  wir  uns  zuvorderst  auf  die  Form 
von  algebraischen  Gleicbungen  gebracbt  denken  wollen,  bei  willkiir- 
licb  vorgegebenen  Werten  von  wx  =  cp  (zx)  und  w2  =  (p  (z2)  im  allge- 
meinen  nur  eine  endlicbe  Anzahl  von  Bestimmungen  der  dritten  Grofie 
w$=  zulassen,  falls  sie  gleickzeitig  besteken  sollen. 

Um  den  zweiten  Teil  des  Satzes  festzustellen,  kniipft  man  an  den 
8.  Satz  an,  indem  man  laut  desselben  f(z),  sowie  f'(z)  rational  durch 
cp(z),  cp'(z)  ausdriickt  und  dann  die  so  gewonnenen  Werte  von  , 
f'Mt  f{z2),  fW  in  (6)  eintragt. 

Wir  wollen  jetzt  die  Umkekrung  des  soeben  bewiesenen  Satzes  • 
besprecken. 

11.  Satz.1)  Eine  eincleutige  FnnJdion  cp(z),  welclie  sich  uberall  im  > 
Endlichen,  von  Polen  abgesehen ,  analytisch  rerhdlt  and  cnificrdem  tin 
algebraisches  Addition stheorem  besitzt: 

G  [ tp  (zx  +  z2),  tp  00,  cp  (**)]  =  0, 

ist  entiveder 

1)  eine  rationale  Function  von  z;  oder 

'ini. 

_ Z 

2)  eine  rationale  Funktion  von  e  ;  oder  endlich 

3)  eine  rationale  Funktion  von  f(z),  f'(z),  wo  f{s)  eine  ioppeVr  j 
periodische  Funktion  der  am  Ehujanej  des  §  1  niiher  lezeiehneten  Art  ist.  I 


1)  WeierstraB,  Vorlesu ngen . 
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Wir  bemerken  vor  allern,  daB  jede  rationale  bunktion  ein  alge- 
braisches  Additionstheorem  besitzt,  und  kounen  deshalb  dayon  ab- 
sehen,  daB  cp  (z)  rational  ist.  In  jedem  anderen  Falle  hat  cp  (z)  erne 
wesentliche  Singularity  iin  Punkte  00.  Das  hat  nun  aber  unter  den 
Voraussetzungen  des  Satzes  zur  Folge,  daB  cp  (z)  periodisch  ist.  In 
der  Tat  sei  m  der  Grad  von  G  im  ersten  Argument.  Dem  11.  Satze 
von  Kap.  7,  §  G  zufolge  gibt  es  eine  Zahl  C2,  wofiir  die  Gleichung 


C2=cp,  (z2) 


m 1  getrennte  Wurzeln  z2=  a0,  ax,  .  .  . ,  cim  hat.  Wir  wollen  £  so 
annehmen,  daB  sich  cp  (0)  in  jedem  der  Punkte  £  +  a{,  i  =  0,  1,  . . m, 
sowie  auch  im  Punkte  z  =  analytisch  verhiilt.  Sei  Cx  =  cp  (£).  Bildet 
man  nun  die  GroBen: 


+  •  •  •»  9>(J  +  0) 


so  sind  diese  samtlich  Wurzeln  des  Polynoms:  G(W,C1,C2).  Darum 
miissen  auch  mindestens  zwei  davon  einander  g-leicb.  sein. 

Wir  wollen  jetzt  zeigen,  daB  fiir  zwei  der  obigen  GroBen  ai  die 
Gleichung 


(A) 


9  0  +  ak)  =  <P  0  +  at) 


allgemein  gilt.  Beschrankt  man  namlich  z  zuniichst  auf  die  Nach- 
barschaft  des  Punktes  so  folgt  aus  der  Gleichung 


Gl<P(g  +  ad>  W,  Q]  =  0,  i  =  0,  1,  .  .  ,, 

daB  fiir  jeden  Punkt  dieser  Umgebung  die  Gleichung 

T  (g  +  ay)  =  <p  (2  +  a}) 


m, 


bestehen  muB.  Indessen  konnten  *  und  X,  soviel  man  sielit,  fii 

COni  a4  I) 1  _  1  •  1  ' 
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ID'*  2  n  i 

da6  sich  dann  national  (lurch  ausdriicken  lafit.  Sollte  das 

mcht  angehen,  so  miifite  cp{z)  mindestens  in  einem  Endpunkte  des 
Penodenstreifens  eine  wesentliche  singuliire  Stelle  im  Sinne  von  §  2 
haben.  Infolgedessen  konnte  man  durch  eine  ahnliche  Uberlegung 
wie  die  obige  zeigen,  daB  es  sogar  im  Periodenstreifen,  den  wir  ja 
als  primitiv  annehmen  wollen,  zwei  Punkte  ak  und  ax  gibt,  wofiir 
allgemein 

<P  (s  +  ak)  =  <P  0  +  «,) 

ist.  DemgemaB  laBt  aber  cp  (g)  noch  eine  Periode  ak  —  ax  zu,  welche 
kein  ganzzahliges  Vielfaches  der  dem  Streifen  entsprechenden  primi- 
tiven  Periode  a  ist.  Mit  diesem  Widerspruch  ist  der  Beweis  des 
Satzes  erbracht. 


Pkragmen1)  hat  eine  Verallgemeinerung  dieses  Satzes  bewiesen, 
welch e  folgendermaBen  lautet:  Besteht  zwischen.  drei  Elementen  einer 
monogenen  analytischen  Funktion  cp  (z) : 

<P3W> 

deren  Definitionsbereich  die  Punkte  zt  =  ct,  z2  =  c2)  tv  =  cx  -f  c2  um- 
faBt,  eine  algebraische  Relation: 


G  <PM>  Vs(*i  +  ^)]  =  °; 

so  ist  cp  (z)  entweder 


1)  eine  algebraische  Funktion  von  z\  oder 

2  iti 

2 )  eine  algebraische  Funktion  von  e  w  ;  oder  endlich 

3)  eine  algebraische  Funktion  von  f(z),  wo  f{z)  eine  eindeutige 
doppeltperiodische  Funktion  ist,  welche  keine  anderen  Singularitaten 
im  Endlichen  als  Pole  besitzt. 


Aufgabe  1.  Man  beweise  das  Additionstheorem  fur  Funktionen 
zweiter  Ordnung,  indem  man  auf  Grand  der  diesem  Paragrapken 
vorausgehenden  Entwicklungen  die  Funktion  /  (z  +  y)  durch  f(z)  und 
f\z)  explizite  auswertet.  Dabei  darf  man  zunackst  annehmen,  daB 
f(z)  eine  gerade  Funktion  ist. 

Aufgabe  2.  Sei  cp  (z)  eine  eindeutige  Funktion  von  z,  welche 


im  Endlichen  keine  anderen 


singularen 


Stellen  als  Pole  hat  und 


1)  Acta  mathematical  Bel.  7  (1885),  S.  33. 
strafS  her;  Schwarz,  Formeln  und  Lehrsdtze 
Funktionen,  §  1. 


Der  Satz  riihrt  von  Weier- 
zum  Gebraucli  der  elliptischen 
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auBerdem  einer  Differentialgleichung  von  der  Form: 

genugt,  wo  G  ein  irreduzibeles  Polynom  ist.  Man  zeige,  daB  <p(z) 
dann  entweder  rational  oder  periodisch  ist,  und  zwar,  im  Fall  <p(z) 
nur  einfach  periodisch  ist,  dafi  (p  (z)  dann  keine  wesentliche  singulars 
Stelle  im  Fundamentalraume  besitzt. 


f 

§  8.  Eine  auf  den  Fundamentalbereich  fufiende  Definition  der 

periodischen  Funktionen. 


Aus  den  vorstehenden  Entwicklungen  ist  deutlich  hervorgegangen, 
welche  einschneidende  Bedeutung  der  Begriff  des  Fundamentalbereicbes 
fur  die  Theorie  der  periodischen  Funktionen  besitzt.  Auf  diesen  Be¬ 
griff  griindet  sich  auch  die  Theorie  der  automorphen  Funktionen, 
wie  sie  im  Sinne  der  Riemannschen  Funktionentheorie  entwickelt 
worden  ist.  Wir  wollen  noch  zum  SchluB  einen  Satz  beweisen,  wo- 
nach  die  Definition  einer  periodischen  Funktion  auf  Grund  ihres  Ver- 
haltens  im  Fundamentalraume  ohne  Bezug  auf  angrenzende  Gebiete 
getroffen  werden  kann. 


Theorem,  f  erhalt  sich  die  Funktion  f(z)  in  jedem  inneren  Punkte 
eines  Parallelstreifens  bzw.  eines  Parallelogramms  analytiscli,  wofern 
man  blofi  von  etwaigen  Polen  absieht,  und  nahert  sich  f(z)  ferner  in 
jedem  eigentlichen  Bandpunkte  einem  Grenzuerte;  stimmen  endlich  diese 
Bandit erte  paarweise  in  kongruenten  Bandpunkten  iiberein,  so  ist  f{z) 
eine  periodische  Funktion,  deren  Singularitdten ,  sofern  sich  f(z )  niclit 
auf  eine  Konstante  reduziert,  lediglich  aus  den  im  Fundamentalbereiclie 
gelegenen  Polen  nebst  den  damit  kongruenten  Punkten  der  Ebene  und 
emer  wesentlichen  singuldren  Stelle  im  Pmikte  oo  bestehen. 

Dei-  Satz  gilt  selbst  dann  noch,  wenn  f  (z)  in  isolierten  Bandpunkten 
unendlich  wird,  sonst  abcr  den  vorstehenden  Bedingungen  genugt 


Der  Emfachheit  halber  fiihren  wir  den  Beweis  bloB  fur  das 
Parallelogramm.  Man  konstruiere  das  Parallelogrammnetz,  dessen  eine 
Masche  das  vorgelegte  Parallelogramm  bildet,  und  definiere  die  Funk- 
tl0D/W  111  Jedem  P“nkte  de>-  Ebene  durch  den  Wert  welchen  sie 

“  k°nf  7*“,  P“»k“  Ausgangsparallelogramms  3  e  Z 

emeu;  Bandpunkte  von  3  wird  f{e)  der  zngeborige  Grlzwert  beb 

punkten  vT  Z 'T?  ?  Zeigen’  daB  sidl  «*)  in  den  Rand- 

P  von  3  analytiseh  verhalt.  Zunaehst  folgt  aus  den  Voraus- 
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. 

setzungen  des  Satzes,  daB  f(z)  in  den  Randpunkten  von  $,  hochstens 
mit  Ausnahme  von  isolierten  Randpunkten,  stetig  ist.  Daher  laBt  sich 

der  12.  Satz  von  Kap.  7,  §  6  in  Anwendung  bringen,  und  hiermit  ist 
der  Beweis  fertig. 

^  ir  wenden  das  soeben  erhaltene  Theorem  zum  Beweise  des  fol- 
genden  Satzes  an. 

Satz.  Das  unbestimmte  Integral  einer  ungeraden  periodischen  Funk- 
tion  f(z),  deren  Residuen  samtlich  verschwinden,  ist  eine  gerade  perio¬ 
dische  Function, 

DaB  das  Integral  F  {z)  vor  allem  eine  gerade  Funktion  ist,  folgt 
aus  dem  Theorem  von  Kap.  9,  §  6,  denn  F(z)  ist  offenbar  in  der 
Niihe  des  Punktes  e  =  0  gerade.  Ferner  ist  F{z)  eindeutig,  da  diese 
Funktion  keine  anderen  Singularitaten  im  Endlichen  als  Pole  hat.  Es 
handelt  sich  also  nur  noch  um  den  Beweis,  daB 

(1)  ^+01,)  =  ^© 

ist,  wo  £  und  %  +  zwei  beliebige  kougruente  Randpunkte  bedeuten, 
in  welchen  F{z)  endlich  bleibt.  Sei  0^  =  00;  der  Fall  cot=  a'  wird 
ahnlich  behandelt.  Indem  wir  F(z)  durch  ein  bestimmtes  Integral 
ausdriicken : 

Z 

F{?)  =J'f(.s)  dz  +  C , 

geht  (1)  dann  in 

t  +  CO 

(2)  J*f(g)dz  =  0 

iiber,  wobei  der  Integrationsweg 
nur  durch  keinen  Pol  gehen  darf, 
sonst  aber  willkiirlich  verlauft. 
Wir  wollen  $  s0  annehmen,  daB 
der  Punkt  z  =  0  den  Mittelpunkt  von  g  bildet,  und  den  Fall  vorweg- 
nehmen,  daB  z  =  —  -^co  kein  Pol,  und  §  =  ist.  Hiei  ist,  sc^ 

fern  z  =  0  auch  kein  Pol  ist, 

CO 

j  f{e)  dz  =j  + f=  -  F(- I)  +  ^(2  )  =  °-  {  | 

01  «  0 


a 
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1st  nun  g  4=  —  -V  CO,  so  fiihren  wir  das  Integral 

Jf(*)ds 

fiber  dasjenige  Parallelogramm,  dessen  Ecken  in  den  Punkten  g,  t  + 
xa  _  ip  liegen,  indem  wir  zunackst  voraussetzen,  daB  sich  kerne  Pole 
am  Rande  desselben  befinden.  Der  Wert  des  Integrals  ist  gleicb  der 
Surnme  der  Residuen  von  f(z)  in  den  im  Parallelogramme  befind- 
licben  Polen  dieser  Funktion,  also  =0.  Nun  beben  sicb  zuniicbst 
die  von  den  Strecken  (-  \  ra,  g),  (g  +  <»,  F  berrubrenden  Bestand- 
teile  des  Integrals  wegen  der  Periodizitat  von  /  (z)  gegenseitig  auf. 
Ferner  ist  _  1 

•i 

I  f(z)dz  =  0. 

4  (!) 

Daher  bleibt  nur  nocb  der  von  der  Seite  (g,  g  -p  co)  des  Parallelo- 
yrarnms  berriibrende  Teil  des  Integrals  iibrig?  womit  denn  der  Beweis 
fiir  diesen  Fall  erbracbt  ist. 

Sollte  nun  ein  Pol  auf  dem  Rande  des  Parallelogramms  liegen, 
30  kann  man  demselben  durcb  geeignete  Abanderung  des  Parallelo- 
yrammrandes  stets  ausweicben,  sofern  er  nicbt  gerade  im  Punkte 
?  =  0  oder  z  =  +  4  a  liegt.  In  diesem  FaUe  wird  man  einen  kleineu 
fvreis  um  den  Pol  als  Mittelpunkt  legen  und  einen  passenden  Bogen 
•  ^  m  i  t  in  den  Integrationsweg  aufnebmen.  Da  nun  die 

funktion  f(z)  ungerade  ist,  so  folgt  (§  6,  Aufgabe,  S.  487),  daB  der 
dauptteil  eines  jeden  solchen  Poles  derselben  aucb  uur  ungerade  Po- 
enzen  von  1  /(z  —  a)  entbalt.  Ferner  verscbwindet  das  Residuum 
lacb  Voraussetzung,  und  bieraus  ergibt  sich,  daB  der  von  diesen  Haupt- 
eilen  herrubrende  Beitrag  zum  Integral  fortfallt. 

Aufgabe.  Sei  f  (z)  eine  beliebige  doppelt  periodiscbe  Funktion, 
leren  Residuen  samtlich  verscbwinden,  und  sei  F(z)  ein  unbestimmteJ 
ntegral  derselben.  Man  zeisce,  daB 

£  F{e  +  a)~F(e)  +  n,  +  a')  =.  F(t)  -f 

st,  wo  n,  r[  Konstante  bedeuten,  die  insbesondere  verscbwinden  konnen. 


9.  Tiber  gewisse  Funktionen,  welche  mit  den  doppeltperiodischon 

Funktionen  verwandt  sind. 

ur  FFuMJ°nen  mid mOcativer  Periode.  Indem  wir  die  fruher 

0!t‘  T  UUg  <  er  emfilCl1  periodischen  funktionen  vielfach  be- 

*J8fe00d,  1  unktioneutheorie.  I.  2  Aufl  Oe 
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nutzte  Transformation 

(1) 


2  7t, 


w  =  e 


Ut 


bier  wieder  m  Anwendung  bringen,  gebt  eine  doppelt  periodische 
Funktion  f(z)  mit  den  Perioden  to,  &'t  wobei  ja  *  (f  "  )  >  « 

®ollj  in  erne  emdeutige  Funktion  yon  tv: 


f  (*)  =  <P  (w) 


liber,  welcbe,  von  den  beiden  Punkten  w  =  0,  oc  abgeseben,  keine 
anderen  Singularitaten  als  Pole  auf'weist.  Bei  naherer  Betrachtung 
der  durcb  (1)  definierten  konformen  Abbildung  erkennen  wir,  daft 


• 

das  Periodenparallelogramm  (Fig.  109)  in  einen  Kreisring  der  w-Ebene 
iibergefiibrt  wird,  wobei  der  Strecke  (0,  co)  die  aus  dem  Einbeitskreise 
der  w-Ebene  bestehende  iiuBere  Begrenzung  desselben  entspricht,  wtih- 
rend  die  beiden  anstoBenden  Seiten  in  einen  Bogen  einer  logarith- 
miscben  Spirale  transformiert  werden.  Der  Periodizitat  binsicbtlich 


der  zweiten  Periode  a  stebt  hier  die  Funktionalgleicbung 


2  n  i  vj 


a 


O ) 


rp  ( a  tv )  ==  (p  (tv) , 

gegenliber.  Wir  erhalten  mitbin  einen  Fundamentalbereicb  fur  (f  (w), 


indem  wir  einen  Kreisring: 


R'£\tv\  <R, 


R'=\a\R, 

1  co'\ 


nehmer),  wobei  R  willknrlich  ist.  Der  Bedingang  m' 

folge  ist  \a  \  <  1.  Endlicb  nimmt  <p(w)  gleicbe  Werte  in  denjemgen 
Paaren  von  Randpunkten  an,  in  welcben  dei  band  duich  die 
duen  einer  Scbar  logarithmiscber  Spiralen  getroffen  wird.  bte 
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man  namlich  die  Punkte  des  Periodenparallelogramms  in  der  Form  dar: 

z  =  ha  t a',  0<A^1, 

und  setzt  man  noch 

w  =«  +  !»(,  b  >  0, 

O) 

w  =  Re**, 

so  findet  man  aus  (1): 

R  =  e~*nbt,  ®  =  2n(h  +  a*). 


Hieraus  erkennt  man  insbesondere,  daB  die  geradlinige  Strecke  A  =  A0: 

z  =  A0co  -f-  ta',  0  <  t  <  1, 

in  einen  derartigen  Spiralbogen  iibergeht. 

Umgekehrt  kann  man  von  der  Funktionalgleichung 

cp  (a  tv)  =  g:  (w),  |  a  |  4=  1, 

ausgeben  und  diejenigen  derselben  geniigenden  eindeutigen  Funktionen 
untersuchen,  welcbe  im  Endlichen,  vom  Punkte  e  =  0  abgesehen, 
keine  anderen  Singularitaten  als  Pole  besitzen.  Yon  dieser  Funktions- 
klasse  aus  gelangt  man  dann  wieder  zu  den  doppeltperiodischen  Funk¬ 
tionen  vermoge  der  zu  (1)  inversen  Transformation: 


CU  , 

£  =  0  loew. 

Z  71 1  ° 


Wegen  einer  eingehenden  Untersuckung  dieser  Funktionsklasse  ver- 
gleiche  man  Rausenberger,  Periodische  Funktionen. 

Aufgabe.  1st  |a|  — 1,  so  zeige  man,  daB  es  im  allgemeinen 
keme  eindeutige  Funktion  <p(w)  gibt,  welcbe  der  Funktionalgleichung 

(f  (a  tv)  =  g:  (tv) 

genugt  und  sicli  nicht  auf  eine  Konstante  reduziert.  Wenn  dao-eo-en 
insbesondere  °  ® 

2  pni 

a  =  e  s 

!f’f  7  F\  q  relatiT  teilerfremd«  gan^e  Zahlen  sind  und  q  >  1  ist  so 

ht’  r L8suBg-  t 

g  "g-  Ft  bier  uberhaupt  irgend  eine  Voraussetzung  notig? 
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B)  Funktionen  mit  Feriodmtdtsmodul  resp.  mil  vortretemlem  Faktor 
Aus  den  Entwicklungen  des  voraufgehenden  Paragraphed  folo-t  d.lB 
das  Integral  emer  doppeltperodischen  Funktion  f{z)  mit  Terschwin- 
denden  Residuen  zu  einer  eindeutigen  Funktion 


F{')  -fmdt  1 

fuhrt7  welche  in  kongruenten  Randpunkten  des  Periodenparallelo- 
gramms  Periodizit’atsmoduln  r\,  if  aufweist: 


F(z  +  <a)  =  F(z)  +  r],\ 
F  (z  -\-  o')  =  F  (z)  -(-  rf .  ] 


Umgekekrt  ist  die  Ableitung  einer  Funktion,  welche  im  Endlicken  keine 
anderen  Singularitaten  als  Foie  hat  und  den  Funktionalgleichungen  ( 1) 

geniigt,  doppeltperiodisch.  Indem  man  das  Integral  /  F(z)dz  iiber 
den  Rand  des  Parallelogramms  fiihrt,  stellt  sich  heraus,  daB 

(2)  i]cj'  —  rf  oi  =  2ni  Zq 

ist,  wobei  die  Summe  der  Residuen  von  F  (z)  im  Parallelogramm 
bedeutet  und,  wie  gewohnlich,  9I(.— )>0  ist.  Ware  dagegen 

(1  G)'\  '  ^  ®  / 

-j— j<0,  so  miiBte  in  (2)  rechter  Hand  das  Minuszeichen  stehen. 
Hiermit  ist  eine  notwendige  Bedingung  ermittelt,  woran  die  drei 
GroBen  rf,  2Jq  gekniipft  sind.  DaB  es  umgekehrt  stets  eine  Funk¬ 
tion  F(z)  gibt,  welche  willkiirliche  Pole  und  Periodizitatsmoduln  be- 
sitzt,  sofern  nur  dieser  Bedingung  geniigt  wird,  folgt  aus  der  Existenz 
und  den  Eigenschaften  der  sogleich  zu  besprechenden  ^-Funktion.  • 

Sei  f{z)  insbesondere  eine  Funktion  zweiter  Ordnung  mitzusammen- 
fallenden  Polen.  Dann  hat  F{z)  bloB  einen  einzigen  Pol  erster  Ord¬ 
nung.  Eine  solche  Funktion  werden  wir  im  folgenden  Kapitel  des 
naheren  betrachten,  namlich  f(z)  =  —  <p  (z) ,  F(z )  =  £(#)•  Die  Partial- 
bruchzerlegung  einer  beliebigen  doppeltperiodischen  Funktion  0(2) 
vermoge  einer  derartigen  Funktion  F(z)  nebst  deren  Ableitungen 
konnte  schon  an  dieser  Stelle  vorgenommen  werden.  Wir  empfehlen 
dies  dem  Leser  als  eine  gute  Ubung. 

Eine  andere  Funktionsklasse  erhalten  wir,  wenn  wir  aus  einer 
doppeltperiodischen  Funktion  f  (z)  =  f {z)  resp.  aus  dem  Integral  einei* 

solchen  f  (z)  =  F(z)=J  f{z)dz  die  lunktion 

f\(z)dz 
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bilden.  Soli  0(e)  eindeutig  ausfallen,  so  miissen  zunachst  alle  Re- 
siduen  von  f(e)  und  f(*)  ganzzahlig  sein,  und  auBerdem  muB,  falls 
f(g)=ff(e)de  ist,  jedes  Residuum  von  f(e)  verschwinden.  Anderer- 
seits  wird  man  zur  Vermeiduug  vvesentlicher  singularer  Punkte  im 
Endlichen  verlangen,  daB  alle  Pole  von  f  (e)  einfach  seien.  Wir  woUen 
in  der  Tat  voraussetzen,  daB  diese  Bedinguugen  alle  erfiillt  sind. 
Dann  geniigt  0(e),  wie  eine  leiclite  Rechnung  zeigt,  den  Funktional- 
gleichungen 

0(e  +  to)  =  e^z¥c  0(e),  1 
0  (z  co)  —  er‘z  + 0(e).  j 


Umgekehrt  sei  0  (z)  eine  Funktion,  welche  im  Endlichen  bis  auf 
Pole  an alvtisch  ist  und  den  Funktionalgleichungen  (B)  geniigt.  Dann 
geniigt  deren  logarithmische  Ableitung  den  Relationen  (A). 

Wahrend  die  elliptischen  Funktionen  notwendig  Pole  haben  muBten, 
sofern  sie  sich  niclit  auf  eine  Konstante  reduzierten,  kann  sowobl  F (z) 
als  0(e)  eine  ganze  Funktion  sein.  In  der  Tat  geniigt  jede  lineare 
ganze  Funktion  den  Funktionalgleichungen  (A);  andererseits  erhalt 
man  in  ej(l\  wo  g(z)  ein  beliebiges  Polynom  2ten  Grades  ist,  eine 
Losung  von  (B).  Diejenigen  Losungen  von  (B),  welche  ganze  Funktionen 
sind,  heiBen  Jacobische  Funktionen.  Nimmt  man  f  (e)  als  doppelt- 
periodisch,  so  daB  also  rj  =  rj  =0  wird,  so  gehen  die  Funktional¬ 
gleichungen  (B)  in  folgende  uber: 

^  0  (e  +  co  )  =  g,  0  (z)  1 

0  (e  gP)  =  ft  0  (z)  j ' 

Hiermit  erhalt  man  eine  Klasse  von  Funktionen  mit  multiplikativen 
Periodizitatsmoduln,  welche  von  Hermite  untersucht  ist, 

Aus  der  Funktion  0(e)  entsteht  eine  verwandte  Funktion  W(e) 
welche  die  Periode  co  besitzt,  indem  man 

F (e)  =  0  (e) 

setzt  und  fiber  die  Koeffizienten  u,  ji  passend  verfiigt.  Doeh  wollen 
wir  diese  allgememen  Betrachtungen  hiermit  abbrechen.1) 


1)  Naheres  hieriiber  bei  Burkhardt,  Flhnt, o„7,„  r- 

o.  Abschn.  Es  sei  fernerhin  auf  die  einleitenden  Kapitel  von  Weber  §  Fir  rT 
Funktionen  und  algebraische  Zahlen  verwiesen  Tm  W?b  ^Ptische 

Wise  fur  die  bier  besprochenen  FnMonendtlhdi  "v  uf  Existenz' 
folgenden  Kapitels  geliefert.  ^le  ^“twicklungen  des 


Periodiache  Funktionen. 

Aufgabe  1  Hat  eine  Funktion,  welclie  dea Funktionalgleichunoen 

(  g^nug  ,  gar  keme  ole,  so  muB  sie  notwendig  eine  lineare  Funk- 
tion  von  z  sein. 

Aufgabe  2  1st  Fx{z)  eine  Losung  von  (A),  so  wird  die  aU- 
gemeine  Losung  durch  die  Formel: 


F(z)  =  Ft  {z)  -f-  f(z) 

gegeben,  wo  f(z)  erne  zum  Parallelogramm  («,  a')  gehorige  doppelt- 
penodische  Funktion  ist. 

Aufgabe  3.  Man  zeige,  daB  eine  Funktion  der  Klasse  (C)  ebenso 
viele  Nullpunkte  als  Pole  p.  im  Periodenparallelogramm  hat.  Was 
kann  man  bier  iiber  die  Dilferenz : 


n  n 


aussagen  ? 


*  =  i 


Elftes  Kapitel. 

Reihen-  imd  Produktentwicklungen. 


§  1.  Partialbrachzerlegung  der  Funktionen  cscL’2,  cot  Z,  usw. 
Die  Funktion  cot  z  wird  durch  die  Formel  definiert: 


(1) 


cot  z  = 


cos  z 
sin  z 


i 


st  i 

e  -P  e 

z  i 

e  —  e 


2  i 

z  i 


Sie  hat  einen  Pol  erster  Ordnung  in  den  Punkten  z  =  nzt,  wo  n  —  0, 
+  1,  +  2,  .  .  .  ist,  und  zwar  ist  das  Residuum  der  Funktion  in  jedem 
dieser  Pole  odeich  1.  Ferner  hat  sie  die  Periode  it.  so  daB  man  als 

O  7 

Periodenstreifen  etwa  den  Bereich: 


—  y  ^  x  <  2  ,  —  co  <  ?/  <  CO 

nehmen  kann.  In  den  beiden  Endpunkten  des  Streifens  bleibt  sie 
endlich  und  nahert  sich  im  Punkte  y  =  -f-  oo  dem  Grenzwerte  —  i 
im  Punkte  y  =  —  oo  dem  Grenzwerte  -f-  i.  Sie  hat  deshalb  im  ganzen 
Streifen  nur  den  einen  Pol  z  =  0,  und  darum  bildet  die  Periode  zr 
in  der  Tat  eine  primitive  Periode. 

In  jedem  eigentlichen  Punkte  der  Ebene  hat  die  Funktion  coU 
also  den  Charakter  einer  rationalen  Funktion,  d.  h.  sie  verhalt  sich/ 
dort  im  allgemeinen  analytisch  und  hat  keine  anderen  Singularitaten  als 
nur  Pole.  Im  iibrigen  laBt  sie  in  der  Nahe  eines  Poles  die  Dar- 
stellung  zu: 

00t*“r^ss  +  ,i5W, 

v  W  sich  im  Pole  *  =  »*  analytisch  verhalt.  Indem  wir  nun  an 
die  Partialbrachzerlegung  der  rationalen  Funktionen  ankniipfen,  werfen 
Wir  die  Frage  auf,  ob  nicht  auch  hier,  und  zwar  im  GroBen,  eine  ana- 
loge  Darstellung  bestehe,  dergestalt,  daB  die  Funktion  im  wesentlicken 
durch  die  Hanptteile  in  ihren  verschiedenen  Polen  ausgedrttckt  wird 
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Entwicklung  von  csc*r  Zur  Behandlung  der  soeben  auf- 

goworfenen  Frage  empfiehlt  es  sich,  von  der  Ableitnng  der  Funktion 
auszugehen: 


(2) 


-1 

dz 


cot  z  -----  —  esc2  z  — 


(< 


,  -  2  A  2 


1  hese  Funktion  hat  in  den  Punkten  0  =  njt  einen  Pol  zweiter  Ord- 
nung?  dessen  Hauptteil  den  Wert 


1 

(z  —  nn)2 

hat.  Wenn  man  die  Summe  dieser  Hauptteile  fur  alle  Pole  bildet,  so 
wird  man  auf  die  unendliche  Reike  gefiihrt: 


1 

(z  —  nn)  - 


Unterwerfen  wir  dieselbe  einer  mikeren  Untersuchung.  DaB  sie,  von 
den  Polen  der  einzelnen  Terme  abgesehen,  fiir  jeden  Wert  yon  z  ab- 
solut  konvergiert,  gebt  aus  Vergleich  mit  der  konvergenten  Reihe 
positiver  Terme:1) 


00 


71  =  1 


ohne  weiteres  hervor,  denn  es  ist  sowohl  fiir  positive  als  fiir  negative 
Werte  von  n 

lim 

ra  =  00  n~2  n2 


Darum  ist  jede  der  beiden  gewobulichen  Reihen: 


(4) 


(z  —  nn y 

71  =  0 


—  00  00 

(z  —  nn)2  ^ j(z-j-nn )2, 


n  =  —  1  n  =  1 

aus  denen  sicb  die  Reihe  (3)  zusammensetzt,  absolut  konvergent. 


1)  Wir  berufen  uns  hier  auf  den  folgenden  leicht  zu  beweisenden  Reiben- 
satz:  Ist 

Ul  +  U2  T"  ’  '  ' 

eine  auf  Konvergenz  hin  zu  ju'iifende  Reihe  komplexer  Glieder,  und  ist 

ax  +«2d -  KH=°.  n>m)  ' 

eine  absolut  konvergente  Reihe;  niihert  sicb  ferner  das  Yerhaltnis  unjan  eineni 
Grenzwerte  (oder  bleibt  dasselbe  bloB  endlich),  wenn  n  ins  Lnendliche  wiichs  , 
so  konvergiert  die  vorgelegte  Reihe  absolut. 
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Sei  8  ein  beliebiger  endlicher  Bereicb  der  *-Ebene.  Innerhalb 
uml  auf  der  Begrenzung  desselben  liegt  dann  hochstens  eine  endliche 
Anzahl  von  Punkten,  in  welchen  die  einzelnen  Glieder  der  Reihe  un- 
endlich  werden.  LiiBt  man  diese  Glieder  iort,  so  entsteht  daduich 
eine  neue  Reihe,  deren  beide  der  Zerlegung  (4)  entsprechende  Bestand- 
teile  alien  Forderungen  des  WeierstraBschen  Satzes  von  Kap.  7r 
S  5  (5.  Satz)  geniigen.  Ihre  Glieder  smd  niimlich  samtlich  analytiscb 
in  S,  und  die  Teilreihen  konvergieren  auBerdem  zufolge  des  Weier¬ 
straBschen  Kriteriums  von  Kap.  3,  §  4  gleichmaBig,  denn  es  ist 


< 


1 

(n  71  —  A) 2  ’ 


n  >  A/ Xy 


wo  A  so  gewahlt  werden  soil,  daB  fiir  alle  Punkte  z  des  Bereiches  S 
\z\<LA  ist.  Daher  definiert  jene  Reihe  eine  in  S  analytische  Funktion. 

Hieraus  schlieBt  man,  daB  die  Reihe  (3)  eine  eindeutige  Funk¬ 
tion  f(z)  definiert: 


fv>  =  21 

n  =  —  00 


1 

(z  —  n  at)*, 


welche  sich  im  allgemeiuen  in  jedein  endlichen  Punkte  der  Ebene 
analytiscb  verhalt  und  nur  in  den  Ausnahmepunkten  z  =  nn  einen 
Pol  besitzt,  dessen  Hauptteil  im  tibrigen  (lurch  das  entsprechende 
Glied  der  Reihe,  (z  —  w*)“2,  gegebeu  ist. 

.  Die  Funktion  hat  fernerhin  die  Periode  jr.  In  der  Tat,  ersetzt 
man  z  in  der  Reihe  (3)  durch  z  -f-  %\ 


so  geht  dieselbe  in  sich  fiber.  Da  f(g)  andererseits  keine  Pole  im 

Endlichen  als  nur  die  Punkte  z  =  n%  hat,  so  ist  %  auch  eine  primi¬ 
tive  Periode. 

In  alien  Haupteigenschaften  bis  auf  eine  stimmt  also  f(z)  schon 
mit  csc^  z  fiberein.  Wir  haben  namlich  das  Verhalten  von  f(g)  in 
den  Endpunkten  des  Periodenstreifens  noch  nicht  untersucht.  LiiBt 
man  g  nach  einer  bestimmten  Richtung  bin  ins  Unendliche  wachsen 
0  ne  den  Periodenstreifen  zu  verlassen,  so  niihert  sich  dabei  jedes 
lied  der  Reihe  (3)  dem  Grenzwerte  0,  und  darum  liegt  die  Ver- 

strlbeS> )mn\' df  auch  ;'ie,  F"uktion  m  demselben  Grenzwerte  zu- 
sb-ebe.  )  DaB  dem  wirkhch  so  ist,  Uberzeugen  wir  vms  leicht  auf 

l)  t*ies  ist  indessen  keineswesje  selbstvpvstM-nriUnV.  j  x  .rr. 

Entwicklung  (III)  ,o„  coU  (ygl.  untem  aicht  su  ’  *°«"  bei 
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iolgende  Weise.  Wir  fassen  denjenigen  Teil  des  Streifens  —  ^<A.<  * 

ms  Auge,  wofur  y  1  ist,  und  unterwerfen  ihn  der  linearen  Trans¬ 
formation  l)  z  =  1/#.  Dadurch  geht  er  in  einen  endlichen  Bereich  iiber, 
welchen  wir  dann  durch  Hinzufiigung  des  Punktes  #'  =  0  zu  einej 
abgeschlossenen  Bereich  S  erganzen.  Indem  wir  andererseits  den  Glie- 
dern  der  transformierten  Reike  ihren  Grenzwert  0  im  Punkte  z  ~  0 
beilegen,  erhalten  wir  hiermit  eine  Reihe,  deren  Glieder  in  S  aus- 
nahmslos  stetig  sind.  Da6  letztere  Reihe  fernerhin  in  S  gleichmaBio- 
konvergiert,  erkennt  man  daraus,  dafi  dies  fur  die  urspriingliche  Reihe 
im  entsprechenden  Teile  des  Streifens  gilt,  wie  man  vermoge  des 
WeierstraBschen  Kriteriums  ohne  Miihe  zeigt.  Daher  ist  die  Grenz- 
funktion  stetig  in  S ,  womit  denn  obige  Vermutung  erwiesen  ist. 

Wir  sind  nunmehr  in  der  Lage,  die  voile  Ubereinstimmung  der 
beiden  Funktionen  f(z),  esc 2#  nachzuweisen.  Bildet  man  die  Differenz: 

f(z)  —  CSC2#, 

so  erhiilt  man  eine  Funktion,  welche  a)  die  Periode  %  hat,  b)  sich 
in  jedem  endlichen  Punkte  des  Periodenstreifens,  von  hebbaren  Singu- 
laritaten  abgesehen,  analytisch  verhalt,  und  c)  in  den  beiden  End- 
punkten  desselben  endlich  bleibt  uud  sogar  dem  Grenzwert  0  zustrebt. 
Das  kann  aber  nur  eine  Konstante  sein,  und  zwar  hat  diese  den 
Wert  0.  Hiermit  sind  wir  zu  folgendem  Ergebnisse  gelangt: 

Die  Funktion  esc2#  la  fit  eine  Partialbruchzerleyung  von  der  Form  zu: 


a) 


CSC2  #  =  ^  7~ — 1 — r 
/  i  ( z  —  nn) 


Entwicklung  von  cot#.  Aus  der  soeben  erhaltenen  Darstellung 
fiir  esc2  #  geht  nun  durch  gliedweise  Integration  der  Reihe  eine  analoge 
Partialbruchzerlegung  fiir  die  Funktion  cot  #  hervor.  Sei  S  ein  be- 
liebiger  regularer  Bereich  der  Ebene,  welcher  den  Punkt  #  =  0  im  In- 
nern  umfaBt,  aber  keinen  der  Punkte  #  =  nit,  n  —  -p_  1,  i  •  •  '> 
im  Innern  oder  auf  der  Begrenzung  enthalt.  Wir  gehen  \on  der 

Formel  aus: 

+  00  ' 

CSC  #  T"  "^2  (2  —  nit)*’ 


1)  Auf  Grund  des  Reihensatzes  von  Kap.  12,  §  10,  ausgesprochen 

Fall,  daB  m  einen  beliebigen  Punkt  des  soeben  genannten  Berexc  s 
ergibt  sich  der  Beweis  direkt,  also  ohne  Transformation  von  #. 


fiir  den 
bedeutet, 
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wo  der  am  Summenzeichen  oben  angebrachte  Stnch  anzeigt,  daB  der 
■yy'ert  n  =  0  iibergangen  werden  soli.  Im  Bereicbe  S  kon\  ergiert  die 
Reihe  gleichmaBig  und  gestattet  somit  die  gliedweise  Integration  langs 
eines  beliebigen,  vom  Punkte  5  =  0  ausgekenden  Weges.  Anderer- 
seits  verhalt  sich  die  links  stehende  Funktion  im  Punkte  5  =  0  ana- 
lytisch,  sofern  man  ihr  dort  ihren  Grenzwert  beilegt;  aber  man  kann 
das  bestimmte  Integral 

k  ■  .  f '(—  CSC2  5  -f  -V)  dz 

0 

nicht  spalten,  da  die  einzeluen  Teile  desselben  dann  nicht  konvergieren 
wiirden.  Indessen  hat  das  unbestimmte  Integral  den  Wert 

COt  5 - 1-C. 

z 

Hier  muB  c  so  bestimmt  werden,  daB  letztere  Funktion  beim  Grenz- 
iibergange  lim  z  =  0  gegen  0  konvergiert.  Nun  ist  cot 5 — 1/5  eine 
ungerade  Funktion,  die  im  Punkte  5  =  0  nur  eine  hebbare  Unstetig- 
keit  hat.  Darum  strebt  sie  dort  dem  Werte  0  zu,  woraus  denn  folgt, 
daB  c  =  0  zu  setzen  ist.  Man  gelangt  somit  schlieSlick  zur  Formel : 


-F  oo 


dz  • 

( z  —  nit )s 


+  00 


//  =  —  00 


Da  nun  aber  der  Bereicli  *S  so  gewahlt  werden  kann,  daB  er  einen 
beliebig  vorgesekriebenen  Punkt  z  =j=  nx  im  Innern  enthalt,  so  gilt 
die  Darstellung  allgemein,  und  wir  erhalten  mitkin  den 

Satz.1)  Die  FanUion  cot  5  la  fit  eine  unendliche  Partialbruch¬ 
zerlegung  von  der  Form  zu: 


(II) 


1)  Die  Reihe  (III)  findet  sich  bei  Euler 
torum,  Bd.  1,  1748,  S.  143,  welcher  dieselbe  aus 


lutroductio  in  analysin  infini- 
einer  mit  (II)  verwandten  Reihe 


00 


n  =  i 


ableitet.  Auch 
ruhren  von  Eul 
heim  und  Fab 


die  in  den  nachstehenden  Aufgaben  1- 
er  her,  ibid.,  Cap.  X.  Hieruber  vergleiche 
er,  Enzyklopadie ,  II C  1,  Nr.  13. 


3  gegebenen 
man  ferner  P 


Reihen 
rings  - 
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DM  konvergiert  die  Beihe  absolut,  und  Id  fit  sick  somit  in  die  Form 


umsetzen: 


oo 


an) 


Ini  ubrigen  konvergieren  heide  Beihen  gleichmdfiig  in  jedem  end- 
lichen  Bereich  S,  aus  welchem  die  Bunlde  z  =  nn  erst  ausgestochen  sind. 

Das  allgemeine  Gliecl  der  Reihe  (II)  bestekt  bier  niclit  melir,  wie 
bei  der  Iriiheren  Entwicklung  fur  esc2#,  lediglick  aus  dem  Hauptteil 
des  Poles,  es  komiut  vielmekr  uocli  der  Term  linn  binzu,  und  ye- 
rade  dieser  Term  ist  es,  welcher  die  Konvergenz  der  Reihe  hervor- 
ruft.  LaBt  man  ihn  fort,  so  bat  die  Reihe  keinen  Sinn.  Das  ist 
eben  das  neue  Moment  bei  der  Partialbruckzerlegung  einer  transzen- 
denten  Funktion.  Fassen  wir  es  vorgreifend  zu  einem  Satze  zusammen, 
so  kdnnen  wir  sagen: 

Bei  den  eindeutigen  transzcndentcn  Funldionen  hr  audit  die  Beihe 
der  Hauptteil c  der  Bole  niclit  zu  konvergieren.  Fiigt  man  aher  jedem 
derselben  ein  geeignetes  Polynom  hinzu,  —  im  vorliegenden  Falle  ist 
das  die  Grofie  1/nn,  —  so  entsteht  eine  konvergente  Beihe,  fur  deren 
funktionentheoretisches  Verhcdten  die  Partialhruchzerlegung  der  ratio- 
nalen  Funktionen  vorhildlich  ist,  indem  die  durch  diese  Beihe  defmierte 
Funktion  dieselben  Pole  nebst  gleichen  Hauptteilen  in  letzteren  hat,  icie 
die  urspriingliche  Funktion. 

Dieser  Satz  ist  im  Mittag-Lefflersehen  Satze,  §  10,  mit  ein- 
begritfen. 

Wir  macken  noch  auf  eine  Eigenttimlichkeit  der  soeben  erhaltenen 
Darstellung  aufmerksam.  LaBt  man  z,  stets  im  Periodenstreifen  ver- 
bleibend,  gegen  einen  bestimmen  Endpunkt  desselben  riicken,  so 
nahert  siclf  die  Funktion  dem  Werte  i  oder  —  i.  Dabei  konvergiert 
aber  jeder  Term  der  Reihe  (III)  gegen  0,  und  hiermit  haben  wir  das 
merkwiirdige  Vorkommnis,  daB  der  Grenzwert  der  Reihe  nut  der 


Reihe  der  Grenzwerte  der  einzelnen  Terme  mcht  zusammenfalltj 
Derartige  Reihen,  welche  eben  speziell  dazu  hergestellt  Verden,  um 
diese  Mdglichkeit  darzutun,  sind  ja  wohlbekannt,  bier  sind  wir  aber 
auch  in  der  Praxis  einer  solcken  Reihe  begegnet. 

Aufgabe  1.  Man  leite  die  Formel: 
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oder 


7t  .  TCZ 

o  tan“T 


2  z  .  22 

i  -  5*  +  « 


_I_  2*  + 

32  — 2s  ^  52  —  22  ~ 


her,  a)  indem  man  so  vorgeht,  wie  oben  bei  der  Aufstellung  der  ent- 

sprechenden  Formel  fiir  cot  b)  indem  man  in  der  Formel  (II)  z 

durch  % _ z  resp.  ersetzt;  c)  indem  man  von  der  Identitiit 

2  - 

ausgeht: 

tan  z  =  cot  z  —  2  cot  2z . 

Aufgabe  2.  Yermoge  der  Identitiit: 

.  =  cot  ~  —  cot  z 

sin  2  2 

Leite  man  die  Partialbruchzerlegung  fiir  esc z  her: 


)der 


,n  =  i+  v'  (_!).(.  _*_  +  i: 

sin  2  2  v  '  \z  —  nn  '  nx 


7t 

sin  Ttz 


J_  ,  2-  _  _2*  , 

2  "I-  1  _ 22  22  _  Zi  '  3  2 _ 


Aufgabe  3.  Man  zeige,  daB 

==4/__1 _ 


cos 


1 1 


+  _ l. 

!  -  «*  •  R»  _  r*  I 


;  2.  -Herstellung  doppeltperiodischer  Funktionen  durch  unendliche 
Reihen.  Die  Funktionen  p  (z) ,  £(z). 

Seien  «  und  c/  zwei  beliebige,  von  0  verschiedene  komplexe 
jahlen,  deren  Arcusen  nur  nickt  bis  auf  Yielfache  von  %  miteinander 
ibereinstimmen.  Setzt  man  also 


CO 

CO 


=  «  +  fli, 


o  1st  /j*  0;  wir  woUen  feraer  festsetzen,  daB  /j  >  0  sei.  In  diesen 
aragraphen  handelt  es  s,ch  urn  den  Beweis,  daB  es  doppeltperio 
ische  Funktionen  zwe.ter  Ordnnng  gibt,  welche  diese  GroBe  «,  und  „ 
U  einem  pnmitiven  Periodenpaare  haben. 

H 1 1  f s  s  a  t  z. 1  j  Die  Doppel/reihe 

1)  Eisenstein,  Journ.  fiir  Math.,  Bd.  35  (1847)  S  185  p-  n 
3ihe  konvergiert,  wenn  jede  aus  den  Gliedern  derselhon  E\ne  DoPPel 

onvergiert.  DemgemaB  konvergiert  eine  nnA  A ? ^  °eblldete  emtache  Reih( 

3jut.  Als  Wert  der  Doppelreihe  wird  der  Wert  ^iner^r!  letzt.er®r  Reihen  ab- 
rklart.  Der  Definition  zufolge  kaun  eine  konver  f  '  lGser  emfachen  Reihen 
onvergieren.  'ei^ente  Doppelreihe  nur  absolu 
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_  2  (mco+m  <»’)*’  m>  m  =  ±  h  ±  2, . . 

konvergiert. 

Dabei  sollen  m  und  m'  alle  ganzzahligen  Werte  annehmen,  der- 
art,  daB  alle  moglichen  Wertepaare  (m,  m  )  mit  alleiniger  Ausnahme 
von  (0,  0)  zu  Stande  kommen.  Die  Punkte 


-l  =  mco  -j-  m  a 

liegen  in  den  Ecken  eines  Parallelogrammnetzes.  .  Man  fasse  zuerst 
dasjenige  Parallelogramm  Pu  welches  von  den  vier  an  den  Punkt  2  =  0 

heranreichenden  Parallelogram- 

men  gebildet  wird,  ins  Auge. 
Auf  dem  Rande  desselben  lie¬ 
gen  8  Punkte  U.  Um  ein  be- 
stimmtes  Gesetz  fur  die  Her- 
stellung  einer  einfachen  Reihe 
aus  den  Termen  der  Doppel- 
reihe  herauszugreifen,  so  wollen 
wir  diese  8  Terme  zuerst  neh- 
men,  indem  wir  etwa  mit  1/to3  beginnen  und  dann  den  Rand  von  Px  in 
positivem  Sinne  durchlaufen.  Sei  l  die  kleinste  Entfernung  des  Punktes 
z  =  0  von  einem  Randpunkte.  Dann  wird  fiir  jeden  dieser  8  Punkte 

1  <  —  I 

!  j  =  l* 

sein,  und  alle  8  zusammengenommen  liefern  hiernach  einen  Beitrag 
zur  Reihe  der  absoluten  Werte: 


(2)  2'P  ’  I 

welcher  kleiner  als  8 /l3  ist. 

Geht  man  jetzt  zu  einem  zweiten  Parallelogramm  P2,  welches 
aus  P1  und  alien  an  P1  stoBenden  Parallel ogrammen  des  Netzes  be- 
steht,  so  finden  sich  8  •  2  =  16  Punkte  auf  dessen  Rande.  Diesen 
Punkten  entsprechend,  sclireiben  wir  16  weitere  Terme  der  Reihe  an. 
Fiir  jeden  derselben  gilt  die  Relation: 


so  daB  sie  also  insgesamt  einen  Beitrag  zur  Reihe  (2)  liefern,  welcherj 

kleiner  als  8  •  2/(2 1)3  ist.  • 

Indem  man  so  fortfahrt,  beweist  man,  daB  die  Anzahl  der  Pun 

auf  dem  Rande  von  Pn  gleich  8 n  ist.  Darum  betragt  die  Summe 
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entspreckenden  Glieder  aus  der  Reike  (2)  weniger  als  8 n/(nl)3,  woraus 
dann  erkellt,  dak  die  Summe  einer  beliebigen  Anzakl  von  Gliedern 
aus  dieser  Reike  den  Wert  der  konvergenten  Reike:  _ 


oo 


> 


n  =  1 


8  n 
(nl)s 


8 

7» 


1  +  ■*.  + 


+ 


menials  iibersteigt.  Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Wir  fiigen  nock  die  Bemerkung  kinzu,  dak  ein  kleinerer  ganz- 
zakliger  Exponent  nickt  geniigt  kiitte,  die  Reike 


'  1 


konvergiert  nickt.  In  der  Tat  sei  L  die  grokte  Entfernung  eines 
Randpunktes  yon  Px  vom  Punkte  2  =  0.  Dann  ist  fur  jeden  der  dem 
Rande  von  Pn  entspreckenden  8  n  Terme  der  Reike 

1  '  -i>  1 

und  infolgedessen  kann  man  stets  genug  Terme  nekmen,  damit  die 
Summe  ikrer  absoluten  Betrage  die  Summe  einer  beliebig  vorgegebenen 
Anzakl  von  Termen  aus  der  divergenten  Reike 

Vl  8  n  __  8 

.  .  (nij*  =  1? 

iibersteigt. 

Herstellung  einer  doppeltperiodischen  Function  drifter  Ordnung. 
Auf  Grund  des  voraufgesckickten  Hilfssatzes  konnen  wir  okne  wei- 
teres  eine  Reike  kinsckreiben,  welcke  eine  doppeltperiodiscke  Funk- 
tion  mit  einem  Pole  dritter  Ordnung  im  Periodenparallelogramm  defi- 
niert.  Die  Reike  lautet  folgendermaken: 


X+Y+ 3+ 


(3) 


-FttI 


(z  —  SI) 


3  } 


—  nt  co  -f  ni  co\ 


wo  m  uml.ffi.  a  lie  positiven  und  negativen  ganzzahligen  Werte  inkl  0 
annehmen  welche  zu  verschiedenen  Wertepaaren  («,.„/)  fflhren. 

DaB  die  Red, e  (3)  m  jeden,  Punkte  der  Bbene,  in  welekem  koin 
Nenuer  verschwmdet,  absolut  konvergiert,  schlieBt  man  aus  dem  Ron 
vergenzsatze,  §  1,  Ann,.,  indem  man  als  Hilfsreihe  £a  die  soeben 

nauen,  (resp.  sofern  man  vorerst  alle 
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Punkte  von  S  fortlaBt,  m  denen  ein  Nenner  verschwindet),  beweist 
man  ebenfalls  1m  AnsckluB  an  jene  Reihe.  Sei  namlich  q  der  groBte 
W  ert  von  \z\  in  den  Punkten  von  S  inkl.  des  Randes.  Dann  1st 

LaBt  man  daber  diejenigen  Glieder  der  Reibe  (3)  fort,  wofiir  j  &<q 
ist,  so  findet  man  far  die  iibrigen  Glieder  dieser  Reihe: 


Um  also  das  WeierstraBsche  Konvergenzkriterium,  Kap.  3,  §  4,  anzu- 
wenden,  braucbt  man  nur  Mn=  [|  Si  |  —  p]~3  zu  setzen. 

Hiermit  ist  gezeigt,  daB  die  Fnnktion  Q(g)  in  jedem  der  Punkte  & 
inkl.  des  Punktes  £  =  0  einen  Pol  mit  dem  Hauptteil  (e  —  &)~3  auf- 
weist,  sicb  aber  sonst  analytisch  verkalt.  DaB  sie  endlicb  die  Perioden 
co,  co'  besitzt,  sieht  man  ja  der  Reibe  sofort  an. 

Die  WeierstraBsche  p-Dunktion.  An  die  Entwicklungen  von 
Kap.  10,  §  8,  ankniipfend  leiten  wir  nocb  aus  Q(z)  durcb  Integration 
eine  doppeltperiodische  Funktion  zweiter  Ordnung,  die  WeierstraB¬ 
sche  jp- Funktion,  her,  und  zwar  definieren  wir  sie  als  dasjenige  Inte- 
von  —  2  Q(z): 

a)  p(z)  =J  —2Q(0)de,  -.'j 

wofiir 


b) 


lim 

Z  —  0 


P(z)  - 


=  0 


ist.  Schreibt  man  das  unbestimmte  Integral  in  der  Form  an: 


f-2  Q{e)de  =f-  2  Q(z)dz  +  C, 

a 

a  4=  0,  a  <  |  a  |,  jcn'|, 

und  ersetzt  man  dann  recbter  Hand  Q(z)  durcb  die  zugeborige  Reihe, 


so  kommt: 


0  a 


-  +,/  (z-«)s 

0 

_i+  fy7=*d,+o. 

(*— A)* 
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Die  Bedingung  b)  bat  nun  zur  Folge,  da8  die  ganze  letzte  Zeile  hier 
fortfallt.  Durcb  gliedweise  Integration  erhalt  man  also  scklieBlich 

die  Formel: 


(4) 


«»(*) 


+ y 


(Z  —  SIY 


1 


Die  solcbergestalt  definierte  Funktion  p(g)  erweist  sick  nach  dem 
Satze  von  Kap.  10,  §  8  als  doppeltperiodisch,  was  auch  durch  eine 
geschickte  Umformung  der  Reilie  (4)  direkt  an  den  Tag  tritt.  Wir 
kaben  somit  eine  dem  willkurlick  angenommenen  Periodenpaar  («,  «') 
entspreckende  doppeltperiodiscke  Punktion  zweitei  Oidnung  mit  emem 
doppelten  Pole  im  Punkte  g  =  0  gewonnen.  Sie  ist  fernerkin  eine 
gerade  Funktion  von  z,  sowie  eine  komogene  Funktion  der  drei  Ar- 
gumente  5,  co,  co'  von  der  —  2ten  Dimension.  Xack  den  Entwicklungen 
von  Kap.  10,  §  5  geniigt  sie  einer  Differentialgleickung  von  der  Form 

p(*)2= 


wo  G  ein  Poljnom  dritten  Grades  mit  den  W  urzeln 


bedeutet.  Um  die  Koeftizienten  von  G  zu  berecknen,  bedient  man 
sick  der  lleikenentwieklung  (4)  von  p (z)  in  der  Nake  von  z  =  0.  Es  ist 


l  l  l 


(*-■»*) 


_ _ _ _ 9  _  _L  q  _£ _ |_  i  * 

(z—Sl)*  pj  “  P,3  ^  °  P*  "r"  **  ~p^  -r  •  •  • . 

Aus  dem  Reikensatze  von  Kap.  7,  §  14  folgt  also,  da  offenbar  all- 
gemein  Z"  1  versckwindet, 


oder,  indem  wir  mit  WeierstraB 


(6) 

setzen: 

(7)  §**+•■•. 
Hiernack  ist 

(®)  P  i2)  —  ~,2  4-  —  z  4-  z*  4. 

4  v  J  z3  ~  io  7  ~  4-  •  •  • 

Osgood,  Funktionentheorie.  I.  2.  Aufl. 
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Bildet  man  nunmebr  die  doppeltperiodiscbe  Funktion 

&'(*)*— *$>(*)* +  g9p{e),  3 

so  zeigt  die  Recbnung,  daB  sie  keinen  Pol  im  Punkte  e  =  0  und  mit- 
Fm  iiberbaupt  keinen  Pol  hat.  Infolgedessen  muB  sie  eine  Konstante 
sein,  deren  Wert  sich  fernerbin  durcli  den  Grenziibergang  z  =  0  als 
—  g3  erweist.  Hiermit  baben  wir  die  in  Aussicbt  gestellte  Differential- 
gleichung  fiir  die  Funktion  gewonnen: 

(9)  p\zf  =  4^(s)3-  g2p(z)  -  ry3 .  | 

Wie  man  leicht  nacbrecbnet,  ist 

P"  W  =  6p(zf  —  \g2 ,  p"(z)  =12 p (z) p  {z) .  1 

Aus  der  letzten  Beziebung  ergibt  sicb  allgemein,  daB  die  Koeffizienten 
der  Entwicklung  (5): 

oo 

PW=  7*+  ^Cn^n~\  \ 

n  =  2 


samtlicb  Polynome  in  c2  und  c3,  also  aucb  in  g2  und  g3  sind.  In  der 
Tat:  entwickelt  man  beide  Seiten  jener  Beziebung  naeb  aufsteigenden 
Potenzen  von  z  und  vergleicht  man  beiderseits  die  Koeffizienten,  so 
kommt: 

C»=  (W_3)(2w+T)  {C2C«-2  +  C3Cn-3  H  ^  Cn- 2*2  j>  U  >  3‘. 


Die  Funktion  t,(z).  In  abnlicber  Weise  leitet  man  wieder  aus 
p(z)  durcb  Integration  £(V)  ber: 


= j  ~  p{z)dz  =J  -  p(z)dz  +  C, 

a 


mit  der  Nebenbedingung: 

b,)  lim 

5  =  0 

Dies  gibt: 


(10) 


Die  Funktion  t,(z)  ist  ungerade,  wie  man  sowobl  aus  dem  Inte¬ 
gral  als  auch  aus  der  Reibe  (10)  erkennt,  indem  man  in  letzterer  j 
durcb  —  z  und  zugleich  SI  durcb  -  SI  ersetzt.  Sie  ist  ferner  erne 
bomogene  Funktion  der  drei  Argumente  z,  a,  a  von  der  —  1 
mension.  Endlich  geniigt  sie  den  beiden  Funktionalgleicbungen  ( vg  • 
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Kap.  10,  §  8): 
(11) 


£(*  +  ©)“£(*)  + *7  >  1 

t(z  +  ©')  =  £(*)  +  n,  r 


w0  rJf  n'  Konstante  bedeuten,  welclie  sicher  nicht  beide  verschwinden, 
denn  £0)  bat  ja  nur  einen  einzigen  Pol  erster  Ordnung  im  Perioden- 
parallelogramm  und  kann  darum  nicht  doppeltperiodiscb  sein.  Da  die 
Summe  der  Residuen  von  £(0)  im  Parallelogramme  gleich  1  ist,  so 
hat  man  die  Legendresche  Relation 


(12) 


rj  a'  —  r/  co  =  2%i. 


(  1  03*  \ 

Hatten  wir  dagegen  co  und  co  vorhin  so  genommen,  dab 

ware,  so  mtibte  dem  rechten  Gliede  dieser  Gleicbung  das  entgegen- 

gesetzte  Vorzeichen  zukommen. 

o 


Wir  heben  noch  die  Tatsache  hervor,  dab 


m  -  4 + w) 


ist,  wo  cp(z),  il>(z)  beide  im  Punkte  z  =  0  analytisch  sind. 
Aufgabe.  Man  zeige,  dab 


5  W  T  Y  ~  60  S  ‘  ~  140  **  + 


(13) 

sowie  dab 

(14) 

'  v  J  ■  z  GO  140 

wo  1  (z)  sich  im  Punkte  0  =  0  analytisch  verhalt. 


§  3.  Darstellung  doppeltperiodischer  Funktionen  mittels  der 

£“  und  der  p-Funktion. 

In  der  Umgebung  der  Stelle  0  =  0  hat  man 


£  M  =  ~  +  2s  cpx  (jg)  , 
~  £  M  =  P  W  s=a  72  +  £  cp2  (0)  , 
T  *''M  -  -  Y  P  W  -  “J  +  5  9^3  (0), 


(—  l)""1 
(n  —  1) ! 


(—  1)” 
(»  —  1)  1 


Y("  2)  W  =  ^  +  <pn  (z) , 
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WO  sich  jede  der  Funktionen  cpn(z)  im  Pankte  z  =  0  analytisch  ver- 
halt.  Auf  Grund  dieser  Relationen  erhalt  man  eine  Art  Partialbruch- 
zerlegung  der  doppeltperiodischen  Funktionen,  welche  durck  den  fol- 
genden  Satz  des  naheren  erkliirt  wird. 

Satz.  Die  allgemeinste  doppeltperiodische  Funktion  f(z)  lafit  sich 
als  eine  lineare  Kombination  von  £  (z  —  /3.)  und  ihren  Ahleitungen  dar- 
stellen,  ivobei  .  .  .  (5m  die  im  Periodenparallelogramm  belegenen  Pole 
von  f(z)  bedeuten. 

Sei  namlich  der  Hauptteil  von  f(z)  im  Pole  /3 

n 

V  A 

| 

Zieht  man  dann  von  f(z)  die  Summe  ab: 

n 

—  -  0)> 
i  =  2  V  ’  ' 

so  liat  die  also  entstandene  Differenz  keinen  Pol  mehr  im  Punkte  fi. 
Indem  man  bei  jedem  Pole  auf  diese  Weise  verfakrt,  gelangt  man 
schlieBlich  zu  einer  Differenz  d>(z),  welche  gar  keinen  Pol  im  ganzen 
Periodenparallelogramm  mehr  aufweist  und  auBerdem  doppeltperi- 
odisch  ist.  In  der  Tat  sind  alle  Ahleitungen  von  £  (z)  ohnehin  dop- 
peltperiodisch.  Bezeichnet  man  die  Residuen  von  f(z)  mit  Clf .  .*.  Cm, 
so  folgt  aus  §2,  (11),  daB 

fp  (z  T"  co)  —  d?  (jz)  —  G  j  t]  C  2 1]  ■  Cm  V  > 

<P  (z  +  o')  —  d>  (z)  =  —  C\  r[  —  C2  g - Cm  r( 

ist.  Da  aber  die  Summe  der  Residuen  von  f(z)  fur  das  ganze  Par- 
allelogramm  verschwindet,  so  haben  die  Ausdriicke  rechter  Hand  den 
Wert  0,  und  die  Bekauptung  erweist  sich  damit  als  richtig.  Hier- 
nach  kann  d>  (z)  nichts  anderes  als  eine  Konstante  sein,  womit  denn 
der  Beweis  erbracht  ist. 

1.  Aufgabe.  Man  zeige,  daB  jede  doppeltperiodische  Funktion 
zweiter  Ordnung  in  einer  der  beiden  Formen  geschrieben  werden  kann: 

Ap(e  —  ft)  +  B, 

A  - - ,  +  B. 

pi?  —  y)  —  p(P  ~  D 

Im  zvveiten  Falle  ist  y  der  Halbierungspunkt  der  die  beideu  Pole 
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fi,  (!'  miteinander  verbindenden  Strecke: 

P  +  P 
y  =  — 2 — 

2.  Aufgabe.  Hat  eine  doppeltperiodiscbe  Funktion  zweiter  Ord- 
mmg  getrennte  Pole,  wovon  der  eine  im  Punkte  e  =  0,  der  andere 
jn  z  =  —  a  liegt,  so  laBt  sie  sicli  in  der  Form  ausdrticken: 

y Y(z)  —  V >(cc)  p 

*  -*>(«)  ■ 


3.  Aufgabe.  Jm  AnscbluB  an  das  Ergebnis  der  2.  Aufgabe  be- 
weise  man  die  Relation: 


£0  +  «)  —  £0)  = 


1  Sy(z)  —  /(«) 

2  p(*)  —  p(«) 


+  £(f0? 


oder,  anders  gescbrieben: 


£(?t  +  v)  —  £  (u)  —  £(r) 


1  P'(“)~  P  (p) 

2  p(u)  —  p(p)  ’ 


wobei  u,  v  unabbangige  komplexe  Argumente  bedeuten. 

Fingerzeig.  Man  bediene  sick  der  am  Eingange  des  Paragrapben 
stebenden  Beziebungen. 

Aufgabe  4.  Hat  die  Funktion  F(z)  im  Endlichen  keine  anderen 
Singularity  ten  als  Pole,  und  geniigt  F(e)  den  Funktionalgleicbungen: 

F(z  -f-  03)  =  F(z)  -pH  1 
F(e  +  03')  =  F(g)  +  H '  J 

so  ist  dafiir  notwendig,  daB 


H  ~  V  F,  Q  +  «  w ,  H '  =  3/  £  q  -f  a  a' 

seien,  wo  v,  ,f  durch  die  Formeln  (13),  §  3  gegeben  siud,  a  eine 
Konstante  bedeutet,  und  ip  die  Summe  der  Residuen  von  F(/j  im 
Deriodenparallelogramm  ist 

Nimmt  man  umgekehrt  m  Pole  (inkl.  ihrer  Hauptteile)  im  Perio- 
denparallelogramm  winkilrlieh  an,  wofflr  also  die  Summe  der  Resi 
duen  ip  ebenfaUs  einen  beliebigen  Wert  hat,  und  verstebt  man 
an  ter  a  ....  writers  willkiirliche  Konstante,  so  gibt  es  eine  Funktion 

F  7‘,che  ,dle  genannten  Pole  sich  sonst  analvtisch  ver- 

balt,  und  den  ob.gen  Funktionalgleicbungen  genfigt,  wobei  H,  H'  durch 
he  vorstelienden  Formeln  gegeben  sind. 
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geu. 


... °S“g‘, J“ "  “• « 8- m  -*• 


auch  als  hinreichend. 


Hco'—  H'a  =  2jiiZQ, 


§  4.  Die  (>- Funktion. 

Indem  wir  an  die  Relationen: 

a)  /  cot  zdz  =  log  sin^  4-  C,  sin z  =  Jcotidz 

> 

i  \  >•  sinz  , 

b)  llm  =1 

2  =  0  z 

ankniipfen,  lassen  wir  jetzt  aus  §(*)  eine  Funktion  e(e)  in  derselben 
^'eise  entstehen,  wie  diesen  Relationen  gemaB  die  Funktion  sin#  aus 
cot  z  hervorgegangen  ist.  Sei  also 

a')  e(e)  =  , 

b')  lim  ^  -  ff'(O)  =  1 . 

2—0  " 

Hiermit  erbalten  wir  die  WeierstraBsche  tf-Funktion.  Wie  man 
sieht,  ist 

/  (fM-l)1" 

(1)  a(z)  =  ze°  .  H 

Daraus  folgt,  daB  sie  ungerade  ist ,  denn  der  Exponent  ist  ja  eine 
gerade  Funktion. 

1.  Satz.  j Die  Funktion  a(z)  ist  eine  ganze  transzendente  Funktion , 
welcJie  in  den  Punkten  z  —  moo  +  w'ra'  eine  einfache  Wurzel  liat,  sonst 
aber  nirgends  verschwindet. 

In  der  Tat  sei  S  ein  beliebiger  endlicber  Bereicli  der  #-Ebene. 
Dann  kann  man  £(#)  in  der  Form  schreiben: 

SO)  +  fiO, 

wobei  sich  die  Summe  nur  liber  eine  endliclie  Anzabl  von  Termen  er- 
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streckt,  und  <p(z)  sich  in  S  analytisch  verhalt.  Daraus  tindet  man: 

6{z)=U(n){z-Sl)e^^, 

wo  ijt(g)  sich  ebenfalls  in  S  analytisch  verhalt.  Infolgedessen  liat 
6(e)  keine  singulare  Stelle  im  Endlichen,  walirend  andererseits  die 
Punkte  z  =  SI  einfache  Wurzeln  der  Funktion  abgeben,  w.  z.  b.  w. 
Im  iibrigen  ist  6(g)  homogen  von  der  lten  Dimension  in  den  drei 
Argumenten  Z,  co,  a'. 

Der  Gebrauch  mehrdeutiger  Funktionen  lafit  sich  hier  vermeiden, 
indem  man  vorerst  folgenden  Satz  formuliert  und  beweist:  In  einem 
einfach  zusammenhangenden  Bereiche  S  sei  f(z)  eindeutig  und  ana¬ 
lytisch,  sofern  von  den  Punkten  alf ...  an  abgesehen  wird.  Ferner 
habe  f  (z)  in  jedem  jener  Punkte  einen  einfachen  Pol  mit  einem  ganz- 
zahligen  Residuum  miJ  i  =  1,  .  .  .  n.  Dann  wird  durch  die  Differential- 
gleichung 


eine  Schar  in  S  eindeutiger  Funktionen  w  =  F(z )  definiert,  deren  jede 
nicht  identisch  verschwindende  im  Punkte  a{  einen  Nullpunkt  oder 
Pol  von  der  m,.  t8n  Orduung  besitzt,  je  nachdem  mi  positiv  oder  nega- 
tiv  ist.  In  alien  anderen  Punkten  von  S  verhalt  sich  diese  Funktion 
analytisch  und  hat  iiberdies  einen  von  0  verschiedenen  Wert. 

‘  Zum  Beweise  setze  man 


/w  =  ^a;  +  ...  +  ^  +  vW> 

wobei  sich  cp(z)  in  S  analytisch  verhalt.  Dann  liefert  die  Funktion: 


f  <p(t)d: 

Fi(z)  =  0  -  ax)m*  •  •.(*  —  an)m«  e :'- 

eine  Losung,  wie  man  soforfc  nachrechnet. 

Sei  jetzt  F(z)  eine  baliebige  Losung  von  (2),  welche  sich  in 
einem  Punkte  b  +  a.  von  3  analytisch  verhalt,  ohne  dort  zu  ver- 
schwinden.  Dann  ist  in  der  Wahe  von  z  =  b: 


f-W  =  f(8\  _  -*i  (*) 

Fiz)  !  ~  Fi  {z) 

Bildet  man  andererseits  die  Funktion  *■(.)/*•,(,),  so  zeigt  sich;  daB 
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in  der  genannten  Nachbarsckaft: 


wird.  Infolgedessen  ist  dort 


*[<§  =  C+0>  also  F(z)  =  CFl(z). 


Demnach  lafit  sich  F(z)  iiber  den  ganzen  Bereich  S,  von  den  Polen 
von  Fx{z)  natiirlicli  abgesehen,  analytisch  fortsetzen,  und  zwar  stimmen 
alle  dergestalt  gewonnenen  Werte  von  F{z)  mit  CFx(e)  uberein 
Indem  wir  nun  nacbtriiglicb  der  Konstanten  C  in  der  letzten  Formel 
gestatten,  auck  den  Wert  0  anzunekmen,  erkalten  wir  kiermit  die  all- 
gemeinste  Losung  der  Differentialgleickung  (2)  im  genannten  Bereich. 

2.  Satz.  Die  o-Fiwktion  geniiyt  den  beiden  Funktionalgleichungen: 


wo 


Der  Satz  subsumiert  sick  unter  die  Formeln  (B)  des  §  9  von 
Kap.  10. 

Mittels  der  £-Funktiou  ergab  sick  eine  der  Partialbruckzerleguug 
der  rationalen  Funktionen  analoge  Darstellung  fiir  die  doppeltperiodi- 
schen  Funktionen.  Mit  Hilfe  der  o-Funktion  kann  man  auck  die 
Produktformel  der  rationalen  Funktionen  auf  die  doppeltperiodiscken 
Funktionen  iibertragen. 

3.  Satz.  Die  allgemeinste  nicht  konstante  doppeltperiodische  Funk- 
tion  f(z)  Idlit  sich  als  Quotient  mcier  a-Frodukte  ausdrucken  ; 


(4) 


n 


n 


(5) 


ist. 
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§  4.  Die  tf-Funktion. 


Erinnem  wir  uns  vor  allem  des  5.  Satzes  von  Kap.  10,  §  5,  wonach 


ist.  Dabei  lagen  alle  die  Punkte  a,  /I  in  einem  bestimmten  Perioden- 
parallelogramm.  Die  Kongruenz  driickt  eine  Bedingung  tin  die>e 
Punkte  aus,  derart,  daB  man  hochstens  2n  -  1  davon  willkurlich  an- 
nehmen  darf,  die  2  nte  wird  dann  dadurch  eindeutig  bestimmt.1)  Wir 
wollen  jetzt  diesen  letzten  Punkt  notigenfalls  durch  denjenigen  auBer- 
halb  des  Parallelogramms  gelegenen  kongruenten  Punkt  ersetzen,  wo- 
fiir  die  Kongruenz  in  die  Gleicbung  (5)  iibergeht.  Alsdann  tolgt  aus 
dem  2.  Satze,  daB  die  Funktion 


O  —  (z  —  «„) 

6  {Z  •  •  •  6  (Z  fi/t) 


doppeltperiodisch  ist,  und  da  ihre  Nullpunkte  und  Pole  iiberdies  be- 
ziehungsweise  mit  den  Nullpunkten  und  Poleu  von  f  (z)  zusammen- 
fallen,  so  kann  sie  sick  nur  durch  eine  multiplikative  Konstante  von 
f(z)  unterscheiden. 

In  der  WeierstraBschen  Funktionenlehre  bildet  die  durch  ein 
unendliches  Produkt  definierte  a- Funktion  (vgl.  §  8)  geradezu  den 
Ausgangspunkt  fiir  die  Behandlung  der  doppeltperiodischen  Funktionen. 
Yermoge  der  Siitze  der  algebraischen  Analysis  werden  dann  in  um- 
gekehrter  lieihenfolge,  und  zwar  auf  rechnerischeru  Wege,  die  Funk- 
tionaleigenschaften  der  a -  und  der  verwandten  Funktionen  hergeleitet. 
So  hat  man  in  jener  Theorie  zur  Definition  der  £-  und  ^-Funktion: 


Dies  entspricht  der  trigonometrischen  Relation: 


es  stets  erlaubt  ist,  irgeud  2n  —  1 
mzunehmen.  DaB  dies  nun  in  der 
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III,  11.  Reihen-  und  Produktentwicklungen. 

A uf gab e  2.  Man  zeige,  dab 

^  + e* i{z) 

ist,  wo  x  (#)  sich  im  Punkte  2  =  0  analytisch  verhalt. 

An fgabe  0.  Das  Integral  einer  beliebigen  doppeltperiodischen 
funktion  setzt  sicb  aus  folgenden  Bestandteilen  zusammen: 

a)  einer  doppeltperiodiscben  Funktion; 

b)  einer  linearen  Funktion; 

c)  einer  Sunime  von  £-Funktionen; 

d)  einer  Summe  von  Logaritlimen  von  tf-Funktionen. 


§  5.  Additionstheoreme. 


Wir  sind  bereits  einmal  am  Ende  des  §  3  der  Funktionalo-leichuno- 

©  O 

begegnet1): 


i(u  +  v)  =  £(«)  +  5(»)  + 


1  p'(u)  —  p'(v) 
*  p(u)  —  p(v) 


Hierdurcb  wird  die  %- Funktion,  gebildet  fiir  die  Summe  zweier  Argu- 
mente,  durck  Funktionen  der  einzelnen  Argumente  ausgedriickt.  Eine 
derartige  Funktionalgleichung  heiBt  allgemein  ein  Additionstheorem. 
Differentiiert  man  (1)  partiell  nach  u,  so  kommt 


(2) 


fO  +  v)  =  fM  - 


1  d  p'(u)  —  p(v) 

2  du  p(u)  —  p(v)  ’ 


oder  nacb  Umformung  mittels  der  Relationen 


(3)  f'M*  =  4F O)3  -  92 F W  -  9z, 

(4)  f"M  =  6fW8-^2> 

/  .  N  2\p(u)p(y)  —  igt][p(u)  +  p(v)]—  gs  —  p'(u)p  (v) 

(o)  p(u  +  v)  =  - - 2[p(*) 


Indem  man  p'(u)  und  p'(v)  nocb  mittels  der  Relation  (3)  aus  dieser 
Gleichung  fortschafft,  ergibt  sich,  daB  p(u  +  v),  p(u),  p(v)  durck 
eine  algebraische  Gleichung  miteinander  verkniipft  sind. 

G[p(u  +  v),  F W;  FM!  =  °- 

1)  In  diesem  Paragraphen  bedeuten  u ,  v  zwei  unabhiingige  komplexe  Ar¬ 
gumente. 
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§  5.  Additionstheoreme. 

Demuach  besitzt  die  Funktion  p(e),  in  Ubereinstimmung  mit  dem  all- 
comeinen  Ergebnisse  von  Kap.  10,  §  7,  ein  ahjebraisches  Additions- 

theorem. 

Aus  (2)  oder  (5)  erhalt  man  ferner  durch  partieile  Differentiation 
nach  u  oder  v  das  Additionstheorem  fiir  $>'(?)■ 

Man  kann  aber  auch  von  der  Funktion  aus  zum  Additions- 
tkeorem  fiir  die  p- Funktion  gelangen.  Nach  §  4,  (8)  ist 


F(m)  -  F0)  = 


6{V  —  U)  G(V  +  U) 


Differentiiert  man  liier  beiderseits  logaritbmisch  nach  u,  sowie  auch 
nach  v ,  und  addiert,  so  erhalt  man  die  Relation  (1). 

Endlich  sei  noch  bemerkt,  da6  das  Additionstheorem  (5)  direkt 
aus  dem  7.  Satze  von  Kap.  10,  §  6  abgeleitet  werden  kann,  ohne  die 
£-  und  u-Funktionen  iiberhaupt  zu  definieren,  wie  ja  auch  in  der 
ersten  Aufgabe  des  §  7  ebenda  bereits  hervorgehoben  ist.  Sei  nam- 
lich  a  4=  0  ein  beliebiger  Punkt  des  Periodenparallelogramms,  und 
man  bilde  die  Funktion  $>(z  -f-  «),  welche  dann  in  eine  gerade  und 
eine  ungerade  Funktion  gespalten  werden  moge: 


p(z  +  a)  —  |  [p(z  +  a)  +  p(e  —  a)]  -(-  |  -f-  a)  —  —  a)]. 

Die  gerade  Funktion  ist  von  der  4,eu  Ordnung  und  laBt  sich  daher 
als*der  Quotient  zweier  quadratischer  Polynome  in  p(e)  ausdrucken. 
Ferner  iiberzeugt 'man  sich  leicht,  daB  das  Nennerpolynom  (von  einem 
konstanten  Faktor  abgesehen)  nichts  anderes  sein  kann  als  [jp(s)  —  y>(«)]2. 
Setzt  man  also  die  Gleichung  an: 


7  W  (*  +  «)  +  p(z  -  a)]  =  ^ZT+  +  c 

wo  a,  b  e  unbestimmte  Konstante  bedeuten,  und  entwickelt  man  beide 
ei  en  dieser  Gleichung  nach  Potenzen  von  *,  so  ergibt  der  Yergleich 
der  Koeffizienten  der  ersten  drei  Terme  genugende  Bestimmungs- 
gleichungen  fur  diese  Konstanten. 

Indem  man  weiterhin  mit  der  Funktion 

I 

if P{z  «)  —  p(z  —  a)] 

Res^t hei'  Webe  VerfShrt’  geWiMt  das  gewuuscbte 
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HI,  ll.  Reihen-  und  Produktentwickhmgen. 

£  6-  Unendliche  Produkte. 

Unter  einem  unendlichen  Produkte  versteht  man  eine  unbegrenzte 
Polge  reeller  oder  komplexer  GroBen, 

wonnt  man  tolgendermaBen  verfahren  soil:  man  bilde  das  Produkt 

Pn  =  tl  ■  t» . /„  1 

und  lasse  dann  n  ins  Unendlicbe  wachsen.  Nun  liegt  es  nahe,  in  An- 
lehnung  an  die  Definition  einer  unendlicben  Reike,  zu  sagen:  nahert 
sick  pn  dabei  einem  Grenzwerte,  so  soil  das  Produkt  konvergent,  sonst 
aber  divergent  heiBen.  Durch  diese  Definition  wiirden  indessen  Pro¬ 
dukte  als  konvergent  zugelassen  werden,  w  el  eke,  obne  irgend  einem 
niitzlicben  Zwecke  zu  dienen,  sowohl  die  Beweise  als  auch  die  Satze 
umstandlich  mac-ben  wiirden  und  aus  diesem  Grunde  durch  spatere 
Festsetzungen  wieder  ausgescbieden  werden  miiBten.  Solche  Pro¬ 
dukte  wollen  wir  lieber  von  vornherein  nicht  aufnehmen,  und  darum 
fassen  wir  unsere  Definition  der  Konvergenz,  wie  folgt. 

Definition.  Verschwindet  hochstens  eine  endliche  Anzabl  der 
GroBen  fn  und  konvergiert  das  Produkt 

fin  + 1  "  f m  +  2  fm  +  r) 

wo  fn  =4=  0  fiir  n  >  m  ist,  bei  festem  m  und  unbegrenzt  wachsendem  /* 
gegen  einen  von  0  verschiedenen  Grenzwert  Pm,  so  heiBt  das  vor- 
gelegte  unendlicbe  Produkt  konvergent,  und  wir  legen  ibm  den  Wert 

P  =  frf2----f,n'Pm=limPn 

71  =  C© 

bei  5  in  alien  anderen  Fallen  beiBt  es  divergent.  Man  scbreibt  das 
Produkt,  sei  es  konvergent  oder  divergent,  in  der  Form: 


a; 

/i  *  /a  •  *  *  bzw-  n  fn' 

n=  1 

Beispiele.  Das  Produkt 


/ 1  •  3\  /2  •  4\  /3  •  5 
\2T2J  U  •  3/  \4  4 

konvergiert  gegen  den  Wert 


Dao-egen  divergiert  das  Produkt 


1  2  3^ 

2  T  4 


gegen  0. 
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§  G.  Unendliche  Produkte. 

Ein  unendliches  Produkt  hat  hiernach  mit  endlichen  Produkten 
die  Eigenschaft  gemeinsam,  daB  es  nur  dann  verschwindet,  wenn  einer 
seiner  Faktoren  verschwindet.  Dagegen  ware  es  ein  lrrtum  zu  glau- 
l)en  daB  umgekehrt  jedes  unendliche  Produkt,  welches  einen  ver- 
schwindenden  Faktor  enthiilt,  den  Wert  0  hatte.  Dazu  muB  ja  das 

Produkt  erst  uberhaupt  konvergieren. 

Die  theoretischen  Entwicklungen  iiber  unendliche  Produkte l)  stutzen 
sich  wohl  am  einfachsten  auf  den  folgenden  grundlegenden  Lehrsatz. 

Satz  1.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  fur  die 
Konvergenz  eines  unendliclien  Prod  aids 

/;•/;•••• 

besteht  lei  passender  Wald  des  Wertes  von  log  fn  in  der  Konvergenz 
der  Hilfsreihe 

l0g/m  +  l+  log/m  +  2-t - ; 

u'o  fn  4=  0  fiir  n  >  m  ist.  Ini  Falle  der  Konvergenz  ist  auferdcm  noch 

log  Pm  =  log  fm+i  +  log  fu  +  2  +  •  *  •; 
no 

f in  +  1  /  rn  +  2 


a)  Die  Bedingung  ist  notwendig.  Nacli  Voraussetzung  konvergiert 
hier  das  Produkt,  und  Pm  4=  0 .  Man  setze 


P  m  ,r  fm  +  1  f 


m  +  * 


fr 


m  +  r 


und  lege  log  Pm  einen  bestimmten  Wert  £  +  rji  bei.  Um  den  Punkt 
z  =  P.  beschreibe  man  ferner 


m 


einen  den  Punkt  z  =  0  nicht 
umfassenden  Kreis  K.  Dann  lie- 
gen  die  Punkte  pmr,  r^>r0,  bei 
passender  Wahl  von  r0  alle  in  K, 
und  infolgedessen  laBt  arc  n 

°  1  m ,  r 

eine  Bestimmung  rjr  zu,  welche 

sich  dem  absoluten  Betrao-e 

© 

nach  von  i]  um  weniger  als 
*/2  unterscheidet.  Dementspre- 
chend  wird  man  die  Bestimmung  bevorzugen: 

P  Allgemeine  Eriterien  fvir  die  Jvoiivertypii7  ivr»a  r, •  - 

lichen  Produkte  hat  zuerst  Cauchy  grfundef  indenr  nr  ^  ™e°d- 

Texte  geechieht,  der  Hilfsreihe  Zlolf  bediente  innjl  ^  "l<?  aUCb  blGr  lm 
Kote  IX.  WeierstraB  gah  SU 


Fig.  ill. 


526 


III,  11.  Reihen-  und  Produktentwicklungen. 

Pm,r  =  l°g  pm>  r  \  +  Vrh  r  >  rQ, 

und  im  iibrigen  log/;  so  wablen,  da6 

!°g  Pm,r=  l°g  fm  +  1  +  *  ‘  *  +  log  fm  +  r, 

wird.  Nun  behaupte  icb:  die  linke  Seite  dieser  Gleicbung  nabert  sich 
beim  Grenziibergange  r  =  oo  einem  Grenzwerte  und  zwar  dem  Werte 

log  =  £  +  Vi: 

lim  log P,n,r  =  log  /  limp,  \  =  £  +  vi. 

r=  cc  \r=  oo  / 

In  der  Tat  bildet  diejenige  Bestimmung  von 

log  ^  =  log  j  0  |  +  i  arc  z 
in  den  inneren  Punkten  von  K,  wofiir 


n  ^  ^  ,  n 


ist,  eine  in  K  eindeutige  stetige  Funktion  von  z.  Die  in  Rede  stebenden 

Bestimmungen  von  log  pm  r  und  log  Pm  fallen  aber  gerade  mit  den 

Werten  dieser  Funktion  in  den  Punkten  z  =  „  und  z  —  Pm  zu- 

sammen,  womit  denn  die  Richtigkeit  der  Bebauptung  dargetan  ist. 

DemsemaB  konvergiert  aucb  die  bewuBte  Reibe  und  es  ist 
©  © 


log  Pm  =  ^g  fm  + 1  +  log  fm+  2  +  ‘ 

w.  z.  b.  w.  Dabei  ist  dem  lo gfm+r,  r>r0)  der  Hauptwert  beigelegt 
worden,  d.  b.  es  ist  —  7t  <  91  (^-  log  fm  +  r^j  <  x. 

b )  Die  Bedingung  ist  aucb  binreicbend.  Nacb  Voraussetzung 
konvergiert  also  bier  die  Reibe.  Sei 


r  l°g  fm  +  l  P  '  '  '  "1"  1  °o  fm  +  r  > 

log /»+!  +  •••• 


Dann  ist 

und  da  e *  eine  eindeutige  stetige  Funktion  ist,  so  muB 


psm,r  __  f  .  .  .  f 

e  I  m  + 1  li 


m  +  rj 


lim  S, 


lim  eSm,r  =  er=co  - 


m,  r  s 

=  e 


Funktion  heranzuzieben,  Journ.  fur  Math.,  Bd.  51  (1856),  S-  18 
S.  173;  hieniber  vergleiche  man  auch  Tannery  et  Molk  FoncUom \ 

Bd.  1.  Geschichtliches  iiber  die  unendlichen  Produkte,  jelcbe  auf  J  ie  ,  ' 

zuriickgehen,  findet  man  bei  Pringsheim,  Enzyklopadie,  I  A  3,  .  r.  ,  • 


527 


§  6.  Uneridliche  Produkte. 

sein.  Darum  konvergiert  das  unendliche  Produkt,  und  es  ist 

Zusatz.  Dam#  ein  unmdliches  Product  Itonvergiere,  ist  mtuendig 
und  hinreichend,  da/5 

lim  Pn,r=  1 

sei,  wenn  n  ins  Unendliche  wachst  und  r  sich  dabei  in  vollig  willkur- 
licher  Weise  iindert. 

Der  Zusatz  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  Lelirsatzes  nebst 
Theorem  2  von  Kap.  1,  §  7. 

Indem  man 

fn  =  1  +  an 

setzt,  ergibt  sich  hiermit  fur  die  Konvergenz  eines  Produkts  als  not- 
wendig,  dab 

lim  an  =  0 

71  =  OO 

sei. 

2.  Satz.  Die  Reihen 

a'  am  +  l  d-  am  +  2  "F  ‘  '  ')  at n  +  r  I  } 

b)  log  (i  +  «m+i)  +  log  (1  +  am  +  2) -f - , 

ivolti  dem  log  (1  +  am+r)  stets  der  Hauptuert  heigelegt  wird,  konver- 
gieren  gleichzeitig  absolut. 

In  der  Tat  ist,  sofern  die  Reihen  nic-ht  sckon  mit  einer  endlichen 
Anzahl  von  Termen  abbrechen, 

lim  — »(1  +  a»)  =  i 

_  A  w  ^ 

(in  —  o  n 

wobei  wir  uns  alle  Terme  aus  beiden  Reihen 
wofur  an  =  0  ist.  Konvergiert  also  eine  dieser 
gilt  dies  auch  von  der  anderen  (vgl.  S.  504,  Am 

Zusatz.  Das  unendliche  Produkt 

(1  +  Oj)  (1  +  a2)  ■  .  . 

konvergiert  stets  dann ,  wenn  die  Reihe 


fortgelassen|  denken, 
Reihen; (absolut,  so 
a.),  w.  z.  b.  w. 


absolut  konvergiert. 


ai  +  as  +  ’  *  • 
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III,  11.  Reiken-  und  Produktentwicklungen. 

Mit  Hilfe  der  Relation 

m  +  r 

l0§  Pm,r=^  l0g(l  -f  at) 

i  =  m  +  1 

ergibt  sick  leickt  der  Beweis  folgenden  Satzes. 

Satz  3.  Sind  die  Gr  often  an  alle  reell  und  von  einerlei  Vorzeichen 
und  divergiert  ferner  die  Tieihe 

a\  d-  +  a3  4*  •  •  • , 

so  divergiert  auch  das  unendliche  l'rodukt 

II  (1  +  °n)  > 

71  =  1 

und  zwar  gegen  +  cc7  falls  an  f>  0  ist,  aber  gegen  07  falls  —  1  <  an  <  0  ist. 
Definition.  Das  unendliche  Produkt 

(1  +  aft)  (1  +  aft)  •  •  •  I 

keiBt  absolut  Convergent,  wenn  das  Produkt 

(1  +  |  dj  |)  (1  +  |  a2 1)  •  •  • 

konvergiert.  Dazu  ist  notwendig  und  kinreichend7  daB  die  Reike 

«i  H - 

absolut  konvergiert. 

4.  Satz.  Die  Faktoren  eines  unendlichen  Products  Cbnnen  dann 
und  nur  dann  beliebig  umgestellt  werden,  ohne  den  Wert  des  Products 
zu  dndern,  wenn  das  Produkt  absolut  Convergiert. 

Der  Beweis  ergibt  sich  sofort  ruittels  der  logarithmischen  Hilfs- 
reihe. 

Bezliglicli  des  Produkts  zweier  oder  mekrerer,  auck  einer  unend- 
licken  Anzakl  unendlicker  Produkte  gelten  analoge  S;itze7  wie  bei  del 
Summe  mekrerer  unendlicker  Reiken.  Ebenso  liiBt  sicb  der  Satz  be- 
treffend  das  Einsetzen  bzw.  Weglassen  von  Klammern  bei  den  Reihen 
sofort  auf  die  Produkte  iibertragen. 

§  7.  Fortsetzung:  funktionentheoretische  Eigenschaften. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  der  Betracktung  unendlicker  Produkte, 

deren  Faktoren  von  einer  komplexen  Veranderlicken  z  abkangen. 
Definition.  Sei 


/l  (?)  / 2  (Z) 


§  7.  Fortsetzuug:  funktionentheoretische  Eigenschaften.  5-«. 

ein  unendliches  Produkt,  dessen  Faktoren  alle  in  einem  Bereich  S 
eindeutig  erklart  sind.  Danu  lieiBt  das  Produkt  gleiclmafiig  konver- 
dent,  falls  das  Teilprodukt 

Pn,  r  00  ~  fn  +  1  (*)  '  ’  '  fn  +  r(~) 

bei  wacbsendem  n  und  willkurlich  sicb  anderndem  r  gleichmaBi 
o'e»yen  den  Grenzwert  1  konvergiert.  M.  a.  W.  soli  einem  beliebi 
vorgegebenen  positiven  s  stets  eine  teste  natiirlicke  Zabl  m  ent- 
sprechen,  derart,  dab 

+  +  1\<£ 


bleibt,  sobald  nur  n  ^  m  ist,  gleichviel  weleken  Wert  r  aucb  an- 
nehmen  und  welcber  Funkt  z  auch  von  S  sein  moge. x) 

An  Stelle  des  Bereicbes  S  kann  selbstverstandlick  jede  andere 
Punktmenge  treten. 

DaB  die  gleicbmaBige  Ivonvergenz  scbon  die  scblicbte  Konver- 
genz  nacli  sicb  ziebt,  erkennt  man  unmittelbar  aus  dem  Zusatze  unter 
dem  1.  Satze,  §  6. 

Nimmt  man  e  =  und  bezeicbnet  man  einen  zugebbrigen  Wert 

o  o 

von  m  mit  a,  so  konvergiert  das  Teilprodukt 


fill  jeden  festen  "W  ert  von  n  ^  (u  gegen  einen  nicbt  verschwindenden 
Grenzwert,  Pn(e).  Air  wollen  auch  zeigen,  daB  die  Yeranderliche 

Dei  wacbsendem  r  im  gewobnlicben  Sinne  gleicbmaBig  konvergiert 
In  der  Tat  ist  ° 


S("-  ^  -  *(*»  0 -P'A')  [*„♦„  ,.,(»)  -  1],  »->  r. 

Nun  ist  aber 


sowie 


P,U  ,r  W  -  1  |  <  £ ,  also  |  t  r  (js)  |  <  f 

I  Pit  +  r,r'-r{2)  1  |  <  £,  u  _}_  y  m 


wobei  nun  f  wieder  beliebig  klein 


genommen  ist  und  m  eine  zugehor 


ige 


ZU 


1 1  WeierstraB,  Abhandlungen  der  Kon 
Berlin,  1876,  §  2  =  Werke,  Bd.  2,  S.  199. 
Osgood,  Funktionentkeorie.  I.  2.  Aufl. 


igl 


Akodenne  der  Wissenschaften 
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Zahl  bedeutet.  Daraus  folgt,  daB 

|  5  (z,  r  )  —  s(z,  r )  |  <  3-  f  f  m  —  g  r }  /, 

ist,  womit  denn  die  Richtigkeit  der  Behauptnng  dargetan  ist. 

1.  featz.  Sind  die  Faktoren  eines  imendlichen  Produkts 

fi  W  ft  w  •  •  • 

m  einem  Bereiche  S  analytisch,  und  konvergiert  das  Produkt  gleickmdftig 
in  S,  so  stellt  es  eine  in  S  analytisclie  Funktion  F(z)  vor. 

In  der  Tat  subsumiert  sicb  nach  dem  Vorausgeschickten  die  Ver- 
anderliche 

r)  =  4  +  lW  •  •  -fp  +  ri*)} 

wo  g  die  obige  Bedeutung  beibehalt,  unter  den  6.  Satz  von  Kap.  7 , 
§  5.  Demnach  verhalt  sich  die  Grenzfunktion 

lim  s  (*,  r)  =  P  (e)  ~f  {d)f-  (,)... 

r  =  oo 

analytisch  in  S,  nnd  zwar  verschwindet  Pu  (z)  nirgends  in  S,  da 

l^.rW- !|  <b  also  h<\Pu,r(z)\,  : 

ist.  Hieraus  ergibt  sich  sowohl  der  soeben  ausgesprochene  Satz  als 
auch  der  folgende 

2.  Satz.  Za  den  Voraussetzungen  des  1.  Satzes  trete  nock  die 
weitere  kinzu,  daft  kein  Faktor  fn{z)  identisch  verschwinde.  Dann 
werden  die  in  S  gelegenen  Wurzeln  von  F'  (z)  sowohl  der  Page  als 
auch  der  Ordnung  nach  durch  die  Wurzeln  der  einzelnen  Faktoren  des 
imendlichen  Produkts  bestimmt. 

3.  Satz.  1st  fu(£)  fur  die  Punkte  einer  beliebigen  Punktmenge  {£} 
mit  der  Haufungsstelle  £  =  lim  £  defniert,  und  ndhert  sick  fn(0  fiir 
jeden  festen  Wert  von  n  einem  Grenzwert  Un ,  wenn  £  dem  Punkte  £  zu~ 
strebt: 

lim  fn (£)  =  Un\ 

L  =  5 

« 

konvergiert  ferner  das  uneiulUche  Produkt 

A  (6)  /*  (£)-••  }j 

gleichmdftig  in  {£};  so  konvergiert  das  unendlicke  Produkt 

L\  U2  - 


§  7.  Fortsetzung:  funktionentheoretische  Eigenschaften. 
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und  es  ist 


lim /i  (g)  /2  (g)  •  •  •  —  ^2  '  *  ’  • 

C  v 


Da  fiij*  einen  bestimmten  "\N  ert  von  n:  n  u,  S.  529  das  Teil- 
produkt 


im  gewohnlichen  Sinne  gleichmahig  konvergiert,  so  iolgt  dei  Satz 
nach  dem  Theorem  von  Kap.  12,  §  10  zunachst  tiir  letzteres,  und  nun 
geht  man  ohne  Schwierigkeit  zum  urspriinglichen  Produkt  fiber. 

4.  Satz.  Sei 

fi  (*)  f»  (*)••• 


ein  unendliches  Produkt,  dessen  Fdktoren  in  einem  Bereiche  S,  von 
einer  endlichen  Anzahl  derselben  abgesehcn,  von  0  verschieden  bleiben; 
analytisch,  Oder  gar  stetig  brauchen  sie  nicht  zu  sein.  Damit  dann  das 
Produkt  gleichmafiig  in  S  konvergiere,  ist  notuendig  und  hinreichend, 
da/5  die  Reihe 


—  log /“„(*) 


gleichmcifiig  in  S  konvergiert,  tvobei  X  so  gro/5  genommen  wird,  da/5 
fur  n  N  der  Faktor  fn  (z)  4=  0  ist. 

a)  Di®  Bedingung  ist  notwendig.  Aus  der  Voraussetzung 

tn  +  lW  ‘  '  *  fn  +  r(Z )  —  1  |  <  «  ,  W  W, 

folgt  namlich,  sofern  man  nur  e  <  1  annimmt,  da  der  Punkt 

im  Kreise  ]  w  -  1  <  «  liegt,  dab  fn(z)  4=  0  ist.  Bei  geeigneter  Wahl 
der  Bestimnmng  von  log  fn (z)  wird  also  nach  Kap.  6,  8  15  Auf- 
gabe  5,  S.  256 


fn  +  i  CO  +  •  •  +  log  fn  +  r(z)  |  —  j  log  iv  |  <  — ^ - (-  arc  sin  s 

ausfallen,  und  hiermit  ist  dieser  Fall  erledigt. 

b)  Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Nach  Voraussetzung  ist  jetzt 
>°g  /■.  +  ,(*)  +  •••  +  log  /„+r  (i)  |  <  ,,  n  >  m_  . 


Nun  ist 


/■.*■(')  ■  -f.+Ai)  =  eloe/»+'w  +  "-+ios//,+,.w 


0,6  Funtti°n  ist  aber  BtetiS  tat  den  Wert  1  im  Punkte  Z  =  0. 
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Demnach  entspricht  einem  beliebig  vorgegebenen  positiven  s  eine 
zweite  positive  GroBe  derart,  daB 

|  ez  —  1 1  <  a 

bleibt,  sobald  nur  \Z\  <[  rj  genommen  wird. 

Das  W  e i e r s tra B scbe  Kriterium  fur  die  gleichmaBige  Konvergenz 
einer  unendlichen  Reihe,  Kap.  3,  §  4  ubertragt  sich  auf  unendliche 
Produkte,  wie  folgt. 

5.  Satz.  Kriterium  fur  gleichmaBige  Konvergenz.  Sei 

oo 

fl  W  A  W  *  •  •  =Jf  [!  +  an  W1  ,  fn  W  =  1  +  W  , 

7i  =  1 

ein  unendliches  Product,  dessen  Faktoren  in  einem  Bereiche  S  eindeutig 
erkldrt  sind.  Geniigt  dann  die  Reihe 

«i  (*)  +  a2  0)  +  •  •  • 
dem  Weierstrafischen  Kriterium: 

n  >  m , 

ivo  KMn  eine  konvergente  Reihe  positive)'  Konstanten  ist,  so  konvergiert 
das  unendliche  Produkt  gleichmafiig  in  S. 

An  Stelle  von  S  darf  eine  beliebige  Punktmenge  treten. 

Zum  Beweise  bedienen  wir  uns  des  vorhergehenden  Satzes  und 
haben  also  nachzuweisen,  daB  die  Reihe 

00 

(6)  -2  log  AM 

gleichmaBig  konvergiert.  Man  nehme  in  N  so  groB,  daB 

Mn  <  1 ,  n^m, 

ausfallt,  und  verstehe  ferner  unter  log  [1  +«„(*)],  stets  den 

Hauptwert.  Dann  wird  nacli  Kap.  6,  §  15,  Aufgabe  5 

I  log (i  +  an (/))  |  <  r-kn  +  arc  sin  Mn  =  ^ ’  n  - nL 

Des  weiteren  konvergiert  die  Reihe  positiver  Konstanten. 

(7)  +  2»m  +  1  +  '  ' 

denn  9R„  ’Mn  nahert  sich  ja  einem  Grenzwerte,  wenn  n  =  00  wird. 


§  8.  Unendliche  Produkte  fiir  sin  2,  c{z),  usv>- 

Infolgedessen  UBt  sick  das  WeierstraBsche  Kriterium  fur  die  gleich- 
maBige  Konvergenz  der  Reihe  (6)  auwenden,  indem  man  s.ch  eben 

tier  Reihe  (7)  bedient. 

Zusatz.  Unter  den  Voraussetzungen  des  Saties  honrergtert  das 
unendliche  Pfodu lit  auch  absolut. 

In  der  Tat  geniigt  das  Produkt  den  Bedmgungen  des  2.  Satzes 
yon  §  6. 

Aufgabe.  Man  beweise  den  folgenden  Satz:  Konvergiert  das 
unendliche  Produkt 

=  /;(*)£(')•••> 

dessen  Faktoren  in  einem  Bereiche  S  analy  tisch  smd  und  n it  la t  iden 
tisch  verschwinden,  gleichmaBig  in  S}  so  ist  dort,  abgesehen  \on  et- 
waigen  Wurzeln  der  Funktion  F(z), 

F'{z)  f\\z)  U{z)  , 

F{z)  t\  (*)  ^  ft  ti)  'r 


§  8.  Unendliche  Produkte  fiir  sin  z,  6  {z),  usvy. 

Aus  der  Partialbruchzerlegung  fiir  cot  z  §  1,  erhiilt  man  durch 
Integration  ein  unendliches  Produkt  fiir  sin  z\ 

cot,-i  +  V[— L_  +  J_1, 

z  L  z  —  nit  nny 

I  cot  zdz  =  log  sin  z  =  log  e  +  /  V  f~ — 1 - f-  1  1  dz  +  C 

J  J  —  Lz  —  nit  nit  J  1 

o 

r-  =  log  z  +  ^  log  (z  —  nit)  —  log  (—  nit)  -f  -f  C. 

Dabei  denken  wir  uns  einen  endlichen  einfach  zusammenhiingendeig 
den  Punkt  z  =  0  im  Innern  enthaltenden  Bereich  S,  welch er  keinen 
der  Punkte  z  =  nx,  »=  + 1,  ±2,  •••,  umfaBt.  Die  Funktionen 
log  sin  z j  log  z  smd  in  S  mehrdeutig,  wahrend  die  iibrigen  in  der 
letzten  Formel  auftretenden  Funktionen,  welche  ja  aus  den^Integralen 
der  entsprechenden  Terme  der  fruheren  Reihe  bestehen  sollen  °  in  S 
eindeutig  und  analytisch  sind.  Im  iibrigen  ergibt  sich  die  gleichmaBige 
Konvergenz  letzterer  Reihe  in  S  direkt  aus  der  gleichmaBigen  Kon¬ 
vergenz  der  urspriinglichen  Reihe  in  S. 


534  In>  1L  Reihen-  und  Produktentwicklungen. 

Die  vorstehende  Relation  ist  gleichbedeutend  mit  der  folgenden: 


sin  0  =  kzJJ[l 


‘ 

nrc . 


?l  7T 


wo  es  nur  noch  iibrig  bleibt,  den  Wert  von  Is  =  ec  zu  bestimmen. 
Dies  gescbieht  am  einfachsten  mittels  der  Relation 


Da  namlich  das  unendliche  Produkt  nach  §  7,  4.  Satz  in  5  gleich- 
maBig  konvergiert,  so  sehlieBt  man  daraus,  daB  k  =  1  ist. 

Im  iibrigen  konvergiert  das  Produkt  absolut.  Schreibt  man  niim- 
lich  den  allgemeinen  Faktor  in  der  Form  1  +  an  und  vergleicht  man 
die  Reihe  2Jan  mit  der  Reibe  2Jl/n2,  so  stellt  sich  beraus,  daB 


lim  , 

«  =  oc  !/»' 


existiert.  DemgemiiB  kann  man  die  Faktoren  des  Produkts  so  um- 
ordnen,  daB  die  Exponentialfaktoren  sicb  gegenseitig  aufbeben.  Hier- 
durcb  gelangt  man  zu  den  definitiven  Formeln:1) 


sin  t  =  g  Yl'  [l  -  £\  e"  “  *  jj 11  _  vtj 


Ersetzt  man  noeb  z  durch  tcz,  so  kommt 


sin  %z 


Tt 


=  z 


m 


z 
n  j 


n 

e  =  z 


no 

n  =  1 


Wie  beim  Beweise  des  1.  Satzes,  §  4,  so  kann  man  auch  hier 
mebrdeutiger  Funktionen  entraten. 

Das  unendliche  Produkt  fur  cAz).  Yerfabrt  man  in  abnlicber 
Weise  mit  der  Reihe  fiir  g(s),  §  2,  so  erbalt  man  zunacbst: 


p  ^  r  2  *n 

j  g  (z)  dz  =  log  z  +2  [^°£  ^  —  ^  _  2  &*-! 

z  1  22 


P(z)dz  T-r'r,  2  1 

o{z)  =  e  =  kz  Jj  [l  —  ^\e 


S>  +  2  ii- 


1)  Die  zweite  Form  des  unendlichen  Produkts  findet  sich  bei  Euler,  In- 
roductio  in  analysin  infinitorum,  Bd.  1,  1748,  Nr.  158. 


§  9.  Die  Weierstrafiscke  Abhandlung  vom  Jahre  18  <6. 
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Das  unendliche  Produkt  konvergiert  absolut  fur  jeden  Wert  von  *, 
„nd  in  jedem  endlichen  Bereiche  S  konvergiert  es  auBerdem  noch 
■deiehmaBig.  Beides  beweist  man  ohne  Miihe  mit  Hilfe  der  absolut 
konvergenten  Beibe  vgl.  §  2.  Aus  der  Bedingung 

I  .  lim  -  1 

z  =  0  ~ 

findet  man  ferner  Jfc— 1.  Hiermit  erhalt  man  als  definitive  Formel: 


(1) 


«(*)-*  n  i1  ~  a)e 


O  2  122 


Im  voraufgehenen  Kapitel  habe  icb  mir  es  angelegen  sein 
iassen,  die  theoretische  Grundlage  fur  die  periodischen  Funktionen 
zu  sckaffen.  Dem  Leser  sei  es  jetzt  als  eine  wertvolle  Ubung  emp- 
foblen,  sicb  selbstandig  die  Tbeorie  der  ellipitischen  Thetafunktionen 
zu  entwickeln,  und  zwar  von  ibrer  funktionentbeoretiscben  Definition, 
nicbt  von  den  Reiben  und  Produkten  aus.1)  Dabei  wird  man  direkt 
zu  jenen  Formeln  gefiibrt,  welcbe  die  Jacobiscben  Tbeta-  mit  den 
WeierstraBscben  Sigmafunktionen  verbinden.2)  Im  iibrigen  sei  auf 
die  mannigfacben  Reiben-  und  Produktentwicklungen  fur  die  trigono- 
metriscben  Funktionen  verwiesen,  wie  sie  sicb  beispielsweise  bei  Bier- 
mann,  Analytische  Funktionen,  Kap.  G  linden. 

'  Aufgabe.  Man  zeige,  daB  die  Funktion  cos  z  sicb  durcb  das 
unendliche  Produkt  darstellen  laBt:3) 


i1  (» + *)*)  e  ~  Tli1-  ■ 

n  =  0 


§  9.  Die  Weiersti-aBsche  Abhandlung  vom  Jahre  1876. 4 ) 

In  der  Algebra  lernt  man  eine  ganze  rationale  Funktion  in  ein 
Produkt  linearer  Faktoren  zerlegen.  Die  soeben  besprocbenen  Ent- 
wicklungen  von  sin*  und  *(*)  in  unendliche  Produkte  Iassen  sicb 

j  P  In  dieser  Hmsicht  vergleiche  man  wieder  das  Buck  von  Weber  Ellin 
tische  Funktionen  und  algebraische  Zahlen.  ’  ±jLlF 

2)  Man  vergleiche  hieriiber  H.  A.  Schwarz  Formeln  w  T  * 

Gebrauche  der  elliptischen  Funktionen.  '  1  !'n  ~e  zum 

3)  Euler,  ibid. 

4)  ,.Zur  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Funktimmn"  Ahi  j, 

d,r  **«**>■  Maiemie  der  Wmemchaften  zu  Berlin,  1876;  WeAe  T 7? 
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als  erne  Verallgemeinerung  dieses  Satzes  auf  ganze  trail szendente  Funk 
t^en  mit  unendlich  vielen  Nullstellen  ansehen.  Dabei  besteht  in- 
dessen  der  allgemeine  Faktor  nicht  mehr,  wie  bei  den  Polynomen 

aus  emer  linearen  Funktion,  sondern  es  tritt  noch  ein  Exponential- 
iaktor  binzu: 


Diesei  letzte  faktor  ist  es  eben,  welcher  die  Konvergenz  des  Pro- 

dukts  erzeusft. 

© 

Von  dieser  Bemerkung  ausgebend1)  warf  WeierstraB  die  Frage 
auf?  ob  es  nicht  allgeinein  bei  einer  beliebig  vorgeschriebenen  Ver- 
teilung  der  Nullstellen,  vorausgesetzt  nur,  daB  sich  dieselben  nirgends 
im  Endlichen  haufen,  stets  eine  transzendente  Fnnktion  gibt,  deren 
Wurzeln  dieser  Verteilung  entsprechen.  Auch  die  Ordnung  der  ein- 
zelnen  Nullstellen  soli  willkiirlich  yorgegeben  werden.  Es  stellte  sich 
heraus,  daB  die  trage  in  der  Tat  zu  bejahen  ist.  Das  Ergebnis 
sprechen  wir;  wie  folgt,  aus. 

Der  WeierstraBsche  Satz.  Gegeben  set  eine  unendliche  Punkt- 
menge  ax,  a2,  .  .  lim  an  =  oj .  Jedem  Punkte  an  derselben  werde  eine 

71=  cc 

natiirliche  Zahl  uH  zugeordnet.  J)ann  gibt  es  stets  eine  ganze  transzen¬ 
dente  Fnnktion  G{z),  icelche  im  Punkte  an  (n  =  1,  2,  .  . .)  eine  Wurzel 
gnter  Ordnung  besitzt  und  sonst  nirgends  verschwindet.  Im  iibrigen 
wird  die  allgemeinste  derartige  Funktion  F  {z)  durch  die  Formel  gegeben : 


r(z)  =  epft  G  (z), 


tco  G  (z)  eine  spezielle  Funktion  von  der  genannten  Beschaffenhcit  und 
g(z )  eine  ganze  (rationale  oder  transzendente)  Funktion  ist. 

Es  handelt  sich  hier  vor  allem  um  einen  Existenzsatz.  Indem 
wir  uns  die  Zahlen  ax,  a2,  .  .  .  so  geordnet  denken,  daB  an+ 1  ^,<0 


1)  Dieser  Gedanke  geht  auf  GauB  zuriick,  welcher  sich  zur  Definition  der 
D-Funktion  folgender  Formel  bedient  hatte: 

it  + 1 


1 


7=1  «  = 1 

.  o  „  I  ,, 


-3  log 


„Disquisitiones  generales  circa  seriem  infinitam  l  +  ^-'H - Conmentationes 

soc.  reg.  sci.  Gott.  rec.,  Bd.  2  (1812)  =  Werke,  Bd.  3  (1866),  S.  145;  tWtzung 
ins  Deutsche  yon  H.  Simon.  Wie  Pringsheim,  Enzyklopadie,  I  A  3 ,  -> 

bemerkt  hat,  findet  sich  das  vorstehende  Produkt  bereits  bei  u  er, 
Goldbach,  13.  Okt,  1729. 
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ist,  nehmen  wir  eine  unendliche  bolge  natfirlicher  /ahlen 
derart  an,  daB  die  Reibe 

CO  zmn 

(i)  2 


fiir  alle  Werte  von  g  absolut  konvergiert.1)  Im  Falle  a2k  +  l  =  Icti,  a2k  = 
—  Ten  ist,  geniigt  es,  wie  wir  bereits  gesehen  haben,  durchweg  mn=  1 
zu  setzen,  wahrend  fiir  an  —  SI  =  into  +  m  co  ,  mn  —  2  genommen 
werden  darf.  Bei  alien  Verteilungen  der  Nullstellen,  welcbe  in  der 
Praxis  eine  Rolle  spielen,  kommt  man  sebon,  wie  bier,  mit  einem 
festen  Werte  mn  =  m  aus.  Hingegen  wird  mn  im  aUgemeinen  Falle, 
wo  sicli  die  Nullstellen  in  der  Nahe  des  Punktes  cc  starker  ver- 
diebten,  zim-leicb  mit  n  ins  Unendlicbe  waehsen  miissen.  Man  erhiilt 
offenbar  stets  eine  brauebbare  Reibe  von  Zahlen  mn,  indem  man  ein- 
facb  »?/( =  n  setzt,  denn  es  wird  dann 


lim 

n  =  oc 


Zmn  +  l/a"‘n  +  l 
'  n  +  1 


em*/am* 

n 


+  1 


+  1 

=  lim 

71  =  OO 


Z 


77+1 


womit  denn  die  lvonvergenz  erwiesen  ist. 

Geben  wir  jetzt  zur  AufsteUung  einer  spezieRen  Funktion  G  (g) 
fiber,  so  wird  eine  solche  durch  das  unendliche  Produkt: 


Vh  GW-flfM- 

71=  l 

definiert,  wo 


ist.  Dabei  denken  wir  uns  zunachst  au  durchweg  gleich  1.  Dieses 
Produkt  konvergiert  nacb  §  7  fur  jeden  Wert  von  g  absolut  und 
auBerdem  m  jedem  endlicben  Bereiche  S  gleichmaBig.  Erinnern  wir 
uns  niimlich  der  Reibenentwicklung: 


log  (1  -  Z) - Z  - 

*) 


Z3 

3  ~  • '  *  ~f 


Z  <1, 


bezeiebnen  ferner  mit  p  die  obere  Grenze  von  g  | 
S,  und  nebmen  endlieb  N  so,  daB 


fiir  die  Punkte  von 


a»\>  Q, 


n  >  N 


1)  Sollte  insbesondere  a.  =  0  sein 
ginnen.  Beim  Produkte  wird  man  dann 
gleich  den  Faktor  z‘\  davor  setzen. 


’  so  m°ge  die  Sum  me  mit  n  =  2 
ebenfalls  mit  n  =  2  anfangen  und 


y 


be- 

zu- 
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ist,  so  erkennen  wir,  daB  der  Hauptwert  von  lo gfn(z),  w  >  N,  durc-h 
die  Formel  gegeben  wird: 

logf»0)  =  log  (1  -  {)  +g,(z) 


1 

/  Z  \»‘re  +  l 

_  1  /IV 

sT 

+ 
>— 1 

1 

mn  +  2  \aj 

Es  bandelt  sicb  um  die  gleicbmaBige  Konvergenz  derReihe  ^ log  fn(z), 
und  dies  wird,  wie  gewcibnlicb,  verinoge  des  WeierstraBschen  Kri- 
teriums  festgestellt.  In  der  Tat  ist 


y  1 *  i 

/  o  \1lln  +  * 

m*  + k 

V  an  ) 

/  q  +  i 

ynn  +  k 

Vi  «n  / 

Setzt  man  dalier  das  letzte  Glied  dieser  Relation  gleicli  Mn,  so  kon¬ 
vergiert  die  Reibe  EM  ,  wie  aus  Y ergleicb  mit  der  absolut  konver- 

O  717  O 

genten  Reibe  (1),  gescbrieben  fiir  z  =  q,  unmittelbar  bervorgebt.1) 

Ist  endlicb  gn  >  1,  so  wird  man  den  Punkt  an  un-fach  zablen. 
Oder  man  darf  ibn  aucli  bloB  einmal  zablen,  indem  man  die  GroBen 
so  wablt,  daB  die  Reibe 

n  / 


Y__  m 

ST]  iinZ  n 

E—l  n  Mln+1 
a  =  1  an 


Pn 


resp.  "x,  7  ,  v  jn„  + 1 

*  TTy  (mn  +  1)  aii 


bestandig  konvergiert.  Dann  wird  man  nocli  G(z)  and  gn(z)  durcb 
die  Ausdriicke  des  nacbstebendea  Zusatzes  zu  ersetzen  liaben. 

Hiermit  ist  bewiesen,  daB  durcb  das  unendlicbe  Produkt  (2)  eine 
ganze  Funktion  Gr(e)  definiert  wird,  wie  sie  der  Satz  verlangt.  ■  Sei 
jetzt  r(s)  eine  beliebige  Funktion,  welcbe  den  Bedmgungen  des 
Satzes  geniigt,  und  man  bilde  das  Verbaltnis  r(z)/G(z).  Dadurcb 
wird  eine  neue  ganze  Funktion  ®(e)  definiert,  welcbe  fiberdies  im 
Endlicben  nirgends  verscbwindet.  DemgemaB  erweist  sicb  ©  ©  W 

1)  Wie  man  sieht,  geniigt  es  schon,  wenn  man  die  GroBen  mn  so  mmnit, 

daB  die  Reihe 


endfich  bleiben  darf,  ist  diese  Bedingung 


bestandig  konvergiert.  Im  Falle  mn 
mit  der  friiheren  gleichbedeutend. 
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ebenfalls  als  eine  ganze  Funktion,  und  daher  lafit  sich  (~ )  in  der 

Form  schreiben.  . 

Hieran  schlieBt  sicli  nock  der  folgende  Darstellungssatz.  Dabei 

wird  die  Funktion  G{z)  als  sclion  von  vornherein  vorhanden  an- 
gesehen,  und  es  kandelt  sich  bloB  uni  einen  durck  einen  bestimmten 
unendlichen  ProzeB  gegebenen  Ausdruck  fur  dieselbe. 

Zusatz.  Jede  ganze  Funktion  G  (z)  lafit  sich  durch  ein  unend- 
liches  Produkt  darstellen:1) 

71  =  1 

a„0)  -  »*.  [‘  +  T  (F)!+  •  ■  •  +  k  (t) 


u-0  un  die  Ordnung  der  Wurzel  an  und  mn  eine  geeignete  naturliche 
Zahl  bedeuten.  Das  Produkt  konvergiert  absolut  fiir  jeden  Wert  von  z 
und  gleichmdfiig  in  jedem  endlichen  JBereiche  der  Ebene. 


Aus  dern  soeben  bewiesenen  Hauptsatze  schlieBt  WeierstraB 
weiter:2) 

Gegeben  seien  zicci  unendliche.Punktmengen:  ax,  a2, . . .,  lim  an  =  oo 

7Z  =  00 

by ,  b2, . . lim  bn  =  oo;  dabei  soli  war  kein  Punkt  der  ersten  Menge 

71  =  00 

m it  einem  Punkte  der  zweiten  Menge  zusammen fallen,  Ferner  sei  jedem 
Punkte  an,  bn  eine  naturliche  Zahl  un  rcsp.  vn  zugeordnet.  I)ann  gibt 
es  stets  eine  eindeutige  Funktion,  welche  im  Punkte  an  einen  Nullpunkt 
hr!er  und  ^  bn  einen  Pol  vjer  Ordnung  bcsitzt,  und  sich  sonst  im  End- 
lichen  analytisch  verhalt  und  nicht  verschwindet. 

Die  allgemeinste  derartige  Funktion  f(z )  ivird  durch  die  Fonnel 
gegeben: 


u-°  g(z),  Gy  (z),  G2{z)  ganze  Funktionen  sind.  Dabei  liegen  die  Wur- 
zeln  von  Gx  (z)  und  G2  (z)  in  den  Punkten  an  resp.  bn,  und  iveisen  dort 
je  die  Multiplizitdt  gn  resp.  vn  auf. 


§  10.  Der  Mittag-Lefflersche  Satz. 

Nackdem  WeierstraB  also  gezeigt  hatte,  daB  die  NuUpunkte 
und  Pole  emer  eindeutigen  Funktion,  welche  im  Endlichen  keine 


1)  Man  vgl.  die  vorletzte 

2)  Eine  oder  auch  beide 


Annierkunsr. 

o 

dieser  Puuktmengen  diirfen  endlich 


sein. 
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bohere  Singularity  als  Pole  besitzt,  beliebig  vorgeschrieben  werdeu 
konnen,  indem  er  die  Funktionen  durcli  unendliche  Produkte  wirklich 
autstellte,  iibertrug  Mittag-Leffler  den  Satz  von  der  Partialbruch- 
zeilegung  der  rationalen  Funktionen  auf  transzendente  Funktionen 
wie  folgt.  7 

Der  Mittag-Lefflerscke  Satz.1)  Vorgelegt  sei  eine  unendliche 
Punktmenge  a1,  a2, ...,  lim an  =  <x>,  sowie,  don  Punkte  an  entsprechend 

It  =  00 

ein  beliebiges  Polynom  in  lj(z  —  an) : 


Ax{n) 
z  —  a. 


d - Ft. 


Ay 


(») 


1  <  K,  +  0 


(*  “  «»)•’*  ’ 


Dann  gilt  es  siets  eine  eindeutige  Function  f  (z),  uelche  im  Punlde  an 
einen  Pol  mit  dem  Hauptteil  gn  besitzt  und  sich  sonst  im  Endlichen 
analytisch  vcrhdlt. 


Fine  solche  Funktion  ivird  durcli  die  unendliche  Peihe  gegeben: 


«')  -  2  !>•  fe) " 

n  =1 

ico  yn  ( z)  ein  geeignetes  Polynom  in  z  bedeutet.  Die  allgemeinste  der - 
artige  Funktion  F (z)  erlidlt  man  dann,  indem  man 

F(g)-m  +  G(i) 

setzt,  zco  G  (z)  eine  beliebige  ganze  Funktion  ist. 

Es  handelt  sicb  liier  wiederum  vor  allem  um  einen  Existenzsatz. 
Die  Zablen  a.2 ,  ...  denken  wir  uns  so  geordnet,  dab  an  +  l'Fian\ 
ist.  Sei 

BX<R 3  <  •  •  •,  bm  Rn  =  oo, 

n  =  oo 

eine  Folge  positive!*  reeller  Zahlen  und  sei  ferner 


oo 


2K 

n  =  1 

eine  konvergente  Reihe  positiver  Konstanten.  Der  springende  Punkt 
beim  Beweise  ist  nun  der,  dab  man  eine  unendliche  Folge  von  Poly¬ 
nomen: 

?!  0),  ?2  W;  *  •  * 

1)  Ofversigt  af  Eongl.  roemkaps-Akademms  Bi  34  (WIT)- 

Den  Beweie  hat  Weier.tr.*  vereinfacht,  Monatsbmchte  der  Berlmer  AUu  , 

Aug.  1880  =  Werke,  Bd.  2,  S.  189. 
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so  bestimmen  kann,  daB  (lie  Reike 

oo 

(1) 

n  =  1 

fur  jeden  Wert  e  +  an  konvergiert  und  zwar  so,  daB,  wenn  mau  einen 
beliebigen  eiidlicbeu  Bereich  S  ins  Auge  faBt  und  diejenigen  Tenne 
von  (1)  fortlaBt,  welche  in  S  unstetig  werden,  die  dadurch  erhaltene 
Reihe  in  S  ausnahmslos  analytischer  Funktionen  gleickmiiBig  in  S 
konvergiert.  Dies  gescliieht,  indem  man  nachweist,  daB  die  Tenne 
von  (1),  von  einer  bestimmteu  Stelle  an,  dem  WeierstraBscken  Kri- 
terium  genii  gen: 

I  n  ^  m> 

so  daB  also  der  durch  die  Reihe  (1)  definierten  Funktion  die  Singu- 
laritaten  der  einzelnen  Terme  aufgepragt  werden. 

Um  jetzt  den  Beweis  ins  einzelne  durchzufiihren,  sei  A-  eine  be- 
liebige  natiirliche  Zabl,  und  man  fasse  diejenigen  Punkte  an  ins  Auge, 
wofiir 

^4  <  a  n  I  =  -^4  +  1 

ist.  Nun  kann  man  gn  in  eine  Potenzreibe  entwickeln: 

.  -,n  (?  —  a,)  =  f 0  +  (i  ~  +  CZZ“  +  ’  "y 

welche  im  Ivreise  |  e  |  <  an  \  konvergiert  und  dalier  iiberdies  im  Kreise 
*  ^4  gleichmaBig  konvergiert.  Dementsprechend  spalte  man  so 
viele  Terme  von  der  letzteu  Reihe  ab, 

Yn(z)  =  c0  +  c1z  +  --.  +  CpzP, 

daB  der  Rest 


C  —  a„)  ZnCO  4  +  i^,  +  1  H-  Cp  +  iBp  +  ~ 


im  Kreise  |  *  |  ^  Rk  betraehtet,  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiuer  als 
Mn  bleibt.  Sollten  Terme  vorhanden  sein,  wofiir  a  KB  ist  so 
werden  diese  ja  nnr  in  endlicher  Anzahl  auftreten,  und  da’w^dedenn  das 
entsprechende  Polynom  y„(*)  identiseh  gleicb  0  gesetzt.  LaBt  man  h 

dnrl/e  VG  n'V^Z  ‘  "  annehmeD>  ^  erhalt  man  da- 

rch  eine  unendliche  Folge  von  Polynomen  der  crewiinschten  Be 

schaffenheit.  Denn,  sei  8  ein  beliebiger  endlicher  Bereich  und  man 

nehme  m  so  groB,  daB  S  im  Kreise  |,|  £  *.  Uegt  Bildet’man  dZ 
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iV-l 


^  (  Z  -  an  )  Yn  (  ")]  2  (YJn  -  7n)  +  ^  (9n  ~  yj, 

n = 1  n=y 

wo  JV  so  gewahlt  wird,  daB  aN  >  Rm  ist,  so  verhalten  sich  die  Terme 
dei  rechter  Hand  anftretenden  Reihe  samtlich  analytiscli  in  S,  und 
die  Reihe  konvergiert  iiberdies  daselbst  gleichmliBig.  Darum  stellt  sie 

eine  in  S  analytische  Funktion  vor.  —  Der  letzte  Teil  des  Satzes  ist 
evident. 

Wie  beim  WeierstraBschen  Satze  ein  Konvergenz  erzeugender 
Faktor  e9n(']  sich  zu  dem  linearen  Faktor  1—  -  gesellte,  so  tritt 

auch  hier  zum  Hauptteil  gn  ein  Konvergenz  erzeugender  Term 

y»W  tinzu. 

Aus  dem  Mittag-Lefflerschen  Satze  kann  man  den  Weier¬ 
straBschen  Satz  herleiten,  indem  man 


Or 


z  —  a, 


z  —  a. 


setzt  und  den  Ausdruck  bildet : 


wo 


f  f(*)dz 

e6 


n  =  1 


mn  k-l 

=  -on  2j  — r 

k  —  l  (tn 


An  den  Mittag-Lefflerschen  Existenzsatz,  wie  er  oben  aus 
gesprochen  ist,  schlieBt  sich  noch  der  folgende  Darstellungssatz. 

Zusatz.  Sei  f(z )  eine  eindcutige  analytische  Function  von  z,  welche 
im  Endliclien  keine  anderen  Singular  itdten  als  Pole  hat.  Dann  la  fit 
f  (,?)  eine  Partialbruchzerlegung  von  der  Form  zu: 


f(*)  =  F  hPp)  ~  ’’•Wl +  G(^’ 

71  =  1 


u°  gn  den  Hauptteil  des  Poles  an,  y„  ein  Polynom,  und  G  eine  gan~e 
Funktion  bedeuten. 


§  11.  Verallgemeinenmgen  tier  vorhergehenden  Satze. 

Im  Falle  der  Funktion  cot e  kann  man  beispielsweise  a2m  =  ni7t\ 


a2m+ 1  =  -  niTt  setzen. 

Dann  wird 

n  (  1  \ 

 1 

y  2  m  (*  ) 

1 

m  >  0; 

9 2m  \z  _  aim) 

z  —  m  n 

inn7 

n  (  1 

\ _ } 

y  2m  +  1  (“O  = 

1 

m  >  0; 

9  2m  +  1  \z  —  at 

m+J  «+»**’ 

inn’ 

und  es  bleibt  nur  noch  iibrig,  die  Funktion  G(z)  zu  bestimmen,  uni 
eine  neue  Herleitung  des  Entwicklungssatzes,  §  1,  (II),  zu  gewinnen. 
Nun  kann  man  zunackst  leicbt  zeigen,  daB  die  Reike  rechter  Hand 
die  Periode  tt  zulaBt,  woraus  denn  folgt,  daB  die  ganze  Funktion  G{z) 
auch  diese  Periode  besitzt.  In  den  beiden  Endpunkten  des  Perioden- 
streifens  bleibt  fernerkin  die  Reihe  eudlick.  Denn  es  ist  fur  y  >?r/2, 
|  a;  |  <  jr/2,  und  w>  1,  auf  Grund  der  Relation  (III),  S.  210 


z“  —  n-  %  =  n'X  —  x 


i y  |  |  nx  +  x  +  iy 


+  )r?=(wjc  +  a?+  y\)> 


V 2 


V 2 


woraus  denn  folgt,  daB 


9  Y  +  n  _ 

“  (nx+  Y )*> 


wo  I  —  y  7i!  2  ist.  Isack  einem  bekannten  Cauckyscken  Konver- 

genzsatz  betreffend  eine  Reike  positiver  Terme  ist  ferner 


oc  oo 

V  y+7t  ^  /*  i 

(n*+  /  (nx+Y)*  aX 

n  =  1  0 


1 

7t 


Da  auck  cot*  in  jenen  Endpunkten  endlick  bleibt,  so  reduziert  sich 
G(z)  kiermit  auf  eine  Ivonstante,  und  diese  kat  den  Wert  0,  weil 
sowokl  die  Reike  als  auck  cot*  ungerade  Funktionen  sind. 


§  11.  Verallgemeinerungen  der  vorhergehenden  Satze. 

P1,6  S“tze  derFeiden  voraufgehenden  Paragraph  beziehen  sich 

sill,  I  r  Funktl0ne“  mit  einer  wesentlichen  singular 

MeUe,  welche  ,n  den  Puntt  ,-oc  verlegt  wurde.  Eine  erste  VeZ 
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gememerung  erhalt  man,  wenn  man  eine  eindeutige  Funktion  mit  einer 
endliclien  Anzalil  wesentlicher  singularer  Stellen  in  Betrackt  zieht. 
Dieser  Fall  ist  aucli  zugleich  von  WeierstraB  in  der  genaunten  Ab- 
liandlung  von  1876  behandelt  worden,  sofern  wenigstens  Quotienten- 
darstellungen  in  Betracht  kommen.  Nachdem  Picard,  Mittag- 
Lelller  u.  a.  spezielle  Falle  untersuclit  hatten,  wo  die  Anzahl  der 
wesentliclien  singularen  Punkte  ins  Unendliche  steigt,  gelangte  sodann 
Mittag-Leffler  zu  einer  moglichst  weitgehenden  Verallgemeinerung 
seines,  sowie  aucli  des  WeierstraB  scken  Satzes,  zu  deren  Betracbtung 
wir  uns  jetzt  wenden  wollen. 

Der  verallgemeinerte  Mittag-Lefflersche  Satz.* 1)  Vorgelegt 
sei  eine  isolierte  unendliche  Punktmenge  {a}:  ax,  a.,,...,  deren  Ab- 
leitung  mit  (c}  bezeichnet  werde. 2)  Jedem  Punkte  an  werde  ferner  ein 
Polynom 3)  in  1  j(z  —  an) : 

0  —  o7)  ’ 


willkiirlich  zugeordnet.  Dann  gilt  es  stets  eine  eindeutige  Funktion  f(z), 
welclie  in  jedem  den  beiden  Mengen  { a]  und  { c)  nicht  angehbrigen  Punkte  z 
analytisch  ist  und  im  Punkte  an  einen  Pol  m  it  dem  Hauptteil  gn  |  _  --j 

besitzt.  Die  Funktion  f(z)  ivird  durch  eine  unendliche  Beihe  von  der 
Gestalt: 


defniert,  ivobei  yn  (z)  eine  rationale  Funktion  von  z  ist. 

Wird  die  Ebcnc  durch  die  Menge  { c }  zerstiickelt,  so  stellt  f  (z)  Stiicke 
verschiedencr4)  monogener  analytischer  Funktionen  vor. 


1)  Acta  mathematical  Bd.  4  (1884),  S.  32. 

2)  Es  liiBt  sich  leicht  zeigen,  daB  eine  isolierte  Menge  notwendig  abzahlkar 
sein  muB.  Unter  der  Ableitung  einer  Punktmenge  versteht  man  die  Menge  ikrer 
Haufungsstellen. 

3)  Allgemeiner  kann  eine  beliebige  gauze  transzendente  Funktion  %on 

1  Hz  — a  )  an  Stelle  des  Polynoms  treten.  Pie  Funktion  f(z)  wird  sick  dann  in 

der  Nake  von  an  als  die  Summe  dieser  Funktion  und  einer  in  an  analytischen 

Funktion  darstellen  lassen. 

4  Im  allgemeinen  werden  wenigstens  die  Funktionen  vonemander  yer- 
sckieden  sein.  Die  Frage,  ob  im  besonderen  Falle  zwei  derartige  Stucke  mc  i 
dock  eventuell  ineinander  analytisck  fortgesetzt  werden  konnen,  sowie  auch  o 
ein  solckes  Stuck  nickt  am  Ende  einer  mekrdeutigen  monogenen  analytis 
Fuuktion  angekort,  mag  dakingestellt  bleiben. 


§  11.  Verallgemeinerungen  der  vorhergehenden  Slitze.  545 

Der  Beweis  des  ursprunglichen  Mittag-Lefflerschen  Satzes  von 
a  10  iibertragt  sich  auf  diesen  Satz,  iudem  man  die  Cauchy-Taylorsche 
Reihe  einer  linearen  Transformation  unterwirft.  An  die  Entwicklungen 
yon  Ivap.  6,  §  17  ankniipfend,  zeichnen  wir  zwei  Punkte  z  -  c 
auf,  welcbe  beide  im  Endlicben  liegen  mogen,  und  uben  dann  die 
lineare  Transformation: 

z—£ 

(1) 


Z  = 


—  c 


aus.  Dadurch  gebt  die  Kreisscbar  ii)  in  die  Scbar  konzentriscber 
Kreise 

(2)  \Z\  -A 

fiber,  und  zwar  so,  dab  das  Innere  letzteren  Kreises  demjenigen  der 
beiden  Gebiete,  in  welcbe  die 
#-Ebene  durcb  den  Kreis 

(3)  1 


z  —  c 


zerlegt  wird,  entspricbt,  in 
welcbem  der  Punkt  z  —  £  liegt. 

1st  nun  andererseits  eine 
Funktion  cp  (z)  vorgelegt,  wel¬ 
cbe  sich  im  Punkte  z  =  £ 
analytisch  verhalt,  so  wird 
diese  in  eine  Funktion  O  {Z)  iibergefuhrt,  welcbe  in  Z  =  0  analytisch 
ist  und  sich  mithin  durcb* die  Cauchy-Taylorsche  Reihe  darstellen  laBt: 

(4) 

Hieraus  folgt: 

(5) 


>H  Z)  =  C„+  C\Z+  C..X1  +  ... 

V  M  -  c0  +  ct  +  c,  (^);  + 


Des  weiteren  kann  man  den  Greltuugsbereich  letzterer  Reihe  sofort 
ablesen.  Lalit  man  namlieh  von  0  ausgehend,  stetig  waehsen.  so 
fegt  der  Kreis  (3)  einen  Bereich  der  zi-Ebene  aus,  worin  sich  m(e) 
eme  Zeitlang  analytisch  verhalt.  Wenn  cp(z)  aber  einen  von  c  ver- 
sehiedenen  smgularen  Punkt  besitzt,  so  wird  es  einen  bestimmten 
Kreis  K:  X  =  dieser  Schar  geben,  welcher  den  Konvergenz-  voir 
Divergenzbereiche  der  Reihe  (5)  trennt,  wie  man  aus  der  konformen 
Abbildung  (1)  erkennt.  Im  Gebiete 

(6) 


z  — 


,z  —  c 

Osgood,  Funktioneutheorie.  I.  2.  Aufl. 


<  A 
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wird  dann  die  ^eihe  absolut  konvergieren,  sie  wird  auBerdem  gleich- 
maBig  in  jedem  Bereiche  S  konvergieren,  welcher  nebst  seinen  Rand- 
punkten  ganz  innerbalb  dieses  Gebietes  liegt.  Insbesondere  darf  S  den 
Punkt  z  =  cc  umfassen,  falls  dieser  Punkt  im  genannten  Gebiete  liegt. 

Wir  haben  vorausgesetzt,  daB  £  und  c  beide  im  Endlichen  liegen. 
Um  nun  nacbtriiglicb  die  Sonderstellung  des  Punktes  z  =  o o  aufzuheben, 
ersetzen  wir  die  Transformation  (1)  durcli  die  allgemeinere  lineare 
Transformation : 

Z  =  k  — —  • 

z  —  c 

Soil  jetzt  z  =  <xi  an  Stelle  vou  z  =  £  treten,  so  konnen  wir  dies 
durch  einen  Grenziibergang  erreichen,  indem  wir 


Z 


—  5  z  —  c 


setzen  und  k  =  —  £  nehmen.  Lassen  wir  £  bier  unendlicb  werden, 
so  stellt  sicb  als  Grenzfall  die  Transformation 


l 


Z  —  0 


ein.  —  In  abnlicber  Weise  findet  man  fur  c  =■  oo 

Z  =  z  —  t,. 

Hiermit  erscbeinen  uns  die  beiden  Reihenentwicklungen  von 
Kap.  7,  §  13  unter  einem  neuen  Gesicbtswinkel.  Es  sind  das  eben 
diejenigen  speziellen  Falle  der  bier  betracbteten  Entwicklungen,  wo 
fiir  einer  der  Punkte  £7  c  im  Unendlicben  liegt. 

Wir  sind  nunmelir  in  der  Lage,  an  den  eigentlichen  Beweis  des 
Satzes  zu  geben.  Wir  wollen  annebmen,  daB  die  Menge  {c}  im  End- 
licben  liegt  und  daB  der  Punkt  z  =  oo  der  Menge  {a}  nicht  angehort, . 
—  beides  ist  ja  stets  durcb  eine  lineare  Transformation  zu  erreichen. 
Alsdann  sei  der  Bestimmtbeit  wegen  £  =  c*;  wesentlicb  ist  dabei  nur, , 
daB  £  weder  der  Menge  {a}  nocb  der  Menge  {c}  angebort.  Dement- 
sprechend  wird  in  der  Reihenentwicklung  (5) 

an  Stelle  von  - — - 

z  —  e  z  0 

treten,  wahrend  der  Mittelpunkt  des  Kreises  K  in  c  zn  liegen  ko>nmt. 


§  11.  Verallgemeinerungen  der  vorhergehenden  Satze. 

Der  Angelpunkt  des  Beweises  besteht  nun  darin,  daB  man  eine  Keibe 


(') 


von  folgender  Beschaffenheit  bildet: 

a)  yH(z)  soil  eine  rationale  Funktion  von  z  sein,  deren  Pole  in 
den  Punkten  von  {<?}  liegen; 

b)  sei  S  ein  beliebiger  Bereich,  dessen  innere  und  Randpunkte 
nur  samtlich  von  den  Punkten  der  Menge  { c }  verschieden  sind;  dann 
wird  sich  die  Reihe  (7)  in  zwei  Teile  zerlegen  lassen: 


(8)  ^  = 

71  =  1  11 


N-  1 

V1 

71  =  1 


derart,  daB  die  Terme  der  letzten  Reihe  sich  alle  in  S  analytisch  ver- 
halten,  und  nun  soil  diese  Reihe  auBerdem  gleicliinaBig  in  S  kon- 
vergieren.  Hiernach  stellt  sie  eine  in  $  analytische  Funktion  vor. 
Da  nun  S  so  gewahlt  werden  kann,  daB  es  eineu  beliebigen  Punkt  an 
urafaBt,  so  folgt,  daB  die  durch 
(7)  definierte  Funktion  einen 
Pol  mit  dem  Hauptteil  gu  in 
an  hat,  sich  aber  in  jedem  we- 
der .{ a }  noch  { c }  angehorigen 
Punkte  analytisch  verhiilt. 

Gehen  wir  jetzt  zur  wirk- 
lichen  AufsteUung  der  Reihe 
(7)  liber.  Sei 


n  =  1 


Fig.  113. 


eine  konvergente  Reihe  posi- 
tiver  Konstanten.  Man  fasse 
ferner  einen  beliebigen  Punkt 
an  der  Menge  [a]  ins  Auge 
und  bezeichne  mit  e.  denjenigen  Punkt  der  Menge  (c)  ,bZw  einen 
davon,  faUs  es  mehrere  geben  sollte),  welcher  an  am  nachsten  lie.t 

Dabe,  branchen  d,e  Punkte  e„  selbstredend  nicht  alle  voneinander 
verschieden  zu  sein.  Sei  endlich 


an~ 


35* 
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Wie  man  sieht,  ist 

lim  hn  =  0. 

71  =  30 

Die  Funktion  gn  werde  nun  in  die  Reibe: 

a  ( — 1 — )  =  r,  j _ 9i  i  ct  . 

entwickelt.  Nach  dem  voraufgesckickten  Satze  konvergiert  letztere 

aU.o.r  ^-ie^ses  z~cn  —  K>  sie  konvergiert  fernerbin  gleicb- 

maBig  auBerhalb  des  Ivreises  |  e  -  |  =  2hn.  Demzufolge  kann  man 

so  viele  Terme  von  ihr  abspalten: 


Vn  M  =  D0  -f  — ^ 


—  c, 


: — b 


+ 


Cp 


daB  die  Diiterenz  gn  yn  fiir  alle  auBerbalb  des  letztgenannten  Kreises 
befindlicben  Punkte  z  dem  absoluten  Betrage  nacb  kleiner  als  31 
bleibt: 


)-?>»]<  if,. 


Bildet  man  daber  die  Reibe 


so  geniigt  sie  den  in  Rede  stebenden  Bedingungen.  Denn  sei  H.  die 
kleinste  Entfernung  eines  Randpunktes  von  S  von  einem  Punkte  der 
Menge  {c}.  Dann  ist  H^>  07  und  man  braucht  nur  N  so  groB 
zu  nebmen,  daB 

2  hn  <  H,  n>N, 


bleibt.  Fiir  solcbe  Werte  von  n  wird  S  dann  innerbalb  des  Bereicbes 
liegen,  fiir  welchen  die  Relation  (9)  bestebt,  und  die  rechter  Hand 
stehende  Reibe  der  Zerlegung  (8)  geniigt  somit  in  S  dem  Weier- 
straBschen  Kriterium  fiir  gleicbmiiBige  Konvergenz. 

An  den  verallgemeinerten  Mittag-Leiflerscben  Satz  schlieBt 
sich  nocb  eine  analoge  Verallgemeinerung  des  WeierstraBscben 
Satzes,  welcbe  folgendermaBen  lautet.1) 

Der  verallgemeinerte  WeierstraBscbe  Satz.  T  orgclegt  sei 
eine  isolierte  unendliche  Punktmenge  { « } :  a1}  a2, . . Hire  Ableitung 
werde  mit  { c )  bezeichnet.  Jedem  Punkte  an  derselben  werde  eine  natiir- 


1)  Mittag- Leffler  a.  a.  0. 
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liche  Zahl  gn  zugeordnet.1)  Dann  gibt  es  stets  eine  eindeutige  Func¬ 
tion  F{z),  ivelche  injedem  von  den  Punkten  der  Menge  { c }  verschiedenen 
Punkte  z  ancdytisch  1st  und  iiberdies  ini  Pnnkte  cin  eine  Wwzel  un  - 1< ) 
Ordnung  besitzt,  sonst  aber  nirgends  verschwindet. 

Die  Funktion  F(z )  wird  durc/i  ein  unendliches  Produkt  von  der 

Gestalt  defmiert: 


u'o  cn  einen  bestimmten  Punkt  der  Menge  { c }  und  mn  eine  geeignete 
naturliche  Zahl  bedeutet. 

Wird  die  Ebene  durch  die  Menge  {c}  zerstiickelt ,  so  stellt  F (2) 
Stiicke  verschiedcner 2)  analytischer  Funktionen  vor. 

Man  bilde  namlich  die  Funktion  f(z),  welclie  der  verallgemeinerte 
Mittag-Lefflersche  Satz  fur  die  Punkte  a  und  fur 

»  71 


liefert.  Hier  wird 


Setzt  man  sodann 


J  J  \*J  a  *  00 

-n  (1 


n  =  1 


so  wird  dadurch  alien  Forderungen  des  Satzes  geniigt. 

§  12.  Der  Mittag-Lefflersche  Anschraiegungssatz. 
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jenes  Paragraphen  als  einen  speziellen  Fall  in  sich  schlieBt. 
Theorem  lautet,  wie  foist 

7  o 


Das 


Anschmiegungssatz.  Vorgelegt  sei  eine  isolierte  unendliche 
Punktmenge  \a) :  at,  a2,  .  .  .,  deren  Ableitung  mit  {c}  bezeichnet  werde. 
Jedem  Punkte  an  der  Menge  werde  ferner  eine  Funktion 

l  9,1 

r,  (^,)  =  y  4*>  (*  -  aw+ o, 

71  ,  n 

k=Pn 


zugeordnet,  wo  qn  eine  naturliche  Zahl  oder  0  und  pn^qn  eine  gauze 
Zahl  bedeutet.  Dann  gibt  es  stets  eine  eindeutige  Funktion  f(z),  welche 
in  jedem  den  beiden  Alengen  {a}  und  {c}  nicht  angehorigen  Punkte  z 
analytisch  ist  und  sich  iiberdies  in  der  Nahe  des  Punktes  an  so  verhalt, 
daft  die  Differenz 

fin  -  r.  (rA-)  I 

im  Punkte  an  eine  Wurzel  mindestens  (gn  +  1  )-ter  Ordnung  hat. 

Die  Funktion  f  (z)  schmiegt  sich  also  den  vorgegebenen  Funk- 
tionen  rn  je  bis  zum  (qn  +  l)-ten  Grade  der  Kleinheit  in  den  Punkten 
an  an,  wahrend  man  andererseits  eine  vorgegebene  Funktion  F (z)  durch 
die  beim  nachstehenden  Beweise  explizite  dargestellte  Funktion  f(z) 
an  beliebig  vielen  isolierten  Stellen,  in  denen  sie  sich  analytisch.  ver¬ 
halt,  je  bis  zu  einem  willkiirlicben  Grade  der  Kleinheit  annahern  kann. 

Man  bilde  zunachst  nacli  dem  verallgemeinerten  WeierstraBschen 
Satze  eine  Funktion  %{z)}  welche  im  Punkte  an  eine  (qn-\-  l)-fache 
Wurzel  hat,  sonst  aber  nicht  verschwindet,  und  fasse  den  Hauptteil  gn 
des  im  Punkte  an  befindlichen  Poles  der  Funktion  rj%  ins  Auge: 


r 


n 


wo  gn  eine  ganze  rationale  Funktion  von  1  /(z  —  an )  ist  und  a{z)  sich 
im  Punkte  z  =  an  analytisch  verhalt.  Hierauf  stelle  man  eine  Funk¬ 
tion  f  (z)  auf,  welche  den  Punkten  an  und  den  Funktionen  gn  nach 
dem  verallgemeinerten  Mittag-Lefflerschen  Satze  entsprichh  Dann 
liefert  das  Produkt: 

/*<»  =  fMSM  1 

die  in  Aussicht  gestellte  Funktion  f(z).  Denn  in  der  Niihe  des 
Punktes  an  ist 
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wo  *(*)  und  *(*)  sich  im  Punkte  a.  analytisch  verhalten.  Darum 
wird  in  der  genannten  Umgebimg 

f(e)  =  g  (*)?»  +  3  W  *  W 

.  (_!_')  +  (*  -  a>+‘  [*  (*)  -  «  0)]  0). 

n\z  —  a,J  K  ■ 


und  hiermit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Dieser  Satz  laBt  sicb  als  eine  Verallgemeinerung  der  Lagrange- 
schen  Int&rpolationsformel  anseken.  In  der  Tat  erhalt  man  jene  lormel, 
indem  man  bloB  von  einer  endlicken  Menge  (a):  al,...am  ausgeht 
und  pn  =  qn  =  0,  rn  -  Aj*  =  A™  setzt.  Dann  wird 

m 

SW 

n—  1 


Tl  (Z  —  ak) 
k  =  1 


A^/naj  {e) 

_  it  >.  /  / 


z  —  a 


71  =  1 


rw = y 


71  =  1 


^4  Qi) 

5'K) 


5(2) 

z  —  a„' 


Anwendung.  Bei  gewissen  neueren  Untersuchungen  fiber  Funk- 
tionen,  welcke  durck  eine  Maclaurinsche  Reike  definiert  werden,  ist 
folgender  Satz  von  Interesse.  Sei 


2  9  (») 

n  =  1 

eine  beliebige  (konvergente  oder  auck  bestiindig  divergente)  Maclau¬ 
rinscke  Reike.  Dann  gibt  es  stets  eine  ganze  Funktion  g(js),  welcke 
fur  £=1,2,...  den  Wert  des  bntspreclienden  Ivoeffizienten  der  Reike 
annimmt.  Dieser  Satz  subsumiert  sick  als  spezieller  Fall  unter  den 
soeben  bewiesenen  Satz. 


§  13.  Eindeutige  Funktionen  mit  vorgegebenem  Definitionsbereiche. 

WeierstraB  kat  den  Satz  ausgesprocken,  daB  es  zu  jedem  zwei- 
dimensionalen  Bereicke  T  eindeutige  Funktionen  gibt,  welcke  sick 
in  T  analytisck  verkalten  und  in  jedem  Randpunkte  von  T  eine  sin- 
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gulare  Stelle  haben.  Indem  wir  vom  uneigentlichen  Falle  absehen 
daB  T  aus  der  ganzen  erweiterten  Ebene  bestebt,  wobei  denn  die 
betreffende  Funktion  eine  Konstante  ware,  bewirken  wir  notigenfalls 
durch  eine  lineare  Transformation,  daB  der  Punkt  z  =  oo  ein  innerer 
Punkt  des  Bereicbes  wird. 

Auf  Grand  des  verallgemeinerten  WeierstraBscben  Satzes  von 
§11  laBt  sicb  nnn  der  Satz,  wie  folgt,  beweisen.  Man  teile  die 
Ebene  namlicb  in  ein  Quadratnetz  mit  der  Seitenliinge  2~k  ein  und 
zeicbne  darn,  indem  man  Tc  zuerst  den  Wert  1  beilegt,  in  jedem 
Quadrate,  Welches  einen  Randpunkt  von  T  im  Innern  oder  auf  seiner 
Begrenzung  und  zugleicb  auch  inn  ere  Punkte  von  T  enthiilt,  einen 
innerbalb  T  gelegenen  Punkt  an  auf.  Jetzt  scbreite  man  zum  Werte 
1  =  2  und  priife  jedes  der  neuen  Quadrate,  welches  innere  und  Rand- 
punkte  von  T  entbalt,  darauf  bin,  ob  es  bereits  einen  Punkt  an  um- 
faBt.  Wenn  nicbt,  so  zeicbne  man  einen  solchen  Punkt  in  ihm  auf, 
d.  b.  einen  Punkt,  welcher  innerbalb  T  liegt.  Durcb  fortgesetzte 
Wiederbolung  dieses  Scbrittes  gelangt  man  schlieBlich  zu  einer  iso- 
lierten  unendlicben  Punktmenge  {n  }:  al}  a2, .  .  .,  welcbe  aus  lauter 
inneren  Punkten  von  T  bestebt  und  in  jedem  Randpunkte  von  T, 
sonst  aber  nirgends  eine  Hiiufungsstelle  bat. 

Bildet  man  nun  eine  Funktion  F(e)  nach  dem  verallgemeinerten 
WeierstraBscben  Satze,  welcbe  eine  Wurzel  in  jedem  der  Punkte  an 
hat  und  sonst  nicbt  verscbwindet,  so  wird  derjenige  Teil  von  F (z) , 
welcher  zum  Kontinuum  T  gebort,  eine  eindeutige  monogene  analy- 
tiscbe  Funktion  mit  dem  Definitionsbereicbe  T  ausmacben.  Da  sicb 
namlich  ibre  Nullstellen  in  jedem  Randpunkte  von  T  haufen,  so  wird 
von  einer  analytischen  Fortsetzung  iiber  T  hinaus  keine  Rede  sein 

konnen. 


§  14.  tiber  die  Entwicklung  eines  Zweiges  einer  Funktion  nack 
rationalen  Funktionen  bezw.  Polynomen. 

Wir  wollen  uoch  zum  SchluB  dieses  Kapitels  iiber  eine  Unter- 
suchung  von  Runge1)  referieren,  welcbe  sicb  durcb  die  Einfachheit 
der  Methoden,  sowie  durch  die  Tragweite  der  Resultate  auszeichnet. 

Satz  von  Runge.  Sei  T  ein  beliebiger  Sereich  der  erwetierlen 
z-Ebene,  und  sei  f(z)  eine  FmBion,  welche  sick  bis  auf  Pole  an aly- 
tisch  in  T  verhdlt.  Darn  liifit  sich  f{z)  in  eme  Be, he  ratwnahr 


'  1)  „Zur  Theorie  der  eindeutigen  analytisclien  Funktionen  ,  Acta  Mathema 

tica,  Bd.  6  (1884),  S.  221). 


§  14.  Uber  die  Entwicklung  eines  Zweiges  einer  Funktion.  006 

Funktionen  von  z  entwkkeln,  ivelche  in  jedem  gam  innerhalb  T  gelege- 
nen,  keine  Pole  von  f(z)  umfassenden  dbgeschlossenen  Bereiche  S  gleich- 
mafiig  konvergiert.  Dabei  liegen  die  Pole  der  rationalen  Funktionen  in 
den  Polen  von  f  (z)  resp.  aufierJialb  J . 

Hdngt  T  insbesondere  einfach  zusamvnm,  ohne  den  Punkt  00  im 
Inneren  zu  enthalten,  so  lassen  sich  besagte  rationale  Funktionen  durch 
Polynome  ersetzen. 

Wir  wollen  den  Fall  vorwegnekmen,  daB  f(z)  Pole  in  T  besitzt, 
indem  wir  laut  des  Mittag-Lefflerscken  Satzes,  §  11,  eine  solche 
Funktion 

cc 

9>0)  =—(gn-  7n)> 


von  f(z)  abzieken,  daB  die  Differenz 


F  (z)  =  f(z)  -  (p  (z) 


unter  geeigneter  Definition  von  F  (z)  in  den  kebbaren  Singularitaten 
ausnakmslos  in  T  analytisck  wird.  Dabei  bedeutet  </  den  Hauptteil 
des  Poles  an ,  wakrend  yn  eine  rationale  Funktion  von  z  vorstellt, 
deren  Pole  nickt  in  T  liegen.  1st  nun  der  Satz  einmal  fur  die  Funk¬ 
tion  F(z)  bewiesen,  so  ergibt  sick  okne  weiteres,  daB  er  auck  fiir  die 
urspriinglicke  Funktion  gilt.  DemgemaB  diirfen  wir  uns  auf  den  Fall 
beschranken,  daB  f(e)  keine  Pole  in  T  kat.1) 

Runge  gekt  von  der  Entwicklung  des  Bereickes  T,  welcker  zu- 
naclist  den  Punkt  co  nickt  im  Inneren  entkalten  soli,  —  diese  Ein- 
sckrankung  kann  ja  nacktraglick  durck  eine  lineare  Transformation 
aufgekoben  werden,  —  in  Teilbereicke  Tn)  wie  dies  in  Kap.  5,  §  3 
des  nakeren  besprocken  wurde,  aus  und  stellt  f(z)  zunackst  im  Be- 
reicke  Tn  durck  die  Cauckyscke  Integralformel  dar: 


f(t)dt 
t  —  z 


Alsdann  bemerkt  er,  daB  dieses  Integral 
wert  einer  rationalen  Funktion, 


nickts  anderes  als  der  Grrenz- 


1)  Sollte  f(z)  in  isolierten  Randpunkten  von  T  Polo  1 

auch  diese  Pole  mit  in  die  Funktion  <p  (z)  aufnehmen  ^  f  ’•  a  kaUn  “an 

notwendig,  derm  die  nachstehenden  Entwick wSTflR- n  ! •  nicht 

mchts  von  ihrer  Beweiskraft  ein.  Demenlprechend  w  "  ir\diesem  Falle 

We“d*'  diC  *<*>  Wldt'SStL  aeb2SLmCht  ^ 
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h  —  z 


k  =  1 


1 


ist,  wobei,  unter  Zugrundelegung  eines  bestimmten  Teilungsgesetzes 
der  Randkurve  Cn,  u  in  bestimmte  Abbangigkeit  von  v  tritt  nnd  zu- 
gleicb  mit  v  ins  Unendlicbe  wacbst,  und  dab  auBerdem  sv(z)  im  Be- 
reicbe  Tn_x  gleicbmaBig  konvergiert.  Darauf  ersetzt  er  sv(z),  Welches 
doch  Pole  in  T  bat,  durch  eine  neue  rationale  Funktion,  die  keine 
Pole  in  T  bat,  walirend  sie  in  Tn_1  um  beliebig  wenig  von  sv  (#)  ab- 
weicbt.  Hiermit  ist  der  Beweis  des  ersten  Teils  des  Satzes  geliefert. 
Wenden  wir  uns  jetzt  zur  Durchfiihrung  der  Einzelbeiten. 

Um  also  zuerst  festzustellen,  daB  sv  (e)  in  Tn_1  gleicbmaBig  kon¬ 
vergiert,  nehmen  wir  etwa  als  Teilungsgesetz  fiir  den  Rand  Cn  von 
Tn  dies,  daB  fiir  v  =  1  jede  der  x  Randkurven  in  zwei  Bogen  zerlegt 
werden  soil,  sowie  daB  die  Teilbogen  beim  Ubergang  von  v  zu  v  -f  1 
siimtlicb  balbiert  werden  sollen.  Hiermit  erhalt  a  den  Wert  x2''. 

Der  Einfacbbeit  der  Darstellung  balber  nebmen  wir  x=l.  Dem- 
gemaB  bat  man: 


s*+(?0)-sr0) 


9V  <>0 

2  jLj  t,  .  —  z 

7  .  _  1  1  >  J 


f  (tk  j  A  tk 


wobei  mit  f,  j  =  1 ,  ...  2?  —  1 ,  die  2?  —  1  Teilungspunkte  *  des 
Bogens  ( tk ,  4+i)  gemeint  sind  und  tk  2Q  =  tk  +  1}  =  ist.  Wegen 

der  gleicbmaBigen  Stetigkeit  von  f(t)  langs  Cn  entspricht  nun  einem 
beliebig  kleinen  positiven  s  eine  feste  Zabl  m,  derart,  daB  fiir  alle 
in  Betracbt  kommenden  Werte  von  k  und  j 

bleibt,  sobald  v  m  genommen  wird.  Letztere  Relation  liiBt  sicb 
aucb,  wie  folgt,  scbreiben:  f 

/ttwWW  +  t,  wobei  I5l<£-  1 

Zugleich  moge  m  so  groB  gewahlt  werden,  daB  die  Lange  A l  des 
Bogens  (4,  4  +  1)  fiir  alle  Werte  von  k  kleiner  als  £  ausfallt.  Dann  w.rd 

Diesen  Festsetzungen  gemaB  wollen  wir  nun  den  obigen  Suinnian- 


§  14.  Uber  die  Entwicklung  eines  Zweiges  einer  Funktion 
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den  urn  for  men.  Da 


f{hj)  f(*t)  +  £ 


und 


hj-z 


b 


1  i _ . _ 

tk  —  z  {h  —  z)  (h  +  o' /  —  z) 


mtl) 


S 


tk-\-Z  —  z  t 

ist,  so  tindet  man: 

fJS.A  =  !M  + 

tk,  j  Z  tk~Z 

also 

2C<  2s' 

XI  f  (**,  j)  A h,  j  f  (b)  A h  ,  X1  r  i  _  s  ... 

^  hj  ~Z  h~Z  Zj\tk-z"  (tk  -  z)  (t,}j  -  z)_ 

J =  1  1  =  1 


h~z  ltk-z){tk,j-z)y 


hj-z 


h~z 


>=1 


ft 


A  Uj 


Indem  wir  nocli  die  kiirzeste  Entfernung  eines  Punktes  der  Kurve  C„ 
yon  einem  Punkte  der  Kurve  Gn_l  mit  D,  und  zugleicb  den  groBten 
Wert  von  | /’(£)]  langs  Cn  mit  M  bezeicbnen,  ergibt  sicb,  daB  fiir 
einen  beliebigen  Punkt  z  von  T  . 

aw 


t 


h-*  ft -*)(k  >-*)!-•» 

ist,  woraus  man  dann  die  endgiiltige  Abscbiitznng  gewinnt: 

I  *.+,W -*.(') 

Dabei  bedeutet  l  die  Gesamtlange  des  Randes  von  Tn.  Hiermit  ist 
die  gleichmaBige  Konvergenz  von  sv(z)  im  Bereicb  Tn\  dargetan. 

Bebufs  der  Entfernung  der  Pole  von  sv(z)  aus  T  stellen  wir 
folgenden  Hilfssatz  auf. 

Hilfssatz.  Sei  II  (z)  eine  rationale  Funktion,  welclie  Hire  sdmt- 

lichen  Pole  im  Innern  eines  endlichen  oder  unendlichen  Bereiches  K  hat 

Bann  gM  es  cine  meite  rationale  Funktion  R^z),  welche  Hire  samt- 

iTr.f  m  e‘nem  MiebiSen  in^ren  Punkte  a  von  K  hat  und  au/3er- 
halb  A  heliebig  wenig  von  B(z)  abweiclit. 

A  offenbar,  den  Satz  bloB  fur  einen  beliebigen  Term 

der  Partialbrucbzerlegung  von  j R(z):  m 


Me 

D- 


(2  -  a)*  ’ 

ZU  l>eWeiSen-  Z"  dem  Zwecke  7erbinde  a  mit  B  duroh  eine  inner- 
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halb  K  verlaufende  Kurve  L,  ygl.  Fig.  114,  und  bezeichne  den  o-e- 

rmgsten  Abstand  ernes  Punktes  yon  L  yon  einem  Randpunkte  von”# 

mit  A.  Sei  e  <  1  eine  beliebig  kleine  positive  GroBe.  Dann  kann 

man  einen  Punkt  ax  yon  L  so  wablen,  daB  fur  alle  AuBenpunkte  g 
von  K 

I  a  —  a. 


a, 


<£<1 


bleibt.  Dabei  wollen  wir  uns  L  vorlaufig  als  im  Endlichen  gelegen 
denken.  AuBerdem  wollen  wir  L  nocli  durcb  die  Punkte  a ,  ...  a 

1  *  *  k  —  1 

in  1c  Bogen  zerlegt  den¬ 
ken,  deren  Lange  je  klei- 
ner  als  A  •  e  ausfallt.  Da- 
her  wird  stets  fiir  alle 
AuBenpunkte  z 


ai-i~ai 

z  —  a. 


<  f  <  1 


bleiben. 

Es  sei  uns  jetzt  gestattet,  den  Ausdruck 


(2) 


C  (-1- 
«  [z  —  a 


1  - 

\z  — a  J  J  J 


r 


zu  bilden,  wo  nx  eine  sogleicb  naber  zu  bestimmende  natiirlicbe  £.abl 
bedeutet.  Dann  haben  wir  bierin  eine  rationale  Funktion,  welcbe  nur 
im  Punkte  z  =  ax  einen  Pol  bat  und  auBerbalb  K  den  Wert 


C 


{z  —  a) 


^  (1  +  Si) 


annimmt,  wobei  durcb  geborige  Wabl  von  nx  offenbar  erreicbt  werden 
kann,  daB  |  |  in  alien  AuBenpunkten  von  K  beliebig  klein  bleibt, 

so  daB  also  insbesondere  in  solchen  Punkten 


bleibt. 


Die  Partialbrucbzerlegung  fiir  die  rationale  Funktion  (2)  setzt 
sicb  wieder  aus  Termen  vom  Typus 


Vi) 


(z  —  ax) 
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zusaramen.  Dem  soeben  gevvonnenen  Resultate  gemaB  Kami  man  jeden 
derselben  durcb  eine  rationale  Funktion  ersetzen,  welche  nur  m 
js  =  a,  einen  Pol  bat  und  auBerhalb  K  um  weniger  als  e/kNt  von 
dem  betreffenden  Terme  abweicht,  wo  i\x  die  Anzahl  dieser  Terme  be- 
deutet.  Hiernach  weicbt  die  Sutunie  dieser  rationalen  Funktionen  auBer¬ 
halb  K  um  weniger  als  2e/ k  von  der  Ausgangslunktion  Ca/(z  a)1  ab. 

Fahrt  man  so  fort,  so  gelangt  man  schlieBlich  zu  einer  F  unktion, 
die  nur  in  z  =  a  einen  Pol  hat  und  auBerhalb  K  um  weniger  als  e 
von  CJ(z  —  a)a  abweicht. 

Hiermit  ist  der  Hilfssatz  bewiesen,  falls  L  im  Endlichen  liegt. 
Sonst  sei  z0  ein  innerer  Punkt  von  K,  der  nicht  auf  L  liegt,  und  man 
iibe  die  lineare  Transformation: 

,  l 
z  — 

Z  Z  Q 

aus.  Dann  gilt  der  Hilfssatz  fur  die  transformierten  Variabelen,  und 
somit  auch  fiir  die  urspriinglichen. 

Aus  dem  Hilfssatze  ergibt  sich  nunmehr  der  Beweis  des  Satzes, 
indem  man  als  Bereich  K  das  AuBere  von  Tn_x  nimmt  und  die  Pole 
z  =  tk  von  sv(z)  in  die  Randpunkte  von  T  verlegt,  wodurch  dann 
sv  (^)  durch  eine  rationale  Funktion  II v (z)  ersetzt  wird,  welche  sich 
in  T  ausnahmslos  analytisch  verhalt  und  in  Tn_x  um  weniger  als 
etwa  1/v  von  sy  {z)  abweicht. 

.Im  allgemeinen  wird  der  l\and  von  7  aus  mehreren  getrennten 
Punktmengen  bestehen,  so  daB  also  die  Glieder  der  Reihe 

M  +-S  [  K,  + 1  (e)  —  Ev  (z)] 

V  =  1 

notwendig  Pole  im  Endlichen  haben  mussen.  Hangt  dagegen  T  nur 
einfach  zusammen,  ohne  den  Punkt  cc  zu  umfassen,  so  darf  man  alle 
ole  gleich  in  den  Punkt  z  =  co  verlegen,  womit  denn  eine  Reihe 
von  Polynomen  zu  stande  kommt. 


Zwolftes  Kapitel. 

Die  elementaren  Fnnktionen. 


§  1.  Der  Logarithmus  und  (lessen  Umkelirung.  » 

Zin  DeHnition  des  Logarithmus  fiihren  wir  die  reelle  Funktion 
der  reellen  Variabelen  x: 

X 

(!)  L(x)=j  0  <  a;  <  oc , 

'1 

ein  und  entwickeln  die  Eigenschaften  derselben.  Wir  werden  sie  dann 
nacbtriiglicb  als  den  natiirlichen  Logaritbmus  von  x 
(lefinieren,  vor  der  Hand  aber  wollen  wir  nur  durch 
die  Bezeichnung  L  auf  das  Endresultat  hindeuten.  — - 
Es  ist  vor  allem 

Z(1)  =  0;  E(n)> 0,  «>1;  jL(a)<0,  0<$<1. 

1.  Satz.  Die  Funldion  L{x) 
ist  fur  olle  positiven  Werte  von  x 
eindeutig  und  stetig.  Sie  hat  ferner- 
hin  eine  Ableitung,  welche  diirch  die 
Form  el 

(2)  i'W-V  ■ 

gegeben  ist. 

Der  Satz  ist  bloB  ein  speziellei-  Fall  des  allgemeinen  Satzes  der 


1)  Eine  systematische  Behandlung  der  Funktion  log  x  auf  Grund  der  nach- 
stehenden  Definition  (1),  nebst  einer  Entwicklung  der  Eigenschaften  von  a .  un 
x'1  mittels  des  solchergestalt  gewonnenen  Logarithmus  hat  Bradshaw  in 
Annals  of  Mathematic. s,  2.  Reihe,  Bd.  4  (1903)  S.  51  gegeben.  Wir  schheBen 
uns  der  Bradshawschen  Darlegung  im  wesentlichen  an.  -  Der  Gedanfce, 
Logarithmus  zur  Definition  der  Potenzen,  sowie  der  Exponentialfunktio 
Grunde  zu  legen,  ist  nipht  neu.  Es  handelt  sich  bloB  um  eine  einfache 
strenge  Durehfiihrung  der  Einzelheiten. 
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§  1.  Der  Logarithmus  und  dessen  Umkehrung. 

Integralrechnung,  wonach  das  bestimmte  Integral  einer  stetigen 
Funktion :  * 

I  f(x)  dx, 

9/ 

a 

eine  stetige  Funktion  seiner  oberen  Grenze,  Fix),  vorstellt,  und  iin 
iibrigen  F'  (x)  =  f  (x)  ist. 

Zusatz.  Aus  der  Gleichung 

L(y)  =  L(x) 

folgt,  daft 

y  =  x 

ist. 

Denn  der  Mittelwertsatz  ergibt,  daB 

L(y)=*  L  (x)  +  (y  —  x)  L'  [x  +  0  (y  —  x)] 
ist,  und  da  die  Ableitung  von  L  nie  verscbwindet,  so  muB  y  —  x  =  0 
sein. 


Wir  konnen  dieses  Resultat  auch  so  ausdrucken,  daB  wir  sagen: 

Die  Funktion  L{x)  ist  monoton,  und  zwar  nimmt  L(x)  stets  Zurich 
mit  x  zu. 

2.  Sat*.  Die  Funktion  L\x)  geniigt  der  FunUionalgleictmng: 

L  (x)  +  L  (//)  =  L  (xy) , 

tvo  x  mid  y  met  Miebige  positive  Grofieu  bedeuten. 

Man  schreibe  die  linke  Seite  von  (A)  in  der  Gestalt  an: 
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und  fiihre  darauf  im  zweiten  Integral  eine  neue  Integrationsvariabele 

t  =  XT 

ein.  So  kommt: 


1/  XII 


woraus  sick  dann  ergibt,  dafi 

O  / 

x  y  x  xy 

/t+/t-/'.‘+/t 


ist,  w.  z.  b.  w. 


1.  Zusatz.  Es  ist 

(3)  L(X)~-L(x); 

(4)  L(xu)  =  nL(x), 
wo  n  eine  gauze  Zalil1)  ist;  ferner  ist 


xy 


1 


(5)  Z  (-f  co)  =  +  co ,  Z(0+)  =  — co. 

Setzt  man  in  (A)  y  =  1  jxf  so  ergibt  sicb  (3).  Die  Relation  (4) 
gilt  zunachst  fur  n  =  0,  1.  Vermoge  des  Sclilusses  von  n  auf  n  -\-  1 
beweist  man  sie  dann  allgemein  fur  die  natiirlicben  Zahlen,  um  sie 
endlicb  auf  die  negativen  ganzen  Zahlen  mittels  (3)  zu  erstrecken. 

Da  L  (x)  eine  monoton  zunehmende  Funktion  ist,  so  geniigt 
otfenbar  zur  Begriindung  des  ersten  Teils  von  (5),  wenn  wir  blob 
feststellen,  dafi  fur  eine  besondere  Menge  { xn } 


lim  L  (xn)  =  +  co 

n  —  oo 

ist,  wobei  2;,i  +  i  >  und  lim  xn  =  oo  ist.  Aun  ist  aber  naeh  (4) 

L  (2")  =  nL(2),  L  (2)  >  0, 

und  man  braucht  mithin  nur  xn  =  2"  zu  setzen.  Unter  Benutzung 
von  (3)  beweist  man  jetzt  sofurt  den  zweiten  Teil  von  (5). 

2.  Zusatz.  Die  Funktion  L(x)  nimmt  jeden  beliebigen  Wed  ein- 
mdl  an;  m.  a.  W.  hat  die  Gleichung 

L  {x)  =  C, 


wo  C  beliebig,  stets  eine  und  nur  eine  Wio*el. 


1)  Unter  x~m  (m,  eine 
clem  soli  noch  x°  =  1  sein. 
kier  aber  nicbt  voraus. 


natiirlicbe  Zahl)  soil  \/x™  verstanden  werden;  auBer- 
Die  Erklarung  einer  gebrochenen  Potenz  setzen  wir 
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§  l.  Der  Logarithms  und  dessen  Umkehrung. 

In  der  Tat  kann  man  zufolge  (5)  zwei  positive  Zahlen  a  und  b 


finden,  wofur 


L  (a)  <C<  L  (b) 


wird.  Nach  dem  3.  Satze  von  Kap.  1,  §  4  schlieBt  man  dann,  daB 
die  in  Rede  stehende  Gleichung  mindestens  erne  Wurzel  liat,  und  nach 
dem  Zusatze  des  1.  Satzes  gi bt  es  auch  keine  z^eite. 

3.  Satz.  Die  Umkehr function 


y  =  E(x),  wo  X  =  L(y)f 


ist  eindeutig  und  stetig  fur  alle  TJ  erte  des  Arguments :  oo  x  <ioo7 

und  hat  durchweg  einen  positiven  Wert  Sie  besitzt  fernerhin  eine  Ab- 
leitung,  ivelche  durch  die  Forme l  gegebcn  ist : 

E'  (x)  =  E  (x) . 


Dieser  Satz  ist  wieder  bloB  ein  spezieller  Fall  des  bekannten  Um- 
kehrsatzes  von  Ivap.  1,  §  6,  Auf- 
o’abe  5. 


Zusatz.  Die  Function  E (x) 
ist  monoton ,  und  zwar  nimmt  sie 
stets  zugleich  mit  x  zu.  Daher  folgt 
insbesondere  aits 


daft 


E{x)  =  E(y), 


x  =  y 

ist  Im  iibrigen  nimmt  sie  jeden  po¬ 
sitiven  Wert  einmal  an; 
m.  a.  W.  hat  die  Glei¬ 
chung 

E  (x)  =  C  >  0, 

wo  C  beliebig,  stets  eine 
und  nur  eine  Wurzel. 

Es  ist 


Fig.  117. 


/ 


=  +  £(0)  =  1,  E{~  co)  =  0. 

4.  Satz.  Die  FunUion  E{x)  geniigt  der  FunUionilgleichmg : 

E(x)E(ti)  =  E{x  +  y)t 

m  x  und  y  zwei  beliebige  reeUe  Zahlen  sind. 

Osgood,  Funktionentheorie.  I.  2.  Aufl 
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Sei  namlich 


Dann  ist 
also 

w.  z.  b.  w. 
Zusatz. 


E{*)=  l  )  E(y)  =  n 
x  -i(|)  j’  y  =L(V) 

x  +  y  =  L(j-)  +  L(t/)  = 


E(x  +  y)  =  |ij  —  £  (x)E(y), 


Es  ist 

[E(x)]»  =  E(nx), 


wo  n  eine  natiirliche  Zahl  ist. 


§  2.  Die  #te  Wurzel  einer  positiven  Zahl  und  die  allgemeine  Potenz. 

Unter  der  qteD  Wurzel  einer  Zahl  a,  wo  g  eine  natiirliche  Zahl 
ist,  versteht  man  eine  Zahl  b,  welche,  in  die  qte  Potenz  erhoben,  gleich 
a  wird. 

1.  Satz.  Jede  positive  Zahl  a  la  fit  eine  und  nur  eine  positive 
qte  Wurzel  b  zu :l) 

a  =  b'1,  b  =  y  a. 

Wir  wollen  zuerst  eine  notwendige  Bedingung  fur  eine  qte  Wurzel  x 
von  a  suchen: 

x'1  =  a . 

Eine  solche  besteht  in  der  Relation: 


L  (oifl)  =  L  (a). 

Soil  x  fernerhin  positiv  sein,  so  wird  nach  §  1  (4) 

qL{pc)  =  L(a), 


(1)  *  =  E{j  L(aj)-  , 

Hiermit  ist  x  eindeutig  bestimmt,  und  daher  gibt  es  liochstens  eine 
positive  qte  Wurzel  von  a.  DaB  es  aber  auch  wirklich  eine  solche 


1)  Unter  dem  Symbol  }/a,  'j/a,  wo  a  eine  positive  Zahl  ist  verstehtman 
an  der  elementaren  Mathematik.  sowie  in  der  reellen  Funktionentheone  nur 
positive  Wurzel.  So  ist  beispielsweise 

j/x*  =  —  x,  falls  a:  <  0 

ist.  In  alien  Fallen  ist  _ 

■j/x*  =  I  x  I . 
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cribt,  erhellt  daraus,  daB  man  jeden  der  obigen  Schritte  eindeutig  urn- 
kehren  kann.1) 

Wir  fiigen  nock  die  Bemerkung  hinzu,  daB 
(2)  L  (fa)  =  |  L  (a),  L  (fa")  =  *  L  (a) 

ist,  wo  p  eine  ganze  Zahl  ist. 

Die  Funktion  xn,  wo  n  eine  natdrliche  Zahl  bedeutet,  ist  ein¬ 
deutig  und  geniigt  im  ubrigen  den  Kelationen: 


Aj)  a"1  ■  an  =  am  +  n; 

A2)  (a"‘)n  =  amn- 

A3)  a'n  •  b"‘  =  («&)"'.  . 


(A) 


Im  AnschluB  kieran  beweist  man  in  der  niederen  Algebra,  unter  An- 
nahme  des  1.  Satzes,  die  Hauptgesetze  fur  die  Wurzeln: 


BO 

V^-(M-, 

B2) 

"fa-  -  f~a  ■ 

b3) 

1  3 

II 

7^ 

4- 

BJ 

Ya-Yb  =  Yah-, 

(B) 


woraus  sick  dann  die  weiteren  Reduktionsformeln  ergeben: 

1  »  fa’ 


fa  fit  =“'fa/b<^  fa  fa  ~Pfa"  +  i'  , 

T  *  der  groBte  gemeinsame  Teller  von  p  und  q  bedeutet.  Alsdann 
stellt  man  die  Frage,  ob 

^  a"  =  <p  (a,  n), 

ak  Funktion  des  zweiten  Arguments  aufgefaBt,  nicht  auch  fur  all- 
gememe  rationale  Werte  dieses  Arguments  so  erklart  werden  kann, 


beweisen,  indeT man  Tek7bl7b7\7777 \yUcl\auf  aleebraifLem  Wege 
and  sich  dann  der  Identitat:  °  2  urz*‘  von  a  ^  bezeichnet 


..  .  b'q  -  bq  =  V  -  &)  b  +  . . .  ,  b9-u 

oedient  Die  spezifische  Leistung  der  Funktion  T  (  v\  i*  , 

eiceise,  daB  es  namlich  wenigstens  eine  q-te  Wurzel  gibt^  6160  ^  Existenz' 


36* 
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daB  die  Funktionalgleiclmngen  (A)  von  diesem  Paragraphen  besteken 
bleiben.  ( Prinzip  der  Erhaltung  der  formalen  Gesetze.)  Dies  gelingt 
bekanntlich  vermoge  jener  Wurzelgesetze.  Zur  endgiiltigen  Ausdeh- 
mmg  der  Funktion  (3)  auf  allgemeine  reelle  Werte  des  zweiten  Argu¬ 
ments  eriibrigt  dann  nock  ein  Stetigkeitsbeweis,  welcker  weder  der 
niederen  Algebra  angehort,  nock  mit  algebraiscken  Hilfsmitteln  ganz 
einfach  ausfallt.  Wir  gehen  jetzt  zur  Bekandlung  dieser  Fragen, 
welcke  sick  vermoge  der  uns  zu  Gebote  stehenden  Funktion  L  (a;)  und 
ikrer  Umkebrung  E  (x)  auBerst  einfach  gestaltet. 


Gebrockene  und  irrationale  Potenzen. 


Die  GroBe 


Ycr 


erscheint  zunachst  als  eine  Funktion  der  drei  Argumente  a,  p,  q: 


\ /ap  =  f{a,  p,  q). 


Hinsicktlicb  dieser  Funktion  beweisen  wir  jenes  Theorem,  worauf  sick 
die  Definition  der  gebrockenen  Potenzen  griindet. 

2.  Satz.  Die  Grope 

f(a,p,  q)  =  Va?, 

ivo  a  eine  beliebige  positive ,  q  eine  naturliche  und  p  eine  ganze  Zahl 
bedeuten,  ist  eine  homogene  Funktion  der  beiden  Argumente  p  und  q 
von  der  0ten  Dimension: 


ivo  m  eine  willkiirliche  naturliche  Zahl  ist. 
In  der  Tat  ist  nack  (2) 


Lfya?)  =  ^L(a), 


womit  der  Satz  eben  bewiesen  ist. 


der  Lage,  positive  und  negative  gebrockene 
Indem  wir  namlich  diese  Potenzen  vermoge 


Wir  sind  jetzt  in  der  Lage, 
Potenzen  einzufuhren.  Indem  wir 
der  Gleickung 


p 
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definieren,  weisen  wir  ohne  Millie  naeh,  daB  diese  Funktion  sick  der 
Eigenschaften  (A)  erfreut,  woraus  sich  dann  die  Richtigkeit  der  Wurzel 
gesetze  (B)  scbon  von  selbst  ergibt.  Aber  die  gegenwartige  Behand- 
lungsweise  Ieistet  noch  mehr,  sie  setzt  uns  m  den  Stand,  den  Potenz- 
beo-riff  zugleicb  auf  den  allgemeinen  Fall  auszudehnen,  daB  die  Potenz 
eine  beliebige  reelle  Zahl  ist,  wobei  auBerdem  noch  die  Stetigkeit  und 
Diflerentiierbarkeit  der  ueuen  Fnnktion  sofort  erkenntlicb  werden. 
Wir  wollen  dies  alles  in  den  folgenden  Satz  zusammeniassen: 

3.  Satz.  Indem  wir  die  FunUion  cp{a,  x )  nunmehr  fur  ein  be- 
liebiges  reelles  x  durch  die  Gleichung: 


(5)  cp  (a,  x)  =  E(xL  (a)) 

erlddren,  erhalten  wir  eine  FunUion,  ivelche  unumschrdnH  den  Funktional- 
gleichungen: 

<P  (a,  x)  cp  (a,  if)  =  <p  (a,  x  +  y) 

(A)  (f  [cp(a,  x),y)  =  cp(a,xy) 

cp  (a,  x)  cp  ( b ,  x)  =  cp  ( ab ,  x) 


geniigt,  wobei  also  x  und  y  zwei  beliebige,  a  und  b  zwei  positive,  reelle 
Zahlen  bedeuten.  Da  fiir  jeden  rationalcn  Wert  des  Arguments  x=pjq 
die  FunUion  cp  (a,  p/q)  mit  y  a?  zusammenfallt,  so  subsumieren  sich  die 
Wurzelgesetze  (B)  als  ein  spezieller  Fall  unter  (A).  Im  iibrigen  ist 
cp  ( a ,  x)  eine  stetige  FunUion  von  x. 

’Hiermit  sind  wir  berechtigt,  <p(a,x)  als  eine  Potenz  aufzufassen:1) 

cp  (a,  x)  =  ax. 


§  3.  Fortsetzung:  Folgerungen  aus  den  Hauptsatzen. 

An  der  Definition  der  Potenz  mittels  der  Funktion  Fix) 
§  2,  Formel  (5): 

ax  =  E  (x  L  (a)) 

lesen  wir  alle  weiteren  Eigenschiiften  dieser  Funktion  unmittelbar  ab. 
Insbesondere  beben  wir  nocb  folgende  bervor: 

4.  Satz.  Die  Funktion  ax  ist  fiir  alle  Werte  von  x  positiv,  ein- 
deutig  und  stetig,  und  Id  ft  eine  Ableitung  zu,  ivelche  durch  die  Formel: 
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dax  .  . 

j^-a’L  (a) 


gegeben  ist.  Sie  ist  ferner  stets  monoton,  und  mar  nimmt  sie  im  FaUe 

a  >  mit  uachsendem  x  bestdndig  zu;  die  Ableitung  ist  Her  durchwea 
positiv,  und  es  ist  3 


a  +  °°  =  +  oot  a  -  00  =  0  +. 


1st  dagegen  0  <  a  <  1 ,  so  nimmt  die  Funktion  bestdndig  ab ;  die  Ab¬ 
leitung  ist  jetzt  ncgativ,  und  es  ist 


a  +  °°  =  0  +  ,  =  +  o o. 

Demgemafi  hat  die  entsprechende  Kurve  y  =  ax  im  ersten  Falle  den  Cha- 
r alter  der  zur  Funktion  y  =  E(x),  Fig.  117  gehorigen  Kurve,  wdhrend 
sie  sick  im  ziveiten  Falle  an  das  Spiegelbild  dieser  Kurve  in  der  Geraden 
x  =  0  anlehnt. 

Fabren  wir  jetzt  fort,  indem  wir  die  Funktion  E(x),  als  eine 
Potenz  darstellen.  Ick  behaupte,  daft 

L(e)  =  l,  E(l)  =  e 
ist,  wo  e,  me  iiblich,  als  der  limes: 


(7)  «  =  lim  (l  +  ±y 

f,  =  ±oo  '  P  ! 

erkldrt  wird.  Man  setze  g  =  l/x,  g  >  1,  dann  wird 


(1  +  7)=(1+a!)‘--B[^— ] 


Beim  Grenziibergange  lim  x  =  0  konvergiert  L(l  -f  x)fx  gegen 
Z/(  1)  =  1,  und  da  E(x)  stetig  ist,  so  konvergiert  auck  die  ganze 
recbte  Seite  der  letzten  Gleichung  gegen  einen  Grenzwert,  und  zwar 
gegen  i?(l).  Hiermit  ist  die  Behauptung  bewiesen  und  zugleich 
folgender  Satz  gewonnen: 


5.  Satz.  Es  ist 


wo 


ist. 


E(x)  =  e*, 
e  =  lim  (l  +  1 ) 

u  =  +  oo  V  / 


1  \  " 


Durch  diesen  Satz  bat  man  aucb  AnscbluB  an  die  gewobnliche 
Definition  des  natiirlicben  Logarithmus  erreicbt: 

x  =  E(y)  =  e',  y  =  L(x)  =  log*. 
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Daran  gliedert  sich  noeh  die  iibliche  Definition  you  log.®,  >  °> 

x  =  a%  y  =  log  a  x> 


a  =H  l : 

(8) 

sowie  der  Satz: 

(9) 


WO 


lo gax  =  log, a:  •  loga6, 
aucb  b  >  0,  b  4=  1  ist,  nebst  dem  Zusatze: 


(10) 

Im  iibrigen  ist 

(ii) 


l°o  a  ^  log,  a 


ax  =  (?  loga, 

(12)  log ax?  =  y  loga x . 

Endlicb  werden  die  Reihenentwickiungen : 

(13)  log(l  +  x)  =  X  —  *  +  3 - , 


(14) 


X*  ,  X- 


ex=l+a)-f^  +  g-|-r 


nach  dem  gewohnlichen  Yerfahren  der  Infinitesimalrecbnung  aufgestellt. 
Aus  der  letzten  erbalt  man  einen  rascli  konvergierenden  unendlicben 
ProzeB  zur  numerischen  Berecbnung  der  Zabl  e:1) 

e  -  1  +  1  +  s',  +  j1,  +  •  ■  •  =  2,  718  281  828  . . .. 

6.  Satz.  Die  Function 


xn, 

ist  positiv,  eindeutig  und  stetig,  mid  es  ist 

dxn 


0  <  x  <  oo , 


dx 


—  nxn  ~ 1 


Die  Umkehrfunktion  ist  folgende ,  so  fern  n  =j=  0  ist . 


y  =  xn ,  ivo  x  =  yn. 


1)  Der  Leser  wolle  bemerken,  daB  wir  bei  alien  den  biskerigen  Entwick- 
ungen  menials  notig  batten,  die  Zabl  e  naher  zu  berechnen,  —  bestimmt  wurde 
sie  ja  schon  durcli  die  Formel  (7).  Fine  besondere  Untersuchun"  zur  Erhaltun^ 

gjfn“  Re^,e  st«hende«  Reihe  ware  desbalb  iiberfliissig  gewesen.  An  diesef 
Stelle  ergibt  sicb  die  Reibe  scbon  yon  selbst.  Hierin  ist  anrb  fiir  t- 
richt  in  der  Infinitesimalrecbnung  ein  Fingerzeig  mit  enthalten  '  "  °  61 
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batz  lolgt  aus  der  Definition: 


Darnach  ist 


xn  =  en  los*. 


d  xn 
dx 


en  •  —  =  nxn~1. 
x 


Zusatz.  Die  FunUion  xn,  0  <  x  <  oo,  ist  monoton ,  und  mar 
nimmt  sie  mgleich  mit  x  bestdndig  zu  oder  ab,  je  nachdem  n  positiv 
oder  negativ  ist. 

Die  Ungleichungen,  welche  die  Funktionen  a*  und  xn  erfullen, 
lassen  sich  nun  nachtraglich  vermoge  des  Wertes  der  Ableitung  her 
leiten. 


§  4.  Uber  Funktionalgleichungen. 


569 


§  4.  Uber  Funktionalgleichungen. 

Im  vorhergehenden  Paragraphen  sind  wir  einer  Reihe  von  Funk¬ 
tionalgleichungen  begegnet,  welchen  die  bunktionen  log.r  und  a  ge- 
niigen.  Indem  wir  jetzt  zweien  dieser  Gleichungen  niiher  treten,  be- 
weisen  wir  das 

Theorem.1)  Die  allgemeinste ,  in  einem  einzigen  Punlcte  stetige 
Losung  der  Funktionolgleichung 

i.  f(?)  +  f(y)  =  f(xy)> 

ist 

f(x)  =  (J  log  x ; 

diejenige  von 

II.  F  (x)  F{y)  =  F  (x  +  y), 

ist 

F  (a:)  =  eCx  bzw.  F  ( x )  =  0 . 

Sei  f(x )  zunachst  eine  beliebige  Losung  von  I.  Dann  schlieBt 
man  vor  allem,  indem  man  x  =  y  =  1  setzt,  daB 

/•(l)  =  0 

ist.  Ferner  erhalt  man,  ahnlich  wie  in  §  1, 

f&) —m, 

f(x’)  —  nf  (x),  ftyx)  =  1  f(x)f 

wo  n  erne  ganze,  q  eine  nattirliclie  Zahl  ist.  Setzt  man  bier  n=p, 
x  =  ya,  wo  a  >  0  ist,  so  kommt: 


f  x  >  0, 

\  y>°, 

I—  CO  <  x  <  CO, 
\—  CO  <  y  <  <x, 


/V/?)  =  f  t\a) 


So  viel,  ohne  die  Stetigkeit'von  f(x)  zu  verlangen.  1st  nun  f(x ) 
in  einem  emzigen  Punkte  x  =  y0  stetig, 

lim  f\y)  =  f(y0), 


y  =  y0 


1)  Cauchy,  Cows  d’anah/se,  1821  Chan  ^  a 

losen  Stetigkeit  der  Funktion  durch  die  -eriuaere  ^  ausnahms- 

einem  einzigen  Puukte  ersetzt  zu  habeu  fst  Darbonvf  v  r  ^  Stetl°keit  iu 
Bd.  17  (1880  ,  S.  56.  ’  i  arbouxs  Verdienst;  Math.  Ann., 
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so  folgt  daraus,  daB  f(x)  in  einem  beliebigen  Punkte  x  =  x  auch 
stetig  ist.  Denn,  sei  1 

=  Xy  =  x. 

Dann  wird  X  0  sein.  Ferner  wird 

f(X)  -f  f(y)  =  f(Xy)  =  f(x) . 

Nahert  sich  x  jetzt  dem  Werte  xlf  so  strebt  y  dem  Werte  y0  zu, 
woraus  denn  folgt,  dab 

lim  f{x)  =  /(X)  +  lim  f(y)  =  f(X)  +  f(y0)  =f(xt). 

x  —  ^i  v  =  y  o 

Hierrait  ist  bewiesen,  dab  insbesondere  die  ausnahmslos  stetige 
Funktion  f  (e*)  fiir  alle  rationalen  Werte  des  Arguments  x  mit  der 
stetigen  Funktion  xf(e )  iibereinstimmt,  woraus  denn  folgt,  dab  all- 
gemein 

f(ex)  =  xf(e),  —  <x>  <x  <oc, 

ist.  Fiibrt  man  also  nocb 

y  =  e*,  x  =  log  y 

ein,  so  wird 

f  (y)  =*  f  (e)  y >  o  <y ,  w.  z.  b.  w. 

Um  den  zweiten  Teil  des  Satzes  zu  beweisen,  bemerken  wir  zu- 
nachst,  dab  F (x)  keinen  negativeu  Wert  annehmen  kann.  Denn 
ware  F  (a)  <  0,  so  wiirde  die  Relation 


zu  einem  Widerspruch  fiihren.  Auch  zieht  das  Yerschwinden  von 
F(x)  fiir  einen  einzigen  Wert  x  —  a:  F(a)  —  0 ,  das  identisclie  Yer¬ 
schwinden  von  F  (x)  nach  sich,  da  dann 

0  =  F  (a)  Fix  —  a)  =  F  (x) 

wird.  Hiermit  ist  dffeser  Fall  erledigt,  und  wir  diirfen  kinfort  voraus 
setzen,  dab  durchweg 

F(x)  >  0 

Wir  wollen  jetzt  neue  Yariabelen  einfiibren: 

x  =  log§,  y  =  logrj, 

F  (log  t)  =  @  (f) 


und  zugleich  auch 


§  5.  Die  ti’igonometrischen  Funktionen. 
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setzen.  Alsdann  geht  II.  in 

<&(£)  0(rj)  = 

iiber.  Daraus  findet  man  weiter: 

log  (p  (I)  +  log  <P  (rj)  =  log  <P  (%rj). 

Dies  ist  'aber  nicbts  anderes  als  die  Relation  I.,  und  darum  ist: 

log  O  (|)  =  C  log  g, 

0(|)  =  ec\ogs= 

F(x)  = 

Hiermit  ist  der  Beweis  des  Theorems  vollstandig  gefiihrt. 

Die  Frage,  ob  die  Funktionalgleichungen  I.  und  II.  auBerdem  noch 
unstetige  Losungen  zulassen,  ist  noch  nicht  entschieden.  Wilson1) 
hat  gezeigt,  daB,  wenn  es  iiberhaupt  eine  Losung  Fx(x)  von  II.  gibt, 
die  nur  in  einem  einzigen  Punkte  unstetig  ist,  Ft  (x)  dann  in  jeder 
Umgebung  eines  jeden  Wertes  des  Arguments  jedem  vorgegebenen 
positiven  Werte  beliebig  nahe  kommt,  so  daB  also  der  Ort  der  Glei- 
chung  y  =  Fl(x)  eine  in  der  oberen  Halbebene  y  >  0  iiberall  dichte 
Punktmenge  bildet.  Jl 

Aufgabe.“)  Die  allgemeinste  in  einem  einzigen  Punkte  stetige 
Losung  der  Funktionalgleichung 

ist’  ?(* +  ?)-¥>  (*)  +  ?>(*), 

<P  (x)  —  Cx, 

wo  C>  eine  Konstante  bedeutet. 


§  5.  Die  trigonometrischen  Funktionen. 

In  del-  Elementarmatkematik  werden  die  trigonometrischen  Funk- 
tionen  vermoge  ernes  rechtwinkligen  Dreiecks  geometrisch  definiert 
wodnrch  denn  auch  ihre  Beziehung  z„m  Kreise  von  vornherein  an 

f  f  ZMgen  o  Wird'  DenWniiber  begegnen  wir  gleich  zu  4u 
aug  er  Mecbamk  einem  Problem  der  allerersten  Wichtigkeit  welches 
J^benfalls  zu  d.esen  Funktionen  fnhrt.  Handelt  es'sich  namlich 

1)  Annals  of  Math.,  2.  Keihe,  Bd  1  ago  to  n  ,7  n 

“  b“eitS  “  zitierten  ^Htteilung  ToTtrto  “  £ 

2)  Cauchy,  ibid. 
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um  die  kleinen  Scliwingungen  eines  materiellen  Systems  um  dessen 

D  leichgewicktslage,  —  denken  wir  etwa  an  das  gewohnliclie  Pendel,  _ 

so  wird  in  den  meisten  Fallen  eine  erste  Anniiherung  zur  Bewegnng 
des  Systems  durch  die  Differentialgleichung 


reguliert,  wobei  t  die  Zeit  und  y  eine  geeignete  Koordinate  bedeuten. 
Durch  Einfuhrung  einer  neuen  unabhangigen  Variabelen, 

x  =  nt, 

geht  die  Differentialgleichung  dann  in  die  Normalform: 

(A)  S  +  2/-C 

iiber.  Auf  der  Theorie  letzterer  Differentialgleichung  ruht  daher  ein 
wesentlicher  Teil  der  Mechanik. 

Wir  wollen  eine  Losung  von  (A)  vermoge  einer  Potenzreihe  in  x 
zu  o-ewinnen  suchen.  Indem  wir  diese  mit  unbestimmten  Koeffi- 
zienten  ansetzen: 

(1)  y  =  a0  +  a±x  +  a3x2  -\ - , 

erhalten  wir  zuniichst: 

=  2  •  1  d2  +  3  •  2  a3x  4*  4  •  3  aix~  +  •  •  *> 

und  somit  durch  Vergleich  mit  (1)  folgende  formale  Relation  zwischen 
den  Koeffizienten: 

an  =  —  (n  -f-  1)  (n  +  2)  an  +  3, 

also 

l  i  1 

a2  =  —  a0,  a 4  =  47  ae  —  e i  a°’ '  '  ' 

<X3=  —  Ua If  a5=5!ai>  al  =  —  '  ' 

V 

Hiermit  werden  wir  zu  den  fiir  alls  Werte  des  Arguments  konver- 
gierenden  Reihen  gefiihrt: 

1C,  ^  cc^ 

s(x)  =  x-: 37 +  5t  ’ 

/  \  !  _ 

c(x)=  1-27  +  4! 

Dab  die  hierdurch  definierten  Funktionen  s(x),  c(x)  der  Differential- 


§5.  Die  trigonometrischen  Funktionen.  Olo 

gleichung  (A)  in  der  Tat  Geniige  leisten,  erkennt  man  nun  sofort.1) 
Fassen  wir  das  Ergebnis  in  einen  Satz  zusammen. 

1.  Satz.  Die  Different ialgleichung 


(A) 


dfy 
dx 3 


+  y  =  ° 


la  ft  zivei  spezielle 
renden  Beihen: 

(2) 


Losungen  zu ,  ivelclie  durch  die 

/y»3  /v»5 

s(x)  =  x-  fr  +  fr - > 


x 


X * 


e(x)  =  1  —  ^  — 


bestdndig  lonvergie- 


gegeben  iverden.  Daraus  setzt  sick  ferner  eine  allgemeine  Losung  in 
der  Form  : 

(3)  y  =  as  (x)  bc(x) 


zusammen,  ivo  a,  b  willkurliche  Konstante  bedeuten.  Wie  man  sicht,  ist 

(4)  s(0)  =  0,  c(0)-l, 

(5)  s'  0)  =  c(x),  c  {x)  =  -s  (x) , 

(6)  s(—  x)  =  —  s  ( x ) ,  c  (—  x)  =  c  (x). 

.  Fahren  wir  fort,  indem  wir  bemerken,  daB  sich  jede  der  Funk¬ 
tionen  s(x),  c(x)  naeh  dem  Tavlorscken  Lehrsatze  entwickeln  liiBt. 
Es  ist  namlich 

s'(x)  =  c(x), 

s'(x)  =  —  s(x), 
s'"(x)  =  -c(x), 

_ _  8(x), 


fnl  n  hln ■  dfv  1RaisounemeQt  mit  aller  Scharfe  hervortritt,  sei  uns  dock 

founder  klemer  Ruckblick  gestattet.  Wir  warfen  die  Frage  auf,  ob  niekt  viel 
lexcht  durek  erne  Potenzreike  eine  losung  zu  erzielen  sei.  Indem  wir  al  a 
nahmen,  daB  dies  wirklick  zutrafe  —  daB  es  also  m  s  W  i  an‘ 

Potenzreike  gabe,  welche,  in  die  linke  Seite  von  (A)  ein^t’  16  kouver»eute 
druck  identisck  zum  Versckwinden  brino-t  ,  i  *  ein8'e^ia=en’  diesen  Aus- 

Koeffizienten  der  Reike  besckaff'en  sein°miiBten  Gr/;achten^lr  ZUn.achst’  wie  die 
Reiken  fdr  *(*),  *(«)  ein,  welc^^^he^ck  Is  A^  ***? 

konvergieren.  Und  nun  stand  uns  frei  entwerW  n  I  *  des  ^ments 

Seite  von  (A)  direkt  nackzuweisen,  daB  dies  auek  in  der"  Tatlo U1  ^  ^7 
Oder  andererseits  auf  (irund  des  Umstandes  daB  s.Vl,  r  dat  Losungen  smd, 
als  konvergent  erwiesen  kaben,  uns  zu  iiberlegen  daB  tT  ^eihelnun  einmal 
deskalb  umkehibar  sei,  womit  wir  denn  bereits  ^  ZidfSnd"  ^ 
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woraus  erbellt,  daB  bei  fortgesetzter  Wiederbolung  der  Differentiation 
ieye  Tier  Funktionen  sicb  immer  wieder  in  gleicher  Reibenfolge  ein- 
stellen  werden.  Sei  x  =  x0  ein  beliebiger  Punkt,  um  den  wir  auch 
em  willkurlicbes  Intervall  x0—  h<Lx<LxQ+h  legen  -wollen.  Da 
c(x)  stetig  sind,  so  bleiben  sie  endlich  in  diesem  Intervalle. 
Daher  konvergiert  das  Restglied  in  der  Taylorschen  Formel: 


f  (*0  +  *)  “  f(x0)  +  r  W  *  +  •*■+  f[H)  M  £  +  f(n+1)  (*o  +  Oh) 

mit  wachsendem  n  gegen  0,  wenn  f(x)  gleicb  s(x)  oder  c(x)  gesetzt 
wird.  Wir  baben  mithin  folgende  Entwicklung  gewonnen: 


5  (x0  +  h)  =  s  (a?0)  4-  c  (x0)  h  —  s  (x0) 

=  *W 

+  c  O0) 


i-!4  + 


9  i 


2! 
7i4 
4~! 
h 5 


cWfr  +  sWj!  + 


k~  3!  +  5! 


Die  in  den  Klammern  stebenden  Reiben  sind  aber  nicbts  anderes  als 
die  Funktionen  cQi)  und  sQi),  daber  ist 

s  (x0  +  h)  =  s  (x0)  c  (h)  +  c  (x0)  s  (h) . 

Verfabren  wir  in  abnlicber  Weise  mit  der  Funktion  c(x),  so  gelangen 
wir  zu  folgendem  Satze: 

2.  Satz.  Die  Funktionen  s(x),  c  (x)  lassen  sick  uni  einen  belie- 
bigen  Punkt  x  =  x0  nach  clem  Taylorschen  Lelirsatze  in  eine  bestdndig 
konvergierencle  Peihe  entwickeln.  Sie  besitzen  fernerhin  ein  Additions- 
theorem ,  welches  folgendermafien  lautet: 

s(x  +  y)  =  s(x)c  (; y)  +  c  (x)  s  (y),  | 

^  c  (x  4-  y)  =  c  (x)  c  (tj)  —  S  (x)  s  0) .  ] 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  einer  weiteren  Eigenscbaft  diesei 
Funktionen. 

3.  Satz.  Es  ist 

(8)  *‘2  (#)  +  c2  ( x )  =  1 . 

In  der  Tat  bilde  man  die  Funktion: 

(p  ( x )  =  s 2  ( x )  +  c2  (x)  • 
cp'  (x)  =  2s(x)c(x)  -  2c  (x)  s  (x)  =  0, 


Dann  ist 
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also  ist  .  0  .  .  9  /  n  7 

S-  {x)  +  c2(x)  =  Jc  . 

Setzt  man  nock  hierin  X  =  0,  so  kommt: 

1 


und  kiermit  ist  der  Beweis  geliefert.1) 

Wir  wollen  uns  jetzt  mit  der  Periodizitiit  dieser  Funktionen  be- 
sckafti^en.  Besnnnen  wir  mit  s(x).  Die  dieser  Funktion  entspreckende 
Kurve: 

V  =  s(x), 


o-ekt  durck  den  Koordinatenanlang  und  tritt  zunackst  in  den  ersten 
Quadranten  ein.  Dabei  ist  auck  wegeo  (A) 

s"(x)  <  0, 

woraus  man  erkennt,  daB  die  Kurve  ikre  konkave  Seite  nack  unten 
kekrt.  Nun  will  ick  vor  allem  beweisen,  daB  s(x )  fiir  einen  positiven 
Wert  von  x  ein  Maximum  erreicht,  denn  daraus  lassen  sick  alle 
P eriodeneigensckaften  leickt  kerleiten.2)  Zu  dem  Zwecke  waklen  wir 
eine  kleine  positive  GroBe  a ,  wTofur  zugleick 

s  (a)  >  0,  s'  (a)  =  c  (a)  >  0 

ist,  was  ja  oftenbar  angekt.  F  iir  M  erte  von  xy  die  nur  wenig  groBer 
als  «  sind,  wird  dann  s(x)>s(ct)  sein.  Dagegen  kann  s(x)  mit 
wacksendem  x  nickt  bestandig  groBer  als  s(a)  bleiben,  wie  wir  jetzt 
nackweisen  wollen.  Nack  der  Taylorscken  Formel  ist 


s(x)>s(a), 


a  <  X  <Cx. 


x  >  a, 


s(x)  —  s  (a)  -j-  c  (a)  (x  —  a)  —  s  (X)  — — 

Daker  wiirde  die  Annakme: 

zur  Folge  kaben,  daB 

0  <  S  (x)  -  s  («)  <  (f  _  a)  [c  («)  _  5  („) 

ware  und  dies  trifft  augenscheinlich  fur  groBe  Werte  von  x  nicht 
zu^  Daraus  geht  die  Esistenz  des  in  Aussicht  gesteUten  Mazunums 

iadern  man  in  der  zweitenTer  Iie^tione^fl) ' 7  -  be“erkt  hat’ 

Relationen  (6)  bedient;  Theorie  eUmmtaire  des  series  S  ill  ™d  S'Ch  dMI1  der 
2)  6»defroy  beweist  direkt  ms  den  Reihen  (2)  ,l,n  ,  ,  .  T 

-  P08,tiV  bleibt'  impute  Ml  nega«" 
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hervor.  In  tliesem  Punkte  muB  offenbar  s'  (x)  =  c  (x)  verschwinden. 
A\ir  wollen  mit  pj 2  den  kleinsten  positiven  Wert  von  x  bezeichnen, 
wofiir  letzteres  eintritt.  Dann  wird 


0  <  c  (x)  =  s'  (x),  0  <1  x  <  ^ 

dt 


<»)  <  (f )  -  «  (f )  -  0, 


Demnacb  baben  wir  es  aucb  mit  einem  Maximum  im  Sinne  der  Diffe¬ 
rentia]  rechnung  zu  tun.  Fassen  wir  das  bisher  erlangte  Ergebnis  in 
Worte  zusammen:  Es  gilt  ein  IntervaJl  0  <^x  p/2,  in  welchem  die 

Funktion  s  (x)  monoton  zunimmt,  um  im  Endpunkte  x  =  p/2  desselben 
ihren  Maximalwert  1  zu  erreichen.  Dcibei  kehrt  die  graphische  Dar- 
stellung  der  Funktion  ihre  konkave  Seite  stets  nach  union. 


Fig.  119. 


Wir  wollen  jetzt  zeigen,  daB  der  weitere  Verlauf  dieser  Kurve 
im  Intervalle  p  2  <i  x  <i  p  aus  dem  Spiegelbilde  des  soeben  besprocke- 
nen  Bogens  in  der  Geraden  x  =  p/2  besteht.  Die  Bedingung  hierfiir 
ist  offenbar  die,  daB 

(10)  *  (y  -  *)  -  «  (f  +  *)  I 

sei.  Setzt  man  nun  in  (7)  y  =  p/2,  so  kommt: 

(11)  S  {X  +  \)  =  C  C  {X  +  2')  =  ~S(X)-  1 

Hieraus  findet  man  weiter,  indem  man  x  +  p/2  an  Stelle  von  x  treten 
laBt: 

(12)  s(x+p)  =  —  s(x),  c{x  +p)  =  —  c(x).  J 

Um  jetzt  (10)  zu  erhalten,  wird  man  s(p/2  —  x)  vermoge  (6)  und  ( ,1-0 
umformen : 

*(f -*)—*(*- D-*(*+4)>  wz-b'w- 

Aus  dem  solchergestalt  konstruierten,  im  ersten 

Rouen  stellt  man  noch  eine  Fortsetzung  m  den  dntten  Quadranten 
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her,  indem  man,  der  Relation  (6)  gemaB,  jenen  Bogen  im  Anfang 

8Pie°Wir  sind  nunmehr  in  der  Lage,  die  Frage  der  Periodizitat  zu 
erledigen.  Indem  wir  in  (12)  x  +  p  an  Stelle  von  £  setzen,  wird 

(13)  s(x  +  2p)  =  -s(x  +  p)  =  s(x),  c{x  +  2p)  -  c(x). 

Hiermit  erweist  sicli  2p  als  eine  Periode  beider  Funktionen,  und  zwar 
ist  2p  eine  primitive  Periode.  Sonst  gabe  es  namlich  eine  kleinere 

positive  Periode  a: 

s(x  +  (o)  =  s(x),  s'(x  +  ©)  —  s(x),  0  <co<2p. 

Das  trifft  aber  nicht  zu,  wie  ein  Blick  auf  die  Kurve  zeigt.  Analy- 
tiscli  kann  der  Beweis  so  gefuhrt  werden.  Aus  der  ersten  der  soeben 
hingeschriebenen  Relationen  folgt,  indem  man  x  =  0  setzt,  daB 

s  («)  -  0 


ist.  s(.r)  hat  aber  nur  eine  positive  Wurzel,  die  kleiner  als  2p  ist, 
namlich  x=p,  und  diese  GroBe  ist  keine  Periode,  wie  aus  (12) 
erhellt. 

Da  endlich  c  (x)  =  s  (x  +  p/2)  ist,  so  ist  auch  zugleich  hiermit 
die  Periodizitat  von  c(x )  erledigt.  Wir  erhalten  so  den 

4.  Satz.  Die  Funktionen  s(x),  c{pc)  sind  per iodisch  mit  der  pri- 
mitiven  Periode  2p. 

•  Aus  den  vorangehenden  Ent- 
wicklungen  kann  man  einen  SchluB 
auf  die  gegenseitige  Anderung  von 
s(x)  und  c(x)  machen.  Wir  setzen 
die  graphische  Darstellung  dieser  Fi«-  12°- 

Funktionen  im  Intervalle  —p<ix<p  her  und  entnehmen  daraus 
ohne  Miihe  den  folgenden  Satz: 

5.  Satz.  Die  Funktionen  s(x)  und  c(x)  nehmen  jeden  willJcurlichen 
Wert  -  1  <  a  <  1  in  zwei  getrennten  Punkten  des  Intervals  -p<Lx<p 
an,  dag c gen  die  11  erte  1  und  —  1  nur  in  einem  einzigen  PunJcte.  Sind 
feme t  a  und  b  irgend  zwei  an  die  Pedingung 


a2+&2=  1 

gehiiipfie  Zahlen,  so  lassen  die  simultanen  Gleichungen: 

*  s(x)  =  a,  c(x)  =  b, 

stets  eme  und  nur  eine  Liisung  im  genannten  Intervalle 

Osgood,  Funktiouentlieorie.  I.  2.  Aufl 


ZU. 
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Der  analytische  Beweis  dieses  Satzes  wird  auch  durcli  jene  Kurven 
nahe  gelegt. 

Wir  wurden  zu  den  Funktionen  s(x),  c{x)  gefubrt,  indem  wir 
Losungen  der  Differentialgleichung  (A)  aufsuchten.  Dabei  ergab  sich, 
daB  die  gauze  Funktionsklasse 

y  =  as {x)  -\- bc{x) 

Losungen  liefert,  Wir  wollen  jetzt  den  Beweis  erbringen,  daB  weiter 
keine  Losungen  von  (A)  vorbanden  sind. 

6.  Satz.  Jede  Lbsung  ion  (A)  la  fit  sick  in  der  Form: 

y  =  as(x)  +  bc(x ) 

darstellen,  wobei  a  mid  b  Konstante  sind. 

Erklaren  wir  vor  allem,  was  wir  unter  einer  Lbsung  von  (  A) 
versteben.  Wir  setzen  ein  beliebiges  Intervall  a<^x<Lb  und  eine 
darin  eindeutige  Funktion  f(x)  voraus.  Dann  heiBt  f(x)  eine  Losung 
von  (A)  in  diesem  Intervalle,  wenn  f(x)  in  jedem  Punkte  von  (A) 
eine  Ableitung  erster,  sowie  eine  zweiter  Ordnung  besitzt,  und  auBer- 
dem  der  Differentialgleichung  (A)  in  jedem  Punkte  des  Intervalls 
geniigt. 

Zum  Beweise  des  Satzes  geben  wir  von  folgendem  evidenten  Satze 
aus:  Sind  f(x),  (p  (x)  zwei  mit  Ableitungen  zweiter  Ordnung  aue- 
gestattete  Funktionen,  so  ist 


rw 

f(x)  , 

rf  :rw 

f(x) 

9 >"(*) 

<f(x)  : 

dx  q>'(x) 

(p(x) 

Versckwindet  daher  erstere  Determinante  in  jedem  Punkte  eines  Inter* 
vails,  so  muB  dort  ausnahmslos 


i/» 

*'(*) 


f(*) 

cp{x) 


=  f'{x )  cp{x)  —  f  (V)  (p '  (x)  =  const. 


sein.  — 

Betrachten  wir  nun  eine  beliebige  Losung  y  von  (A),  und  be- 
zeichnen  wir  nocli  die  speziellen  Losungen  s(x),  c(x)  resp.  mit  yi} 


yl  =  s  (x),  y2  =  c(x). 

Daun  folgt  aus 

y"  ^y  =  0, 

Vo'  +  Vi  = 
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daB 


y 

ff 

y2 


y 

V* 


=  o 


ist,  und  kieraus  weiter  nack  der  obigen  Bemerkung,  daB 


y  y 
I  y%  y 2 


=  yy2  -  yy*  = const-  =  a 


ist.  Aknlicke  Beziekungen  finden  statt,  wemi  wir  die  drei  Buch- 
staben  y,  y1}  y2  zvkliscb  miteinander  vertauscken: 

yi'y  —yiV  =  &; 


y2yi  -  y2yi 


=  -  i. 


Multiplizieren  wir  diese  drei  Gleickungen  resp.  mit  yx,  y2,  y  und  ad- 
dieren  dann  die  so  resultierenden  Gleickungen  zusammen,  so  kommt: 


0  =  ayt  +  by2  -  y, 


w.  z 


.  b.  w. 


Der  Satz  ist  ein  spezieller  Fall  des  allgemeinen  Satzes,  daB  die 
Losung  einer  linearen  Differentialgleickung  zweiter  Ordnung: 

£i+i»(-)g+2(*),-  o, 

der  eft  Koeffizienten  im  Intervalle  x0<^x£xt  stetig  sind,  durck  An- 
gabe  des  Wertes  der  Funktion  nebst  demjenigen  der  ersten  Ableitung 
in  emem  Funkte  des  Intervalls  vollstiindig  bestimmt  wird.  Hier  ist 

b  =  y  l—o,  a  =  y'\x=0. 

Im  nbrigen  ist  die  Bekandlungsweise  in  einem  allgemeinen  Verfahren 

entkal  en  wonack  die  lineare  Abkangigkeit  von  »  Funktionen  aus 

dem  identischen  Versckwinden  ikrer  Wronskischen  Determinant*  «e- 
scklossen  wird.1)  ° 

Zweiter  Beweis  des  Additionstheorems.  Aus  dem  vorsteheuden  Satze 

*  « :;ir  zei+J:risves  Additi°Dstw—  ^  * 

Uiituudr  erne  Losuncr  vou  (A'i  "VTa^n  a- 

Satze  muB  also  °  Aach  dlese™ 

*- — _____  S  (x  +  a)  =  as  (x)  -f  be  (x) 

1)  Hiertiber  vergleicbe  man  BucIipv  ■ 

oftle  “ is  >  “  — -  “xrsa 

37  * 
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und  daher  ferner 

s'  (#  +  a)  =  c  (#  +  ci)  =  a  c  (#)  —  b  s  (#) 

sein.  Setzt  man  hierin  #  =  0,  so  kommt: 

s  (a)  =  b ,  c(a)  =  a, 

s(x  +  a)  =  s  (#)  c  (a)  +  c  (x)  s  (a)  , 
c  (#  +  a)  =  c  (#)  c  (a)  —  s  (#)  s  ( a )  . 


also: 


w.  z.  b.  w. 


§  6.  Fortsetzung:  Identifizierung  der  Funktionen  s(#),  c(x )  mit 


sin  x,  cos  x. 


O:(0.0) 


Um  die  beiden  Funktionen,  deren  Haupteigensckaften  wir  im 
vorbergehenden  Paragraphen  entwickelt  haben, 
mit  den  trigonometriscben  Funktionen  sin#,  cos# 
zu  identifizieren,  kniipfen  wir  an  die  Definitionen 
yon  Strecke,  Halbstrahl  und  Winkel  an,  wie  sie 
in  Kap.  5,  §  4  gegeben  sind,  und  ordnen  nun 
einem  vorgelegten  Winkel  als  MaB  diejenigen 
Zablen  t  zu,  welcbe  durcli  die  folgenden  Glei- 


1/ 

/  y 

(P:(x,y) 

4  x 

1  x 

Fig.  121. 


cbungen  bestimmt  werden: 


c(t)  =  x 
s  ( t )  =  x 


I  ®i 


#n 


!/i  —  Vo  -  (xi  -  xo) 
Vi  -  Vo 

Vi  -  Vo 

Vi  -  Ho 


3-1  xo 

#/  —  x0' 


r  1  > 


of  the  American  Mathematical  Society,  Bd.  2  (1901),  S.  139,  woselbst  auch  die 
beziiglicke  Literatur  zitiert  wird. 

Wir  bemerken  noch  im  Yoriibergehen,  dafi  in  der  Mecbanik  von  diesen 
Eindeutigkeitssatzen  vielfach  stillschweigend  Gebrauch  gemacht  wird.  Be!  der 
Integration  der  Differentialgleichung,  welche  das  zweite  Newtonsche  Bewegungs- 
gesetz  zum  Ausdruck  bringt: 

(Py 


in 


dP 


f, 


_  am  bloB  den  einfachsten  Fall  an  erwiibnen,  -  begnflgt  man  sich  ntMUeh 
damit,  cine  LBsuhg  aufaustellen,  welche  den  Anfangsl bedmgungen  g  ^ 

indem  man  dann  ohne  weiteres  annimmt,  daB  d  ese  L6fun/  “e  fnffferential- 
Svstems  notwendig  regulieren  niusse.  Konnte  int  cesen  aafiir, 

gleichung  singulixe  Losnngen  haben,  so  ha  Probfem  eat- 

dafi  gerade  diese  Losnng  diejenige  ware,  welche  o 

spricht. 


§  6.  Fortsetzung:  Identifizierung  der  Funktionen  s(x),  c(x)  mit  sin  a:,  cos*.  08I 

■\yQ  .  _  _ _ _ _ — 

x-1  =  +  ST-  yo  yv«  -  *o  y  +  (#1  -  vof 

ist.  Nimmt  man  nun  insbesondere  den  in  beigesetzter  Figur  gedeuteten 
Winkel  <£  A  OP,  so  kommt: 

c(t)  =  x,  s  (t)  =  y. 

Nun  wird  aber  andererseits  die  Liinge  eines  von  A  aus  gemessenen 
Boeens  AP  des  Einheitskreises 

O 

+  y2  =  i 

durch  das  Integral 

(P)  ( p ) 

J  y dx 2  -f-  dy 2  =  fy~dt 2  =  ±  t 

(A)  (A) 

gegeben,  wobei  das  obere  Zeicken  z u  nebmen  ist,  falls  die  in  der 
Nabe  von  A  gelegenen  Punkte  des  Bogens  positiven  Werten  von  t 
entsprechen;  im  anderen  Falle,  das  untere.  Hiermit  fallt  t  mit  der- 
jenigen  Zabl  0  zusammen,  welcbe  in  der  Trigonometrie  dem  Winkel 
^.AOP  als  MaB  zugeordnet  wird,  und  zugleich  erweisen  sich  c(t ) 
und  s(t )  als  cos  t  und  sin  t.  Nachtriiglick  ergibt  sicb  aucb,  daB  die 
Periode  2p>  mit  der  Zabl  2;r  ubereinstimmt,  also  ist 


•  P  —  7C. 

ScTdufibemerlungen.  W  as  die  iibrige  Tbeorie  der  trigonometri- 
scben  Funktionen  inklusive  der  Definitionen: 


tan  x  — 


sin  x 
cos  x  ’ 


usw. 


nebst  der  Besprechung  der  inversen  Funktionen  anbetrifft,  so  ist  die 
fibhche  Behandlungsweise  entweder  bereits  analytisch  oder  sie  liiBt 
sich  dock  sofort  in  eine  analytische  umsetzen.  Hieran  scklieBt  sich 
noch  eine  Rmhe  interessanter'Fragen,  deren  Besprechung  indessen 
auBerhaib  des  Rahmens  dieses  Werkes  liegt;  es  sind  das  u.  a.  a)  die 
ahl  it,  Transzendenz  und  Berechnung,  sowie  auch  die  Zabl  e-  b)  die 
Bernoullischen  Zahlen  und  die  Reihen  ^k--  e)  die  Euler  ache 

ZaM;  d)  einiges  fiber  die  trigonometrischen  Reihen;  e)  die  hvner- 
bohschen  Funktionen.  Wir  verweiseu  desivegen  auf  die  gebrauchUchen 
Lehibucher,  etwa  Godefroy,  Theorie  elcmentaire  des  series  4  „r,l 
•  bschn.;  Stolz  und  Gmeiner,  Theoretische  Arithmetic  Da^cn 
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werden  wir  uns  noch  ausfulirlich  mit  gewissen  Funktionalgleichuncren 
als  binreichende  Bedingungen  aufgefaBt,  sowie  mit  einigen  Keihen- 
und  Pro duktent wicklungen  zu  beschaftigen  haben. 


§  7.  Tiber  die  Bestimmung  der  Funktionen  sin  x  und  cos  x  auf 

Grund  ihres  Additionstheorems. 

Theorem.1)  SeienS(x );  C (x)  zwei  Funktionen ,  ivelche  fur  alle 
Wcrte  von  x  eindeutig  erkldrt  sind  und  das  Additonstheorem : 

/^\  S  (x  y)  =  S  (x)  C ( y )  +  C (x)  S  (y) ,  | 

0{x  +  y)  =  C(x )  G(y)  -  S{x)S(y),  1 

besitzen.  Gibt  es  dann  einen  einzigen  Wert  von  x,  wofiir  beide  Funk¬ 
tionen  stetig  sind,  so  sind  sie  ausnahmslos  stelig,  und  zwar  ist,  sofern 
sie  nicht  beide  identisch  verschwinden, 

S  ( X )  =  eax  sin  gx ,  C(x)  =  eax  cos  gx , 

wo  a  und  g  Konstante  bedcuten. 

Verlangt  man  aufterdem  noch  entweder,  daft 


(Bt)  S2(z)  +  C20r)  =  l, 

oder  daft 

(B2)  G(-x)  =  G(x), 


oder  endlich,  daft 

(Bs) 


lim 

x  =  0 


C  (x)  —  1 
x 


=  0 


sei,  so  ist  im  ersten  Falle 


S(x)  =  sin  gx,  G{x)  =  cos  gx. 

Im  zweiten  und  dritten  Falle  tritt  noth  zu  dieser  Losung  die  weitere 
hinzu,  daft  beide  Funktionen  identisch  verschwinden.  Hiermit  sind  aber 
auch  alle  Lbsungen  erschopft.  , 

Wir  sclucken  die  Bemerkung  voraus,  daB  das  gleichzeitige  er 
schwinden  von  S(x)  und  G(x )  fur  einen  einzigen  Weit  x  a  das 
identische  Verschwinden  dieser  Funktionen  nach  sich  zieht.  Zum  Be- 
weise  braucht  man  bloB  in  (A)  y  —  a  zu  setzen. 


1)  Cf.  Tannery,  Fonctions  crime  variable,  1886,  S.  117 
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§  7.  Uber  die  Bestimmung  der  Funktionen  sin  a:  und  cos*  usw 

Aus  dem  Additionstheorem  scklieBen  wir  nun  vor  alien  Dingen, 
indem  wir  x  —  y  =  0  setzen : 

[26(0) -1]  5(0) -0, 

C2  (0)  —  (7(0)  —  S2  (0)  =  0, 

also,  da  dem  Yerschwinden  des  Faktors  2  (7(0)  —  1  keine  Losung  der 


zweiten 

Gleickung 

entspricbt: 

(1) 

a) 

o 

II 

o) 

(7(0)  =  1; 

b) 

S(  0)  =  0, 

(7(0)  =  0. 

- 

Nack  der  obigen  Bemerkung  bat  b)  das  identiscbe  Yerscbwinden  von 
S(x),  C(x)  zur  Folge,  womit  denn  dieser  Fall  erledigt  ist. 

Sei  S1(x),  Ox  (F)  ein  beliebiges  Losungssystem  von  (A),  wofiir 
beide  Funktionen  nicbt  identiscb  verscbwinden.  Setzt  man 


Si2(*)  +  C'(x)-f(x), 


so  ergibt  sicb  aus  (A),  indem  man  beide  Gleicbungen  ins  Quadrat 
erbebt  und  sie  dann  zusammenaddiert,  daB 

f(x  +  y)  =  f(x)f(y ) 

ist.  .  Da  nun  auBerdem  f(x)  nie  verscbwindet  und  mindestens  fiir 
einen  Wert  von  x  stetig  ist,  so  folgt  nach  §  4,  daB 


ist. 


f  («)  =  e 


9 


ax 


Aus  diesem  Losungssystem  bilden  wir  uns  nocb  ein  zweites  wie 
folort: 

o 

S(x)  =  e-**St  (x), 

C(x)  =  e~axCx{x). 


Dann  laBt  das  neue  Funktionspaar  S(x) 
theorem  (A)  zu,  und  auBerdem  ist 


C  (x)  ebenfalls  das  Additions- 


(Bi)  «•(*)  +  <?(*)  - 1. 

^  ir  wollen  zeigen,  daB 


ist. 


S (x)  =  sin  fix, 


C(x)  =  cos  ux 


der 


dem  Behufe  weisen  wir  zuerst 
in  Rede  stebenden  Funktionen  S(x) 


die  ausnabmslose  Stetigkeit 
nnd  C  (x)  nacb.  Aus  dem 
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III,  12.  Die  elementaren  Funktionen. 
Additionstheorem  (A)  ergeben  sich  folgende  Relationen: 


S(x  +  h)-S(x)=  2  C(*  +  4)S(|), 

C(x  +  h)~  C{x) - 2S  (a  +  -i)  s(jj. 


^  erstehen  wir  hierin  zunachst  unter  x  jenen  Wert,  wofiir  beide  Funk- 
tionen  S(cc),  C{x)  nach  Voraussetzung  stetig  sind,  so  finden  wir,  da 
wegen  (Bx) 


ist,  dab 


I  'S'  (x)  I  +  |  C  (x)  |  1 


S  (x  +  h)  —  S  (x)  j  +  j  C  (pc  -f-  h)  —  C  (x) 


2 


c(*+4)Ms(*+4)i]Kv)l^2 


ist,  und  folglicb  ist 

lim  S  (y)  -  0. 

h  =  o  ' “  ' 


Aus  (2)  folgt  nun  weiter,  indem  man  x  jetzt  einen  beliebigen 
Wert  beilegt  und  auch  dabei  der  Endlicbkeit  von  S(x),  C(x)  fur  aile 
Werte  des  Arguments  eingedenk  wird,  dab  diese  Funktionen  ausnabms- 
los  stetig  sind. 

Fabren  wir  jetzt  weiter.  Jedem  Werte  von  x  entspricht  wegen 
(BJ  ein  Punkt  des  Einbeitskreises,  wodurcb  denn  audererseits  der 
Zentriwinkel  9  bis  auf  ganzzablige  Yielfacbe  von  2n  festgeiegt  wird: 

S  (x)  =  sin  9 ,  C  (pc)  =  cos  9. 

Hierdurcb  wird  9  als  vieldeutige  Funktion  von  x  bestimmt,  und  zwar 
so,  dab  sich  die  Funktionswerte  im  Kleinen  zu  einer  Reihe  von  ein- 
deutigen  stetigen  Funktionen  zusammenfassen  lassen.  Dern  2.  Satze  von 
Kap.  1,  §  10  gemab  ist  eine  solcbe  Zu^sammenfassung  aucb  im  GroBen 
fiir  das  ganze  Intervall  —  oo  <  x  <  +  moglich 

Sei 

9  —  (p  [x) 

derjenige  Zweig,  welcher  im  Punkte  x~0  Tcrschwindet.  Dann  wird 
S  (x)  =  sin  cp(x ) ,  C  (x)  =  cos  ( x ). 

Dem  Additionstheorem  (A)  zufolge  bat  man  jetzt 
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sin  f  (x  ■+  y)  -  sin  cp  (it)  cos  <p  (y)  +  cos  cp  (x)  sin  cp  («/)  =  sin  [<p  (it)  +  cp  GO], 
cos  cp  (*  +  y)  -  COS  cp  (*)  cos  <p  (y)  -  sin  cp  (*)  sin  V  (»/)  -  cos  [y  (*)  +  9  GO]- 

Hieraus  scblieBt  man  zunacbst,  daB 


<p  +  y) =  W  +  *p  (y)  +  ^  A;* 

ist.  Fiir  x  =  y  =  0  ist  aber  A:  —  0,  und  wegen  der  Stetigkeit  der 
Funktion  9?  (#)  muB  h  diesen  Wert  bestandig  beibebalten.  Daher  ist 


cp  (x  +  y)  =  (f  (x)  +  (f  (y) , 


woraus  sich  nun  vermoge  der  Aufgabe  von  §  4  ergibt,  daB 


cp  (x)  —  px . 

Hiermit  ist  der  Beweis  des  ersten  Teils  des  Satzes,  sowie  der 
Beweis  fiir  den  Fall  (. B x)  geliefert. 

Zum  Beweise  des  letzten  Teils  des  Satzes  bemerken  wir  vor 
allem,  daB  jede  nic-ht  identisch  verscbwindende  Losung  von  der  Form 


S (x)  =  eax  sin  px ,  C  (x)  =  eax  cos  ax 
ist.  Soil  nun  C  (—  x)  =  C  (x),  also 


e  “  cos  (—  fix)  =  eax  cos  fix 

sein,  so  folgt  daraus,  daB  a  =  0  sein  muB.  —  Ein  iihnlicber  SckluB 
gilt  aucb  im  Falle  (B3). 

Wie  man  siebt,  umfassen  die  Funktionalgleichungen  (.4)  sowobl 
die  trigonometrischen  Funktionen  sin  x,  cosx,  indem  man  a  =  0, 
p  ==  1  setzt,  als  aucb  die  Exponentialfunktion  e*,  indem  man  a  =  1 , 
p  =  0  setzt. 

\  an  "V  leek1)  bat  eine  einzige  Funktionalgleicbung  gefunden, 
namlicb: 

f(x  -  y  +  A)  -  f(x  +  y  +  A)  -  2  fix)  f(y), 


161,  sowie  ibid. 


1)  Annals  of  Mathematics ,  2.  Reihe,  Bd.  11  (1910)  S. 
d.  13  (1912),  S.  154.  Eine  ahnliche  Gleichung,  niimlich 

<P  (2/  +  «)  +  qp  (y  —  *)  =  2q>(x)  cp  (y), 

kornmt  schon  bei  d'Alembert,  Memoire  sor  les  principes  de  In  mecaniaue 
Pi6®’.™1,  »?«(>  Cauchy,  Court  cl’ccnchjse,  1821,  behS,de7  cf 

Msung  ™V*’‘ny„crdir’Lbsty,chVTzuDiundG1defiUnSt  dw 

der  reellen  VerAnderlicben  nicht  ausscbUeBHch 
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III,  12.  Die  elementaren  Funktionen. 
deren  allgeraeinste  stetige  Losung  in  der  sinus-Funktion  beste'ht: 

fix)  =  sin  fix, 

und  welcke  darum  eine  charakteristische  Eigenschaft  dieser  Funktion 
ausdriickt. 


§  8.  Entsprechendes  fiir  tana:. 


Theorem.  Sei  f  (x)  eine  Function,  ivelche  fiir  alle  Werte  von 
x,  hbclistens  mit  Ausnahme  isolierter  Stellen,  eindeutig  erklart  ist  und 
das  Additionstheorem: 


f(?  +  y)  = 


n*)  +  m 

i  —  fix)  fiy) 


besitzt,  ivo  x,  y  und  x  +  y  irgend  drei  PunTde  des  Def  n itionsbereiches 
sind.  1st  ffx)  dann  in  einem  einzigen  Punkte  stetig  und  iiberdies  im 
P unlit e  x  =  0  defniert,  so  ist  f  {x)  in  jedem  Punlite  ihres  Defnitionsbereiclies 
stetig ,  und  zivar  kann  fix),  sofern  man  hebbare  Unstetigkeiten  aus- 
scldieft,  nichts  anderes  als  die  Funktion  tan  ux  scin: 


fix)  =  tan  fix. 

Den  Beweis  wollen  wir  nur  kurz  ancleuten.  Zunachst  erkennt 
man,  daB 

fi0)  =  0, 

sowie  daB  f\x)  in  jedem  Pankte  des  Definitionsbereichs  stetig  ist. 
Ist  ferner  fico)  =  0,  a  =$=  0,  so  ist 

fix  -t-  co)  =  fix), 

also  ist  co  eine  Periode.  Hieraus  folgt,  daB,  sofern  f{x)  nicht  iden- 
tisch  verschwindet,  die  Wurzeln  von  f\x)  isoliert  sind.  —  Im  iibrigen 
ist  f  ix)  eine  ungerade  Funktion,  wie  sick  aus  dei  Substitution  y  x 
in  der  Funktionalglei chung  sofort  ergjbt. 

Damit  'die  Kurve 

y  =  <p(x)> 

wo  c p  ix)  im  Intervalle  a£x£b  stetig  ist,  stets  konkav  nach  oben 
sei,  ist  notwendig  und  liinreichend1 ),  daB 


1)  Diese  Bedingung  findet  8ich  bei  Stolz,  AllgemeineArjthmtik 
S.  193,  sowie  bei  Stolz  u.  Gmeiner,  Funktionentheone ,  .  .  X„i  ana{  tjgche 

arithmetiscben  Beweise  wird  indessen  nur  von  der  Re  a  ion  (  ),  <  *  ^ 
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§  9.  Andere  Definitionen  der  elementaren  Funktionen. 

(1)  •  (p(x+  h)  —  2fp(x)  +  (p(x  —  h)  >  0 

sei,  wo  x  ein  beliebiger  Punkt  des  Intervalls  und  h  nur  so  bescbrankt 
wird,  dab  die  Punkte  x  4-  h,  x  —  h  auch  im  Iatervalle  liegen.  Soil 
die  Kurve  konkav  nach  unten  sein,  so  wird  das  Ungleicklieitszeiclien 
umgekehrt. 

Wie  eine  leichte  Rechnung  zeigt,  ist  die  vorliegende  Kurve, 

y=f(x), 

in  der  Umgebung  eines  jedeu  Panktes  x,  welcher  nur  keine  Wurzel 
ist,  konkav  nach  oben,  falls  f(pc)  >  0  ist;  im  anderen  Falle  ist  die 
Kurve  konkav  nach  unten. 

Hieraus  schlieBt  man  ferner,  daB  diese  Kurve  in  der  ganzen 
recbtsseitigen  Umgebung  des  Punktes  x  =  0  konkav  nach  oben  ist, 
falls  lim  f(x)  =  0+  ist;  im  auderen  Falle  ist  sie  konkav  nach  unten. 

x  =  0+ 

Nun  ist  es  nicht  mehr  schwer  nacbzuweisen,  daB 


lim  ® 
;,  =  o+  h 


existiert,  und  da 

/•(_  x)  =  —  f(x) 

ist,  so  folgt  auch  ferner,  daB 

lim  m. 

I.  =  o  h 

I 

existiert.  Dieser  Grenzwert  sei  mit  (i  bezeichnet. 

Jetzt  ergibt  sich,  daB  die  Funktion  f{x)  in  jedem  Punkte  des 
Uenmtionsbereichs  eine  Ableitung  zulaBt,  sowie  daB 

f\x)  =  y  [1  +  f(x)*] 

ist,  und  hiermit  ist  der  Satz  bewiesen. 


§  9.  Andere  Definitionen*  der  elementaren  Funktionen. 

a)  Algetraische  Definition  ier  ExpmentialfimUion.  Vor  allem  <re 

W  ,  T‘r  DefiUi‘i0n  T0“  “P/S  -elche  auf  T  £ 

Wm-zel  der  Zakl  a  berukt  Hieruber  veMeiche  man  d T  7  •  \ 
Itcke^kUcker,  etwa  Stolz  und 

tong  derfelbe®  Gebrauc^gemacht"  Wegcn'd"  er':vil">toi.  geometrischen  Deu- 
anf  die  erste  Auflage  diese?  Weries,  BdT  kZ,  Beweises  sei 

’  •  ’  ivaP-  12>  §  '  verwiesen. 


12.  Die  elementaren  Funktionen. 

Tannery,  Introduction  d  Ja  theorie  des  fonctions  d’une  variable,  1886 
sowie  Legons  d'algcbre  et  d’ analyse,  Bd.  1,  1906.  Dabei  wird  die 
lvenntnis  keines  speziellen  unendlichen  Prozesses  vorausgesetzt,  was 

zur  Folge  bat,  daB  sicb  die  Behandlung  dementsprechend  umstandlich 
gestaltet. 

b)  Definition  der  Exponential funktion  auf  Grand  des  Additions- 
iheorems.1 2)  Es  gilt  folgendes  Theorem:  Sei  f{x )  eine  Funktion,  die 
fur  alle  Werte  von  x  eindeutig  erklart  ist  und  das  Additionstheorem: 


C1)  f^  +  y)=f(x)f(y) 


besitzt.  Indem  wir  fortan  vom  besonderen  Falle  absehen,  daB  f{x ) 
identisch  verschwindet,  ist  stets  f{x)>  0,  und  zwar  stimmt  f{x)  fiir 

jeden  rationalen  Wert  x  =  pfq  mit  >V  iiberein,  wo  f(l)  =  a  gesetzt 
ist.  Y erlangt  man  iiberdies,  daB  f{x)  fiir  einen  einzigen  Wert  von 
x  stetig  sei"),  so  erweist  sich  f(x)  als  ausnahmslos  stetig.  Sodann 
nahert  sich  der  Quotient  (fix)  — 1)1  x  einem  Grenzwert,  wenn  x 
gegen  0  abnimmt: 


lim 

x—  0 


1 

X 


=  g. 


Endlich  hat  f(x)  eine  Ableitung  und  geniigt  der  DiflPerentialgleichung 

(2)  f\x)  =  pf(x).  - 

Um  den  Existenzbeweis  fiir  eine  derartige  Funktion  f(x)  zu 
fiihren,  kann  man  eine  Potenzreihe  mit  unbestimmten  Koeffizienten 
ansetzen  und  dieselbe  dann  entweder  in  (1)  oder  in  (2)  eintragen. 
Dieses  Verfahren  ist  sofort  auf  den  Fall  komplexer  Veranderlichen 
anwendbar.  Die  Abelsche  Untersuchung  iiber  die  binomische  Reihe 
laBt  sich  auch  zu  diesem  Zwecke  verwenden.  Man  vergleiche  ferner 
unter  d). 

c)  Die  Definitionen  von  Kap.  6,  12 — 15.  Diese  sind  durckaus 
elementaren  Charakters.  Sie  beruhen  auf  den  bekannten  Eigenschaften 
der  reellen  elementaren  Funktionen  und  entraten  jedes  doppelten 
Grenziiberganges. 


1)  Cauchy,  Cours  d'analyse ,  Bd.  1,  1821,  S.  106. 

2)  Diese  Bedingung  kann  weiter  gefafit  werden.  Nach  den  von  Darboux 
und  Wilson  erhaltenen  Resultaten  (§  4,  Ende)  geniigt  es  namlich  zu  verlan?eIj’ 
dah  es  einen  Wert  von  x  geben  solle,  in  dessen  Lmgebung  /  (x)  >  o  en 
bleibt. 
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d)  Definition  der  Exponential function  auf  Grand  der  Differential- 
gleichung : 

die 

(3)  di  =  w- 

Setzt  man  in  (2): 

%  =  f(x)  =  /’(|)  =  f 0*0  > 

so  wird  (2)  auf  die  Nornialform 

f'OO-fOO 

gebraebt.  Es  liegt  jetzt  nabe  zu  fragen,  ob  diese  DifFerentialgleichung 
nicht  auck  fiir  komplexe  Werte  des  Arguments  eine  Losung  zuliiBt. 
Diese  Frage  bat  Demartres1)  mit  elementaren  Hilfsmitteln  erledigt. 
Er  setzt 

w  =  11  (cos  0  -f  i  sin  0) , 
wodurch  (3)  die  Gestalt  annimmt: 

+  iR  (cos  0  -f  i  sin  0)  =  B  (cos  0  +  i  sin  0). 


Hieraus  folgt: 


dF  =  ll,  B~~  =  0. 

'  si  na 


dx  ’  ~Ll  dx 

Andererseits  findet  man  aus  den  Caucby-Riemannscben  Differential- 
gleicbungen : 


daB 

ist.  So  kommt: 
also: 


cR 

dx 


dw 

1  dw 

dx 

i  dy  ’ 

=  B 

d$ 
dy  ’ 

CD1  ^ 

^ ,  fca 

II 

dR  _ 

=  7? 

d  R 

ex  ~ 

ii , 

dy  ~ 

c 

dx 


Ii  =  ke*  = 


sofern  w  fiir  reelle  Werte  von  z  mit  e*  ubereinstimmen  soli.  Ferner 
scblieBt  man: 

dx  ’  dy  ®  —  V  +  c  —  y  2nx. 


1)  Demartres,  Cours  d’ analyse,  Bd  2  S  ll  \ 

mdessen  nicht  die  DifferentiaMeichuncr  qx  ’  A  \U'  ,  Ausgangspunkt 

«  erat  & 


war 
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III,  12.  Die  elementaren  Funktionen. 

Hiermit  ist  iv  eindeutig  bestimmt: 

c 

w  =*=  ex  (cos  y  +  i  sin  y), 

und  da  bleibt  denn  nur  nocb  iibrig,  ebenso  wie  in  Kap.  6,  §  13  nach- 
zuweisen,  dab  diese  Funktion  in  der  Tat  eine  naturgemaBe  Erweite- 
rung  der  reellen  Funktion  e*  fur  komplexe  Werte  des  Arguments 
liefert,  indem  sie  der  weiteren  Funktionaleigenschaften  dieser  Funk¬ 
tion  teilbaftig  wird. 

e)  Unmotivierte  Befiniticnen  vermoge  willkiirlicJier  unendlkher  Pro- 
zesse.  Hierzu  zahlen  wir  vor  allem  die  Definitionen  von  e?,  sin  x, 
cos  x  mittels  der  entsprecbenden  Potenzreiben.  Sodann  erwahnen  wir 
die  Definitionen:1) 


(5)  lim  n  (Yx  —  l)  =  log  x. 

71  =  00 

Der  Grenziibergang  (4)  ist  ja  bereits  einmal  ftir  den  Fall  eines  kom- 
plexen  Arguments  besprocben  worden,  Kap.  8,  §  9.  Dieser  Formel 
setzten  wir  damals  aucb  entsprecbende  Ausdriicke  fur  sin  z  und  cos  z 
an  die  Seite. 

Kebren  wir  nocb  zur  Definition  der  Exponentialfunktion  ver- 
mose  der  Potenzreihe  zuriick  und  setzen 

8  (*)  =  1  +  z  4-  27  +  3y  H —  •  > 

so  erhalten  wir  zunacbst  eine  ganze  transzendente  Funktion  von  z. 
Diese  geniigt  der  Differentialgleicbung 

8'M-8«  i 

und  laBt  fernerbin  das  Additionstbeorem  (1)  zu: 

8  "F  #a)  =  8  (^i)  8  (^2) ; 

wie  man  nacb  dem  zum  Beweise  des  2.  Satzes  von  §  5  angewendeten 
Verfabrens  sofort  erkennt;  denn  es  ist 

6(w)  (?)  =  8  (z),  «  =  1,  2,  3, . . . 

1)  Euler,  Miscellanea  Berolensia ,  Bd.  7  (1743)  S.  177  und  Intioduct  ’! 
analysin  infinitorum ,  Bd.  1,  1748  Cap.  MI- 
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Setzen  wir  insbesondere  z1  =  x,  z« *=  yi,  so  kommt: 

8>(z)  =  e*  (cos  y  +  i  sin  y) , 

wobei  wir  die  Taylorscben  Reihenentwicklungen  fiir  die  reellen  Funk- 
tionen  eT,  sin  x,  cos  x  als  bekannt  vorausgesetzt  haben.  Zur  Recht- 
fertigung  der  Definition 

8  (*)  -  6- 

ist  jetzt  nur  nocb  ein  kurzer  Scbritt. 

f)  Definition  vermoge  Integration  lurch  komplexes  G chief.  Endlich 
erwahnen  wir  noch  die  Definitionen:1) 

log  *  =  /  arc  tan  z  =  I  jzfi*  >  arc  sin  5 

i  o 

Darnach  werden  wir  die  Exponential-  und  trigonoinetrischen  Funk- 
tionen  als  die  Umkehrungen  dieser  Funktionen  anzusehen  haben. 

Bei  der  Integration  reeller  rationaler  Funktionen  im  reellen  Ge- 
biete  stellt  sich  neben  dern  Logarithmus  noch  die  Funktion 


/  dx 

I  r+x* 


eiu,.  und  zwar  kommt  man  bereits  mit  diesen  beiden  Funktionen  aus 
Darum  liegt  es  nahe,  die  Theorie  letzterer  Funktion  auf  reeller  Grund- 
kge  vollstandig  zu  entwickeln,  was  auch  nach  den  vorausgehenden 
Methoden  leicht  durchzufiihren  ist. 


§  10.  Uber  einige  Reihen-  und  Produktentwicklungen.  Ein  Satz 
betreffend  gleiehmaBige  Konvergenz. 

die  I1”1  KaP'  V-  h,abe“  Wh'  Rs‘hen'  un<1  Prodnktentwicklunwen  fur 

die  tngonometnschen  Funktionen  aufgestellt  inde,„  „•  ° 

1)  &au i$,  Brief  an  Bessel  vnm  n  n 

Und  Besseh  8.  157  =  Werke,  Bd.  8,  S.  go.  1811,  Briefwe^sel  zuischen  Ganfi 
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HI,  12.  Die  elementaren  Funktionen. 


Reihenent  wicklung  fiir  cot  a1.1)  Indem  wir  an  den  Moivre- 
schen  Satz,  S.  208,  (3)  ankniipfen,  finden  wir: 


cot  m  cp  = 


g  (tan  qp) 

G  (tan  qp) ' 


Dabei  moge  m  eine  ungerade  Zabl  sein:  m  =  2ft  +  l.  Dann  wird 
die  rechte  Seite  ein  echter  Bruch,  wie  man  vermoge  des  Grenziiber- 
gangs  lim  cp  =  it/2  sofort  erkennt,  da  die  linke  Seite  dabei  gegen 
0  abnimmt,  tan  cp  aber  unendlick  wird.  Wir  wollen  diesen  Bruch  in 
Partialbriiche  zerlegen.  Der  Grad  des  Nenners  ist  jedenfalls  nicht 
hoher  als  m.  Andererseits  konnen  wir  m  getrennte  Werte  von 
—  5t/2  <  cp  <  jt/2  angeben,  wofiir  cot  mcp  unendlich  wird,  namlich: 


U  7t 


cp  =  o, +--,  ±— , 

Demnack  ist 

G  (tan  cp)  =  C  tan  cp  ( tan  cp  —  tan  ^tan  cp  +  tan  •  •  • . 
Hiermit  erhalten  wir  als  Partialbruchzerlegung: 


cot  mcp  = 


k  =  —fi 


k  n ' 

tan  qp  —  tan 

tn 


Zur  Bestimmung  von  Ak  multiplizieren  wir  beiderseits  mit  sin  mcp 
und  lassen  cp  dann  den  Grenziibergang  lim  cp  =  kit/?n  ausfiihren.  Da¬ 
bei  konvergieren  alle  Terme  rechter  Hand  bis  auf  den  mit  Ak  geo611 
0,  welch  letzterer  die  unbestimmte  Form  0/0  annimmt.  Sein  Grenz- 
wert  wird  durch  das  gewohnliclie  Yerfahren  der  Differentialreclinung 
ermittelt.  So  finden  wir: 


cos 


Akm  cos  kn 


m 


1  9  kn 

sec“ - 

in  m 


Indem  wir  nook  m  cp  —  x  setzen,  erhalten  wir  als  Resultat: 


(1) 

oder  auch: 
(2) 


Jn 

93C" - 

111 

cot  X  =  >'  ~  “1 ki» 

,.  m  tan - m  tan  — 

*  — —  r-  ))i  VI 


V 


Jen  x 
,,  2  sec-  —  m  tan  — 

1  , 

cot  x  =  —Z  -T  7_.  vx  g 

X  m~  tans  wtan- 

m  m 


m  tan 


.  .  ,  ,.  T7-  ,1  o  i  ,]nd  §  8  cregfcbenen  Zitate  auf  Euler 

1)  Man  vergleicke  die  in  Kap.  11,  s  1  un  »  °  ° 


§  10.  tJber  einige  Reihen-  unci  Produktentwicklangen.  0J6 

Bei  diesen  Formeln  angelangt  ware  Euler  schon  am  Ziele  ge- 
wesen.  Denn  beim  Grenziibergange  in  =  oo  nahert  sich  ja  der  all- 
gemeine  Term  dem  Grenzwerte  1  fix  — kit)  bzw.  2xj(x“  —  k2Jt2),  wo- 
mit  sich  denn  aus  (2)  die  Reihe  von  Grenzwerten 

x  '  i  x-  —  k-  %- 

k  =  1 

ergibt.  und  zwar  konvergiert  diese  Reihe  absolut  fur  jeden  Wert  von 
x,  wofiir  nur  kein  Nenner  verschwindet.  Wir  wissen  aber,  daB  es 
keineswegs  selbstverstandlic-h  ist,  daB  die  Reihe  der  Grenzwerte  und 
der  Grenzwert  der  Reihe  iibereinstimmen  sollen.  Um  diese  Frage  zu 
erledigen,  wollen  wir  nun  ein  ailgemeines  Theorem  beweisen,  welches 
den  eigentlichen  Kern  bei  derartigen  doppelten  Grenziibergangen  ent- 
halt.  Wir  fassen  den  Satz  zugleich  etwas  weiter,  als  zum  gegen- 
wartigen  Zwecke  gerade  notig  ist. *) 

Theorem.  Sei  sn  (in)  eine  Function  der  beiden  unabhangigen 
natiirlichen  Zahlen  n,  in,  welche  folgenden  Bedingungen  geniigt: 

a)  sn(m )  strebt  einern  Grenzwerte  zu,  icenn  n  =  oo  wird: 

lim  sn  (in)  =  f(m); 

n  =oo 

b)  sn  (in)  strebt  einem  Grenzwerte  zu,  wenn  in  —  oo  wird: 

lim  sn  (in)  =  Sn; 

7/1  =  00 

c)  Sn  (m)  konvergiert  gleichmdfiig,  wenn  n  =  oo  tvird: 


I  sn(m)~  sn-(m)  \  <  e, 


wo  v  nicht  von  in  abhdngt .2)  Dann  schliefien  wir: 

1)  f(m)  strebt  einem  Grenzwerte  zu,  wenn  in  =  oo  wird: 

lim  f  (in)  -  A; 

m  =  oo 

2)  Sn  strebt  einem  Grenzwerte  zu,  icenn  n  —  cc  wird: 

_  S,  -  S; 


^  V,  n  ^  v, 


Trs:dztifeeVonhalr  ^  w 

hineinzudenken.  rmulieruiig  desselben  als  Reihensatz 

2)  Diese  Relation  braucht  indessen  e-  n 

stehen.  Wesentlich  ist  nur  daB  iedem  vr  i'1"  a  6  ^  er|)e  von  m  zu  be- 
Zahlen  v ,  /i  entsprechen,  derart,  daB  besa^te^ P°Sltlveu  f  zwei  feste 
*  und  sind.  gte  Beziehun 8  gilt,  sobald  nur  «>„, 

Osgood,  i’unktionentheorie.  I.  2.  Aufl 
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III,  12.  Die  elementaren  Funktionen. 

3)  beide  Grenzwerte  sind  gleich: 


A  =  B. 

Beweis.  Aus 

!  (jyi)  sn'  (w/)  <C  8 ,  n^>  v ,  n'^>  v} 

folgt  zuvorderst  vermoge  des  Grenziibergangs  m  —  oo: 

\8n  Sn'\^£,  n^>v,ri^>v, 

womit  denn  2)  bewiesen  ist: 

lim  Sn  =  B. 

71  =  00 

LiiBt  man  in  (a)  n  =  oo  werden,  und  setzt  man  ferner  n'  =  v7 
so  kommt: 

(0  \B-Sr\<e.  I 

LiiBt  man  andererseits  in  c)  n  =  cc  werden,  und  setzt  man  n  =  vf 
so  wird  fiir  alle  Werte  von  m,  resp.  sobald  m  g  ist, 

(ii)  |s„  (m)  —  f  (m)  <.£.  3 

Endlicb  ist  nach  b) 

(iii)  |  Sv  -  sv  (m)  \<e,  m  >  M . 


Aus  den  drei  Relationen  (i),  (ii),  (iii)  ergibt  sich  nun,  daB 

|  B  —  f  (m)  |  <  3  e,  M,  g 

a 

ist,  womit  denn  zugleicb  1)  und  3)  bewiesen  sind. 

Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen.  Wir  haben  ibn  zwar  nur  fiir 
den  Fall  ausgesprochen,  daB  die  Argumente  n ,  m  natiirlicbe  Zalilen 
sind.  Er  gilt  aber  offenbar  allgemein  unter  geeigneter  Abiinderung 
der  Formulierung  fiir  eine  Function  s(x,  y)  von  zwei  beliebigen  reellen 
oder  komplexen  Argumenten  x,  y,  welcbe  je  eine  endlicbe  oder  un- 
endliche  Hiiufungsstelle  lim  x  =  x,  lim  y  =  y  besitzen. 

Wir  wollen  nocb  diejenige  Formulierung  des  vorstehenden  Satzes 
binzufiigen,  welcbe  sicb  auf  die  unendlicben  Reiuen  bezielit.  ) 

Der  entspr ecbende  Reibensatz.  Sei 

f(rn)  =  (yn)  +  «2  (m)  +  •  •  • 

eine  unendliche  Beilie,  deren  Glieder  Funktionen  der  naturlichen  Zahl  m 
sind  und  die  folgendermaficn  bescliaffen  ist:  erstens  konvergiert  jedes 

1)  Der  Leser  wolle  beachten,  daB  es  sich  bier  dock  bloB  um  eine  andere 
Form  des  Theorems  handelt;  inhdltlich  sind  ja  beide  Siitze  gleichbedeuten  . 
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Glied  der  Beihe  beim  Grenzubergange  lim  m  =  oo  gegen  einen  Grenz- 
wert;  ziveitens  Jconvergiert  die  Beihe  gleichmafiig.  Dann  strebt  die  durch 
die  Beihe  definierte  Function  f(m )  einem  Grenziverte  zu,  wenn  m  =  co 
wird.  Ferner  Jconvergiert  die  Beihe  der  Grenziverte  der  einzelnen  Glieder, 
und  endlicli  stimmen  diese  beiden  Grenziverte  iiberein: 


lim  f(tn)  =  lim  ui  (in)  -f  lim  u2  (m)  -f  •  •  •. 


m  =  oo 


Diese  Formulierung  hat  namentlich  den  Yorzug,  daB  wir  bereits 
im  Besitze  eines  brauchbaren  Kriteriums  zur  Feststellung  der  gleich- 
maBigen  Konvergenz  in  einem  gegebenen  Falle  sind,  da  sich  das 
WeierstraBsche  Kriterium  von  Kap.  3,  §  4  bier  oline  weiteres  an- 
wenden  laBt. 

Kebren  wir  nunmehr  zur  Erganzung  der  vorbin  bezeichneten 
Liicke  zuriick!  Nacli  dem  soeben  bewiesenen  Theorem  handelt  es 
sich  bloB  nocb  um  die  gleichmaBige  Konvergenz  der  Reibe  (2).  Wir 
suchen  desbalb  ein  ]\: Tj,  zu  bestimmen,  welches  den  Bedingungen  des 
WeierstraBscben  Kriteriums  Geniige  leistet.  Zu  dem  Behufe  °formen 
wir  das  allgemeine  Glied  der  Summe  (2),  wie  folgt,  um: 


—  2  m  tan 


x 


m 


Sei  x  =j=  not,  n  =  0,  ±  1 ,  ±2 
-4  >  |  x  | .  Dann  wird 


•  eine  willkurliche  Zahl,  und  sei 


m  tan  --  4 

in  i  f 


III  >  Jf. 


Andererseits  iiberzeuo-t 

CD 


man 


sich  leicbt,  daB 


sin  x  ^  2 


x 


o  <  X  <  % 


ist. J)  Daber  diirfen  wir 


setzen,  und  hiermit  ist  der  Beweis  fertig. 


eine  positive  untere  Grenze  K  im 
festznsfpllon  m 


38* 
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III,  12.  Die  elementaren  Funktionen. 


An  die  vorstehende  Entwicklung  fur  cot  a?  schlieBt  sich  nock  die 
andere  Form  derselben,  ygl.  Kap.  11,  §  1: 


sowie  auch  die  durch  die  Integration  daraus  zu  erhaltende  Produkt- 
entwicklung  fur  sin  x : 


sin  n  x 

- =  X 

7t 


X  oo 

= *  11  i1 -$)  ■ 

71  =  1 


Andererseits  laBt  sick  aber  letztere  Produktentwicklung  direkt  auf- 
stellen,  woraus  dann  umgekehrt  jene  Reihenentwicklungen  abgeleitet 
werden  konnen.  Zu  dieser  Betracktung  wollen  wir  uns  jetzt  hin- 
wenden. 


Produktentwicklung  fiir  sin#.  Wir  geken  wieder  vom  Moivre- 
scken  Satze  aus,  wonack 


sin  m  cp  =  G  (sin  cp),  m  =  2fi  -f  1, 

ist,  und  zerlegen  das  Polynom  reck  ter  Hand,  aknlick  wie  vorhin,  in 
lineare  Faktoren: 


G  (sin  cp)  =  C  (sin  cp  —  sin  ^ 


*  =  -n 


Zur  Bestimmung  des  Faktors  C  dividieren  wir  beiderseits  durch  cp 
und  lassen  dann  cp  gegen  0  abnekmen.  So  kommt: 


wobei  der  am  Produktzeichen  angebrackte  Strick,  wie  iiblich,  anzeigt, 
daB  der  Wert  h  =  0  iibergangen  werden  soli.  Indem  wir  nock  m<p  =  * 
setzen,  erkalten  wir  die  endgiiltige  Form  el: 


sin  x  =  m  sin 


•  x  \ 
sin  —  \ 

m  1 

kit 

sin  —  / 
m  / 


=  m  sin  — 
in 


Hiermit  ware  Euler  wieder  am  Ziele  gewesen,  denn  der  all- 
cremeine  Faktor  niihert  sich  offenbar  l-x/kx  resp.  1  —  ar/A 
Indessen  bleibt  noch  der  Beweis,  daB  das  Produkt  der  Grenzwei 


§  10.  tJber  einige  Reiben-  und  Produktentwicklungen. 
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der  Faktoren  konvergiert,  und  zwar  gegen  denselben  Grenzwert  wie 
das  Produkt  der  von  m  abhiingigen  Faktoren.  Beides  wird  in  ganz 
aknlicher  Weise,  wie  im  Falle  der  Reihenentwicklung  fiir  cot  x,  ver- 
moge  des  vorstehenden  Theorems  bewiesen.  Die  Durchfuhrung  der 
Einzelheiten  wird  dem  Leser  uberlassen. 

Definition  der  Exponentialfunktion  vermoge  des  Grenz- 
wertes 


lim  (l  + 


Auf  Grund  des  obigen  Konvergenztheorems  beweisen  wir  zuerst,  daB 


lim 

l/l  =  oo 


/i  .  x\m  1.  |  x~  ,  x^  . 

l1  +  m)  -  1  +  X  +  2i  +  g-j  + 


ist,  woraus  sich  dann  die  Ableitung  der  Grenzfunktion  sofort  be- 
recbnet.  Setzt  man  ferner 


5rd+fr=5+(- 


x±  y 

in 


und  wendet  man  jenes  Theorem  auf  die  reckte  Seite  dieser  Gleichung, 
nachdem  sie  erst  nach  dem  binomischen  Lebrsatze  entwickelt  ist,  von 
neuem  an,  so  ergibt  sich,  daB  die  Grenzfunktion  das  Additionstheorem 

f(x  +  y)  =  f(x)f{y) 

zulaBt.  Hiermit  ist  die  Grundlage  fiir  die  Tkeorie  der  Exponential¬ 
funktion  und  des  Logarithmus  wieder  auf  eine  andere  ^Veise  geschalfen 
(vgl.  §  9,  e)). 

Aufgabe.  Indem  man  vom  Moivreschen  Satze  ausgebt  und 
ni(f  —  x  setzt: 


sin  x  =  m  cos 


m  —  1 


X  . 

-  sin 
m  m 


x _ m(m  —  1)  (m  —  2) 


cos 


m  —  3 


X 


X 


sin'5 - h 

in  m  1 


COS  X  =  cos* 


x 

in 


in  (in 


l) 


x 


x 


2  l 


ct>s"*  — 2  sm-  4- 
m  m  1 


leite  man  durch  den  Grenziibergang  m  =  co 
fiir  sin#  und  cos  a:  her. 


die  Taylorschen  Reilien 


Vierter  Absclmitt. 

Das  logarithmisclie  Potential.  Uniformisierung. 


Dreizehntes  Kapitel. 

Gruudlagen  (ler  Theorie  (les  logarithmischen  Potentials. 


§  1.  Physikalische  Grnndlagen. 

Durcli  yerschiedene  Probleme  der  matkematiscken  Pkysik  war 
man  sclion  ti  iih  auf  liamiOHische  Funktiouen  gefiikrt  worden,  d.  h.  auf 
Funktionen,  die  der  Laplacescken1)  Differentialdeickung* 

*  o  O  * 


Au  = 


Pu 

CX-  + 


d2u  d2u 
dy 5  +  dT* 


0, 


Geniige  leisten.  Diese  Probleme  wollen  wir  vorerst  der  Reike  nack 
besprecken. 

a)  Stationare  Warmestromuncen. 

Wir  denken  uns  eine  metallne  Platte,  deren  Hauptbegrenzungs- 
flacken  aus  zwei  parallelen  Ebenen  besteken.  Die  Ausdeknung  dieser 
Fliicken  soli  groB  im  Yergleick  zur  Dicke  der  Platte  sein. 
Wir  wollen  die  eine  Seite  auf  die  Temperatur  100°  brin- 
gen,  indem  wir  Dampf  dagegen  stromen  lassen,  wakrend 
die  andere  Seite  mittels  sckmelzenden  Scknees  auf  0°  er- 
kalten  wird.  Dann  findet  zunackst  ein  unregelmaBiger 
Warmeaustausck  statt,  welcker  alsbald  einen  bestimmten 
Grenzzustand  immer  nock  mekr  anstrebt.  FaBt  man  einen 
im  mittleren  Teil  der  Platte  gelegenen  Bereick  ins  Auge, 
so  werden  die  Stromungslinitn  dort  beim  Grenzzustande  an- 
nakernd  gerade,  —  im  Falle  sich  die  Platte  nach  alien 
Ricktungen  kin  ins  Unendlicke  erstreckt,  so  werden  diese 
Linien  ja  wirklick  gerade  sein,  —  wakrend  die  Tempera¬ 
tur  u  in  einem  inneren  Punkte  P  im  direkten  \  erkaltnisse 
zur  Entfernung  x  dieses  Punktes  von  der  wiirmeren  Seite  abfiillt: 

1)  Bei  Laplace  komrnt  die  Differentialgleiekung  in  Polarkoordinaten  als 

Bedingung  fur  das  Potential  einer  Massenverteilung  in  den  Histoires  der  Panser 
Akademie  1782  [85],  S.  135  =  Oeuvres ,  Bd.  10,  S.  302  vor.  Spater  gab  er  aucb 


mA 


ioo 


A 


v 

Tig.  122. 
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§  1.  Physikalische  Grundlagen. 

u  =  100  -  100  * , 

wo  a  die  Dicke  der  Platte  bedeutet.  Wie  man  sieht,  ist  u  erne  har- 
monische  Funktion. 

Die  Warmemenge,  welcbe  einen  ebenen  innerbalb  der  Platte  ge- 
legenen  Bereich  a  voin  Flachenmhalt  A  in  der  Zeiteinbeit  passiert, 
werde  mit  Q  bezeicbnet.  Unter  einer  isotropen  Platte  von  konstanter 
innerer  Warmeleitungsfahigkeit  K  versteht  man  eine  solcbe,  wofiir  Q 
beim  Grenzzustande  nnr  von  A,  a,  K  und  von  der  Ricbtung  einer 
Normale  von  6,  sonst  aber  nickt  von  der  Gestalt  und  Lage  von  6 
abbangt,  und  zwar  so,  dab 

„  KA  cos  6 


wird,  wo  0  den  Winkel  zwiscben  der  Stromungsrichtung  und  der 
Normale  bedeutet.  Wir  werden  uns  iibrigens  auf  solcbe  isotropen  Sub- 
stanzen  besckranken.  Fur  den  einen  Sinn  der  Norm  ale  wird  Q  eine 
positive,  fur  den  entgegengesetzten  Sinn  eine  negative  GrbBe  sein. 
Dem  entspricht  die  Auffassung,  daB  die  Warmemenge  Q  als  positiv  oder 
negativ  angeseben  werden  soli,  je  nachdem  die  Warme  nacb  derjenigen 

Seite  bin  stromt,  oder  niclit,  nach  welcber  die  Normale  zeigt.  Be- 

c  x  ° 

zeicbnet  man  mit  x  die  nacli  der  Ricbtung  der  Normale  gebildete 

071  °  O 

O  /I 

pavtielle  Ableitung  von  u,  so  ist  = unc[  wj[r  haben: 

on  a  ; 

Q  =  -Kp-A. 

dn 


Ein  allgemeines  Problem  der  stationaren  Warmestromung  ist  nun 
folgendes.  Man  denke  sich  irgend  einen  Warme  leitenden  Korper, 
dessen  Oberflache  Wiirme  zugefiibrt  bzw.  abgezogen  wird  und  zwar 
so,  daB  die  Temperatur  in  jedem  einzelnen  Punkte  der  Oberflache  in 
Bezug  auf  die  Zeit  konstant  bleibt.  Die  Verteilung  der  Temperatur 
auf  der  Oberflache  soil  im  allgemeinen  eine  stetige  sein,  in  vereinzelten 


£*5  2?ote  Snheude  der0selben  ftir  recktwinklige  Koordinaten,  ibid  1787 
89]  S.  252  =  Oeuvres  Bd.  H,  S.  278.  Die  Differentialgleichung  tritt  bereits  bH 

«^graiRae  111  eiUC1  kydrodynamischen  Untersuchung  auf  Miscellanea  Tauri 
nensm,  Bd.  3  (1760/61)  Nr  42—  Werl-P  i  «  nr  •  r!ffeWawea  J-cmri- 

bardt  und  Meye'r,  HA  it  Z,tate  bei 

V°U  Burkhardt  uudr dim  BCriCht 


GOO  IV,  13.  Grundlagen  der  Tlieorie  des  logarithmischen  Potentials. 

Punkten  und  langs  gewisser  Kurven  darf  jedocli  eine  Unstetigkeifc 
emtreten.  Die  Temperaturwerte  am  Rande  seien  mit  JJ  bezeichnet. 
Eine  Warmestromung  tritt  nun  ein.  Beim  weiteren  Yerlauf  derselben 
wird  ein  stationiirer  Stromungszustand  angestrebt,  welcher,  wie  folgt 
cliaraktei  isieit  ist:  wiirde  man  alle  Punkte  des  Korpers  gleicbzeitig 
aut  die  angestrebte  Temperatur  bringen,  so  wiirden  sie  diese  Tempe- 
ratur  auch  weiterbin  beibekalten,  und  die  Stromungslinien  wiirden 
sich  nicht  mit  der  Zeit  andern.  Bezeicbnet  man  noch  mit  u  den  Wert 
der  Temperatur  beim  stationaren  Strbmungszustande,  so  ist  u  eine  im 
ganzen  Korper  stetige  Funktion,  welcbe  sicb  den  Randwerten  U  stetig 
anscblieBt  und  im  Innern  des  Korpers  harruonisck  ist: 


A  u  = 


c^u 


d  x 


oy *  c  z~ 


Der  Beweis  der  letzten  Bekauptung  stiitzt  sich  auf  folgende 

Phy sikaliscbe  Hypothese.  Ist  ZJ  eine  beliebige,  im  Bereiche 
eincr  stationaren  Stromung  gelegene  berandete  oder  geschlossene  Flciche, 
und  bezeichnet  man  die  partiell e  Ableitung  der  Temperatur  a  nacli  der 
Normalc  mit  cu/cn ,  so  wird  die  Wdrmemenge  Q,  welclie  ZJ  in  der 
Zeiteinheit  passiert,  durch  das  iibcr  die  ganze  Flciche  hin  erstreckte 
Doppelintegral 

Q  =  ~KJjTndS  _  : 

dargestellt. 

Ist  ZJ  insbesondere  eine  geschlossene,  keine  Begrenzungsflache 
oder  sonstige  Randpunkte  des  Korpers  umfassende  Flache,  so  ver- 
schwindet  Q,  und  man  erkalt  mithin  die  Relation: 


Aus  dem  Greenschen  Satze:1)  * 

1)  Dei-  Gedanke,  Ranm  integrate  durch  Oberflichenintegrale  aus^drucken 
tritt  scion  bei  Lagrange  anf,  Miscellanea  Taurinensia  ,  Bd.  2  1J60/M, I 
=  Oeuvres,  Bd.  1,  S.  263,  und  war  auch  GauB  gelanhg,  Commenta tones  s  .  J 
sei.  Gott.  rec.,  Bd.  2  (1813)  -  Werke,  Bd.  6,  S.  1.  Anf  die  prmsip.elle  Bedeutun, 
der  Methode  ist  die  Aufmerksamkeit  der  Matbematikei  erst  dur  ° 

lenkt  worden,  welcher  das  Verfahren  mit  vollem  BewuBtsein  an  d  e ’Spite  » 
Untersuchungen  fiber  die  ElektrizitM  und  den  Magnet, sinus  etellte, ,  An K  J 
on  the  Application  of  Mathematical  Analysis  to  the  Tkeone  /  •  iie 

Magnetism,  1828  =  Mathematical  l’apers,  S.  1.  Insbesondere  leitete  Green 
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wobei  sich  n  auf  die  innere  Normale  beziebt,  ergibt  sich  dann  zu- 
uacbst  der  Beweis  fair  die  Notwendigkeit  der  Bedingung.  Wiirde 
namlich  die  stetige  Funktion  A u  in  einem  inneren  Punkte  von  S 
etwa  einen  positivcn  Wert  annebmen,  so  konnte  man  diesen  Punkt 
mit  einer  kleinen  geschlossenen  Flache  umgeben,  in  deren  Innerm  A u 
durchweg  positiv  bleibt,  und  das  dreifache  Integral  wiirde  dann  fiir 
das  Innere  dieser  Fliiche  nicbt  verschwinden. 

Um  zweitens  zu  beweisen,  daB  die  Bedingung  binreicbt,  erweitern 
wir  vor  allem  die  obige  physikalische  Hypotliese,  indem  wir  sagen: 
Bci  einer  beliebigen  Wit rm estromu ng  wird  die  Gesch wind iglceit ,  mit 
icelclier  die  Warme  eine  gcgebene  Flaclie  A  passiert,  d.  h.  die  nach  der 
Zeit  genommene  Ableitung  der  die  Fliiche  X  passierenden  Wiirmemenge  Q 
durcli  die  Funnel  gegeben: 


wobei  Q  also  jetzt  die  Wiirmemenge  bedeutet,  icclche  in  der  verdndcr- 
lichen  Zeit  t  durcli  X  Inndnrchflieftt . 

Hierzu  tritt  noch  ein  zweites  physikalisches  Gesetz.  Wird  eine 
Substanz  der  bier  zu  betracbtenden  Besohaffenbeit  mit  dem  Raum- 
inhalte  7  von  der  Temperatur  u  auf  die  Temperatur  u  gebracht,  so 
wird  die  dazu  verbraucbte  Warmemenge  Q  durcb  die  Forrnel 

Q  =  C(u'  -  u)  V 

gegeben,  wo  C  eine  der  besonderen  Substanz  eigene  physikalische 
Konstante,  ibre  sogenannte  spezifiscbe  Warme  in  bezug  auf  das  Volu- 
men  bedeutet.  Wir  beschranken  uns  namlich  auf  solcbe  Substanzen, 


Identitiit  her,  -  und  hierin  bestand  eben  seine  spezifiscbe  Leistung,  _ 

JJf(u  Av- vAu)  d  r- -//(•!-:  -  •  £)«• 

ZumBewei^rselbeaverschaffie  er  sieb  djh  partielle  Integration  den  Hilfcatz 
rx  +  Wd,+  °£d£)dr  =  -  J  f ft v  A  „  d  V  ~ffv  | Us, 

leitungen  der'beiden^ersten  (Ji^i^Dgeu^m'at'geTcblos^enelrk'ikiclL^J31^6^11  ^ 


stetig  siud. 
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wofiir  C  eine  Konstante  ist.  Dieses  Gesetz  wire!  clann  auf  den  Fall 
ausgedebnt,  daB  die  Temperatur  u  bzw.  a'  eine  beliebige  stetige 
Funktion  des  Ortes  ist7  und  lautet  dann  folgendermaBen: 


v 


u)  d  V, 


wo  A  Q  der  Zuwachs  der  Warmemenge  ist.  Endlich  bange  u  aucli 
von.  der  Zeit  t  ab7  u  (cc,  y,  2,  t).  Dann  ist  nacb  deni  Mittelwertsatz 


u  —  u  =  ut{cc,  y,  2,  t0  +  6 At)  At, 
und  man  erbalt  somit  als  pbysikaliscbes  Gesetz: 


v 


0  <  <9  <  1, 


wo  Q  (resp.  Q  -f-  const.)  die  zu  einer  veranderlicben  Zeit  t  in  V  ent- 
haltene  Warmemenge  bedeutet. 

Im  Falle  einer  geschlossenen  Flacbe  liaben  diese  beiden  GroBen 
cQJdt  den  gleicben  Wert.  Mittels  des  Greenscben  Satzes  wollen  wir 
nocb  die  erste  derselben  umformen.  So  kommt: 


Hieraus  folgt7  daB 


dQ 

dt 


-  *ssi ■ 


A  udV. 


Iff  1  ”5-:  -  “* 


dV=0 


ist;  wobei  V  ein  beliebiger,  ganz  im  Raume  der  Warmestromung  ge- 
legener  Bereicb  ist.  Demnacb  muB  der  Integrand  in  jedem  Punkte 
jenes  Raumes  versebwinden,  und  daber  ist1) 


du _ K  /d*u  d'u  3^ a\ 

Aus  diesem  Resultat  erbellt  sofort,  daB  die  Laplacesche  Glei- 
ebuno-  Au  —  0  eine  binreicbende  Bedingung  fur  eine  stationare  Stro 

O 


1)  Fourier,  Ikeorie  analytique  de  la  chaleur, ,182-,  *  r-J;-  bereitg 

Bd  1,  S.  105.  Von  seinen  Untersuchungen  uber  die  Warme  bat  F  0  da8 

im  Jahre  1807  der  Pariser  Akademie  eine  erste  Mitteilung  lgu 

Manuskript  einer  ausfiihrlicben  Darlegung  seiner  Theorie  ist  auc  T  h 
bei  ibr  deponiert  worden.  Dieses  Manuskript  welches ^ ^ken. 
oben  genannten  Werkes  im  weseutlichen  identi&ck  war,  lieB 
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mung  ist. 


Aber  auch  fiir  die  notwendige  Bedingung  liefert  diese 
Formel  einen  direkten  Beweis,  welcher  sckarfer  als  der  vorkin  ge- 
gebene  ist.  Unter  den  allgemeinen  Warmestromungen,  wofur  also  die 
Temperatur  u  von  alien  vier  GroBen  x,  y,  t  abkiingt,  werden  n’am- 
lich  die  stationaren  Stromungen  dadurch  ausgezeicknet,  daB  u  in 
einem  beliebigen  Punkte  des  Korpers  sicb  nicht  mit  t  andert,  d.  li. 


es  ist  liier  durckweg 


^  =  0 
dt 


Der  zweidimcnsionale  Fall.  Fiir  die  Funktionentlieorie  koramt  nur 
der  Fall  einer  zweidimensionalen  Bewegung  in  Betracht.  Darunter 
verstekt  man  folgendes.  Wir  denken  uns  den  Ivorper,  in  welckem 
die  Warmestromung  stattfinden  soli,  als  einen  unendlick  langen  Zy- 
linder,  dessen  recktwinkliger  Querscknitt  aus  einer  bzw.  aus  mekreren 
gescklossenen  Kurven  besteken  soli.  Auf  der  Oberflacke  soli  die  Tem¬ 
peratur  in  alien  Punkten  ein  und  derselben  Erzeugenden  stets  den 
namlicken  Wert  kaben,  sonst  aber  beliebig  vorgeschiueben  werden,  so- 
fern  man  sie  nur  im  allgemeinen  als  stetig  annimmt.  Es  gibt  dann 
stets  einen  entsprechenden  stationiiren  Strdmungszustand,  wobei  der 
Wert  der  Temperatur  in  jedem  Punkte  ein  und  derselben  innerkalb 
des  Korpers  befindlicken,  den  Erzeugenden  parallelen  Geraden  auch 
stets  konstant  bleibt.  Wahlt  man  als  £-Ackse  eine  den  Erzeugenden 
parallele  Gerade,  so  versckwindet  damit  du/dz,  und  die  Laplacescke 
Differentialgleickung  nimmt  also  die  Form  an: 


_  d  u  i  d*u  A 

Eine  dieser  Differentialgleickung  genugende  Funktion  nennt  man  ein 
loganthmisches  Potential,  wahrend  eine  allgememe  von  alien  drei  Ar<m- 

menten  x,  y,  z  abkangige  karmoniscke  Funktion  wokl  als  ein  Newton- 
sches  Potential  bezeicknet  wird.1) 

f-  l>C-Neu*a^  Journ.  fiir  *3fath.,  Bd.  59  (18G1)  S  335  npr  p  , 
fur  die  Bekauptungen  des  Textes  bestelu  L  uv  *  f  .  ~  Der  Beleg 

mit  zwei  Yeranderlicken  x  „  i  •  -  Existenzbewexs  fur  eine  Lcisung  der 

ttande  des  durch  die  (*  y)-Ebene^ewidete  ^ laces'h?“  Gleicliung,  welche  am 
schriebene  Werte  anuimmt,  vai  Kff  ,4  ^  deS  Z^lind«8  '’orge- 

wonuene  Funktion  von  ic,  «  alf  eine  Vnnl-H„  iV’A'"1*  ““  nun  die  als»  ge- 
30  bat  man  oifenbar  ein  Raumpotential  vor  sio'h  cr'luderllcllei'  y,  z, 

,  8  W^re  indessen  ein  Irrtum  zu  fflanhen  a-  t  ■■ 

sionalen  Problems  in  diesem  Falls  dnrch  dit  A  P"”*  dCS 
eindeutig  bestimmt  wire.  In  der  Tat  gibt  es  im  Randbed“g™gen 

uuendlich  riele  andere  ZZ 
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Anstatt  den  Korper,  in  welchem  die  Warmestromung  vor  sick 
gelien  soil,  als  einen  unendlich  langen  Zylinder  zu  denken,  kann  man 
sich  auch  aul  eine  diinne  Platte  oder  Lamelle  beschranken,  welche 
durch  zwei  ideale,  zu  den  Erzeugenden  senkrecbte  Ebenen  aus  dem 
Zylinder  ausgescknitten  wird.  Durch  diese  beiden  Begrenzungsflachen 
der  Lamelle  wird  dann  kein  Warmeaustausch  stattfinden.  Es  wiirde 
also  an  dem  stationaren  Strbmungszustande  innerhalb  der  Platte 
mcbts  ausmachen,  wenn  diese  Oberflachen  von  vornberein  mit  einer 
Masse  umgeben  wtirden,  welche  keine  Warme  durchlafit,  wahrend  am 
ubrigen  Rande  die  gleicbeu  Bedingungen  wie  im  Falle  des  unendlicben 
Zylinders  herrschen.  Erstreckt  man  nun  das  Flachenintegral  fiber 
einen  beliebigen  geschlossenen  Zylinder,  dessen  Erzeugende  denjenigen 
der  Platte  parallel  laufen,  so  reduziert  sich  das  Flachenintegral  sofort 
auf  ein  Kurvenintegral,  und  zwar  wird 

I  du-ds  =  0, 


wo  C  der  Schnitt  der  (cc,  ?/)-Ebene  mit  dem  betreffenden  Zylinder  ist. 
Die  Gleichung 

u  =  const. 


definiert  eine  Scbar  sogenannter  isothermischer  oder  Isiveaakurven.  Die 
zu  denselben  rechtwinklige  Scbar  gibt  die  Stromungslinien  ab  und 
wird,  wie  folgt,  erbalten.  Wir  wollen  vorlaufig  annebmen,  daB.  der 
Bereicb  S,  in  welcbem  das  logarithmiscbe  Potential  betracbtet  wird, 
einfacb  zusammenhangt  und  im  Endlicben  liegt.  Seien  (a,  b)  und 
( x ,  y)  zwei  Punkte  desselben,  welche  wir  durch  eine  reguliire  Kurve  L 
miteinander  verbinden.  Unter  der  Wiirmemenge,  welche  L  in  der 
Zeiteinkeit  passiert,  verstehen  wir  zunachst  diejenige  Menge,  welche 
im  dreidimensionalen  Falle  die  auf  L  errichtete,  zwiscken  den  Ebeuen 
z  =  0  und  z  =  1  gelegeue  Zylinderflache  passiert,  urn  nun  nachtrag- 
lick  alles  in  die  Ebene  e  =  0  zu  verlegen  und  uns  die  VorsteUung 
einer  bloB  in  dieser  Flacke  stattfindenden  Warmebewegung  zu  bilden. 
Indem  wir  zum  dreidimensionalen  Falle  zuruckgreifen,  wird  die  Wanne- 


den  Funktionen  ,  .  T  ,,  N 

u  =  (Ae**  +  Be-*°)  J0  (Xr) 

bestehen,  wobei  X  eine  positive  Wurzel  der  Besselscben  Funktion  JM  ^ 
Fiigt  man  noch  die  Forderung  binzu,  dab  das  Raumpoten  1  itb"iuisches 
endlicb  bleibe,  so  wird  das  wabrscbeinlicb  genugen,  um  ein  e  9 

Potential  zu  sicbern.  i.ptraehteten 

Ahnliches  gilt  aucb  von  den  am  Eingang  des  Paragr<  p 

Warmestromungen. 
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mea^e  v,  welche  jene  ZylinderHiiche  in  der  Zeiteinheit  passiert,  durch 


das  Integral 


(x,  y ) 

■Jfr'’ 


v  =  ’ —  K 

(a,  6) 

erstreckt  liber  die  Kurve  L,  gegeben,  und  nun  denken  wir  uns  wieder 
einmal  alles  in  die  (x,  ?/)-Ebene  verlegt,  wobei  also  jetzt  die  die 
Kurve  L  passierende  Warmemenge 
durch  das  vorstekende  Integral  definiert 
wird.  Dabei  ist  diejenige  Normale  ge- 
meint,  welche  so  gegen  die  positive 
Tangente,  wie  die  positive  y -  gegen  die 
positive  rc-Ackse  orientiert  ist.  Und  nun 
erkennen  wir,  daB  diese  Warmemenge 
v  allein  von  den  Endpunkten  (a,  b) 
und  ( x ,  y),  nicht  aber  von  der  diesel  ben 
verbindenden  Kurve  L  abhangt.  In  der 

Tat  sei  1!  eine  zweite  solche  Kurve,  und  sei  v  die  entsprechende 
Warmemenge.  Dann  beweist  man,  daB  v  =  v  ist,  indem  man  die- 
selbe  Uberlegung  wie  in  Kap.  4,  §  2  beim  Beweise  des  1.  Satzes  anstellt. 
Im  iibrigen  werden  wir  meist  K  =  1  setzen. 

Das  vorstehende  Integral  wollen  wir  noch  einer  leichten  Um- 
formung  unterwerfen.  Bezeichnet  man  mit  v,  x  den  Winkel  zwischen 
der  gemeinten  Kormale  resp.  der  positiven  Tangente  und  der  positiven 
#-Achse,  so  ist  v  =  r  -}-  it  12,  und  wir  liaben: 

du  du  „  .  d  u  ?u  .  7)U 

dn~  die  C0S  v  +  dlj  sm  v  =  -  fa  sm  r+  dy  cos  r . 


Demnach  wird 


(*»  y) 

(a,  6) 


du  ,  d u  7 

o  dx  d — ^ —  d  y . 
oy  dx  J 


Nun  ftllt  aber  dieses  Integral  unter  den  Typus  fpdx  +  Qdv 
tap.  4  8  a,  und  da  sein  Wert  nicht  Integrationswege  abWt 
so  muB,  dem  3.  Satze  jenes  Paragraphen  gemaB, 

_ c*  w d*U 

dy*  ~~  dx * 

sem.  Hiermit  haben  wir  also  eine  Bestatigun<r  resn 

weis  der  Tatsaehe,  daB  die  Funktion  u  ha^okscMst  ^ 
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Des  weiteren  folgt  aus  demselben  Satze,  daB 

ft 

_  du  dv  du 

dy’  dy  ex 

ist.  Das  sind  aber  nichts  anderes  als-die  Cauchy-Riemannschen 
Diiferentialgleichungen,  womit  denn  aucb  AnschluB  an  die  Funktionen- 
tbeorie  erreiebt  wird.  Hierin  liegt  zugleicb  der  Beweis,  daB  die  beiden 
Kurvenscbaren 

u  —  const.,  v  —  const., 

recbtwmklig  gegeneinander  sind,  denn  man  bat  offenbar 

du  dv 

dx  _  dy 

du  d  v 

dy  ex 

Die  solckergestalt  erbaltene  Funktion  v  beiBt  zn  u  konjugiert 
Gleicb  einer  Ivonstanten  gesetzt,  liefert  v  die  Stromungslinien  der 
Warmebewegung.  Wie  man  sieht,  geniigt  aucb  v  der  Laplaceschen 
Differentialgleicbung  Ay  =  0,  und  ferner:  ist  v  konjugiert  zu  u ,  so 
ist  —  u  wieder  konjugiert  zu  v.  Hieraus  gebt  bervor,  daB  jede  Lo- 
sung  eines  Warmestromungsproblems  die  Losung  eines  zweiten  solcben 
Problems  mit  sich  fiibrt,  welcbe  durcb  Vertausckung  der  isotbermi- 
seben  und  der  Stromungslinien  erhalten  wird. 

b)  Stationare  Elektrizitatsstromungen.1) 

Das  Problem  der  Stromung  von  Elektrizitiit  in  einem  Leiter  ist 
mit  den  soeben  besprochenen  Problemen  der  Warmeleitung  vom 
mathematiseben  Standpunkte  aus  betraebtet  im  wesentlichen  identisch. 
Man  brauebt  nur  im  vorhergebenden  die  Wbrter  1  Vcirme  und  Tem¬ 
per  atur  durcb  Elektrizitcit  bzw.  Potential  zu  ersetzen. 

c)  Stromung  einer  inkompressibelen  Flussigkeit.2) 

Hier  wollen  wir  uns  vou  vornbeKein  auf  den  zweidimensionalen 
Fall  besebranken,  wobei  also  die  Flussigkeit  zwischen  zwei  parallels 
Ebenen  stromen  soli  und  zwar  so,  a)  daB  die  Bahnkurve  jedes  ein- 

1)  Im  AnschluB  an  Ohm,  welcher  1827  das  Gesetz  der  stationaren  Stro¬ 

mung  von  Elektrizitat  in  Drahten  veroffentlicht  hatte,  erkannte  Kirchhoff,  da& 
eine  allgemeine  dreidimensionale  stationare  Elektrizitatsstromung  \on 
placeschen  Differentialgleichung  reguliert  wird;  Annalen  dei  Physik  unc  un  f  I 
Bd.  75  (1848),  S.  189  =  Gesammelte  Abhandlungen,  S.  36.  _  ,  I 

2)  Man  vergleiche  das  Zitat  auf  Lagrange  am  Lingang  dieses  aia^rap  j 
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zelnen  Punktes  der  Flussigkeit  in  einer  den  Begrenzungsebenen  paral- 
lelen  Ebene  liegt;  b)  daB  je  zwei  zu  irgend  einem  Zeitpunkte  in  ein 
und  derselben ,  zu  den  Begrenzungsebenen  senkrechten  Geraden  be- 
findlicbe  Punkte  iminer  nocb  in  einer  solcben  Geraden  bleiben.  Die 
Bewegung  aller  auf  einer  solcben  Geraden  gelegenen  J  unkte  der 
Flussigkeit  wild  also  durcb  die  Bewegung  eines  einzigen  derselben, 
etwa  durcb  diejenige  des  Scbnittpunktes  der  Geraden  mit  einer  der 
Begrenzungsebenen ,  vollstaiidig  dargestellt.  In  dieser  Ebene  legen 
wir  daber  ein  recbtwinkliges  Koordinatensjstem  zugrunde  und  be- 
zeichnen  die  Gescbwindigkeitskoinponenten  des  Punktes  ( x ,  y )  langs 
der  Koordinatenacbsen  bzw.  mit  X,  Y.  Unter  einem  stationaren 
Stromunorszustande  verstebt  man  bier  einen  solchen,  bei  welcbem 
X,  Y  nur  von  x,  y,  nicbt  aber  von  der  Zeit  abbiingen.  Wir  wollen 
uns  auf  solc-be  Stromungen  beschranken  und  auBerdem  nocb  voraus- 
setzen,  daB  die  Dicbte  q  der  Flussigkeit  konstant  sei.  Es  bandelt 
sicb  niimlicb  um  die  Bewegung  inkompressibeler  Fliissigkeiten.  Als 
zweidimensionale  Dicbte  o  bezeicbnen  wir  dann  das  Produkt  6  — 
wo  li  den  Abstand  der  beiden  Begrenzungsebenen  voneinander  be- 
deutet.  Im  Bereicbe  der  Stromung  denke  man  sicb  eine  Zylinder- 
flacbe  S,  deren  Erzeugende  auf  der  Koordinatenebene  senkrecbt  steben 
und  diese  Ebene  in  einer  Kurve  C  scbneiden.  Bei  geeigneten  Stetig- 
keitsvoraussetzungen  bezuglicb  der  Funktionen  X,  Y  ergibt  sicb  dann, 
daB  die  Flussigkeitsmenge  Q,  welcbe  S  in  der  Zeitebbeit  passiert 
durch  das  Integral  dargestellt  wird: 


Q  =  <?  /  Xdy  —  Ydx. 

1st  6  msbesondere  eme  beliebige  gescblossene  Kurve,  die  keinen 
Bandpunkt  des  Bereicbes  entbalt,  in  welcbem  die  Flussigkeit  stromt 
so  verscbwindet  offenbar  das  Integral: 


/-J 

J  Xdy  ~  Ydx  =  0. 
c 

Uml  umgekehrt:  sind  X,  Y  zwei  Funktionen  von  x,  y,  wofur  dieses 
ntegral  uber  jede  solche  Kurve  hin  erstreckt  verscbwindet  so  bleibt 

«"Z2ht  dert.K”r  befindHche  Fla^igkeitsmenge  konstant,  und 

nenten  eine  stations™  StrSmun FdrdVv  GeSchwiEdi8keitskomP^ 
ist  aber  naeb  Kan  4  no  f  f  Verschwmden  des  Integrals 

-be  ais  stett-; 
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Funktionen  von  y  vorausgesetzt  werden  sollen,  der  Bedingung  <re 
niigen:  •  &  8 


(1) 


dX 

dx 


+ 


Im  iibrigen  werden  die  Babnkurven  der  Bewegung  durcb  die 
Differentialgleichung  gegeben: 

dy  _  Y  ' 
dx  X 

Da  nun  das  Integral 

(*,  v) 

J  —  j  Xdy  —  Y  dx, 

(a,b) 


wenigstens  in  einem  endlichen  einfach  zusammenbangenden  Bereiche, 
vom  Integrationswege  unabbangig  ist  und  iiberdies  eine  Funktion  de- 
finiert,  wofiir 

dJ  _  y  dtT  y 

dx  2  ’  dy  ~  A 


ist,  so  werden  jene  Stromungslinien  auch  durcb  die  Kurvenscbar 
J  —  const,  geliefert. 

Uber  die  Entfernung  der  beiden  Begrenzungsebenen  voneinander 
haben  wir  bisber  nocb  keine  Yoraussetzungen  gemacht.  Wir  wollen 
sie  uns  von  jetzt  ab  als  sehr  nabe  aneinander  gelegen,  bzw.  als  eine 
unendlicb  diinne  Lamelle  oder  Membran  denken.  Dies  empfieblt  sich 
umsomebr,  da  wir  spater  Stromungen  auf  krummen  und  Riemann- 
scben  Flacben  in  Betracbt  zieben  werden. 

Es  kann  nun  vorkommen,  dab  es  eine  Funktion  u  gibt,  deren 
partielle  Ableitungen  nacb  x,  y  bzw.  mit  X,  Y  iibereinstimmen: 

d  U  y  d  u  _  y 

Tx=  ’  'ey ~  ‘ 

Das  Integral  nimint  dann  die  Form  an: 


wo  n  sicb  auf  die  Normale  von  C  beziebt.  Eine  solcbe  Funktion 
muB  wegen  (1)  der  Lap! acescben  Differentialgleicbung 

d*u  ,  d-u  A 
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geniigeo  und  beifit  sornit  ein  GeschwindigJceitspotential.  Die  Geschwin- 
diorkeit,  womit  ein  Punkt  seine  Bahn  zurucklegt,  ist 

VW^W- 

Der  Angelpunkt  dieser  ganzen  Erorterung  iiber  Strom  ungen  in- 
kompressibler  Flussigkeiten  liegt  nun  in  der  Umkehrung  dieses  Satzes: 
Jeder  Losung  u  der  Laplace  schen  Differentialgleicliung  A u  =  0  ent- 
spricht  eine  stationare  Stromung  einer  inlcompressibelen  Flussigkeit  von 
Jconstanter  Diclde  mit  Geschwindiglceitspotential  u. 

Hieran  kniipfen  wir  nocb  eine  wichtige  Bemerkung:  Auf  Grund 
der  analijtischen  Formeln  Id  fit  sich  bei  einer  stationdren  Wdrme-  odcr 
Eleldrizitatsstrb m ung  die  Wdrme  bzw.  Eleldrizitat  als  eine  inkompres- 
sibele  Fliissiglceit  von  konstanter  Dichte  auffassen,  welclie  so  stromt , 
a)  dafi  der  Bewegungszustand  stationdr  bleibt;  b)  dafi  iibcrdies  ein  Ge- 
schwindigkeitspotential  vorhanclen  ist. 


d)  Gravitation  und  statiscbe  Elektrizitiit, 
nebst  Magnet  ism  us. 

Nacb  dem  allgemeinen  Newtonschen  Gravitationsgesetze  zieben 
sicb  zwei  Massenpunkte  gegenseitig  mit  einer  Kraft  an,  welche  pro¬ 
portional  der  Masse  eines  jeden  derselben,  und  umgekehrt  proportio¬ 
nal  dem  Quadrate  ibrer  Entfernung  voneinander  ist.  Im  zweidimen- 
sionalen  Falle  wirkt  die  Kraft  dagegen  umgekebrt  proportional  der 
ntfernung.  Einem  beliebigen  Massensvsteme  entspricbt  eine  Fuuk- 
tion  u}  das  sogenannte  Potential  der  Massen,  deren  partielle  Ab- 
leitung  nach  emer  willkurlicben  Richtung  in  einem  auBerbalb  der 
Masse  des  Systems  gelegenen  Punkte  P  den  Komponenten  der  Kraft 
nacb  jener  Richtung  angibt,  womit  das  System  einen  in  P  befind- 
liclien  matenellen  Punkt  von  der  Masse  1  (den  sogenannten  Aufmml.n 
anziebt.  Besckreibt  der  Aufpunkt  einen  beliebigen  We-  der  das 
ystem  nur  niebt  durchsetzt,  und  langt  so  in,  Punkte  P'  an  so  wird 

„  Kraften  des  Systems  geleistete  Arbeit  durck  die  Differenz 

uF-~uP  gegeben.  Das  Potential  u  genimt  der  Tanlne  i 
ehung  in  alien  auBerbalb  der  Masse  des  lystems  blgenel  plkim 
Ahnlicbes  gilt  aucb  fur  das  Kraftefeld  wp1pV,o  i  i 
liebige  Verteilung  positive,-  und  negate r  ’stafecter  Elkt  -T!  bB' 
Z6U°t  -ird,  sowie  far  magnetise], e  Kraftefelder  Llektr*zl“ 

Osgood,  Funktionentkeorie,  I.  2.  Aufl 
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Aufgabe.  Durch  Einfuhrung  von  Polarkoordinaten  bringe  man 
das  Integral 

O 


ds 


auf  die  Form  /  ^  dr  +  underbalte  so  die  Laplacesche  Gleichung: 


a 

dr 


1  d~u 

7  Je* 


=  o. 


§  2.  Beispiele  von  Stromungen.1) 

Da  der  reelle  Teil  einer  analytisclien  Funktion  der  Laplacescben 
Gleichung  genii gt,  so  liefert  eine  solche  Funktion  die  Losung  eines 
physikaliscken  Problems  von  je  einer  der  im  vorhergehenden  Para- 
graphen  besprochenen  Klassen.  Hierzu  tritt  noch  auf  Grund  der 
letzten  Bemerkung  unter  a),  §  1  die  Losung  eines  zweiten  derartigen 
Problems,  wobei  die  Niveaukurven  und  die  Stromungslinien  ihre  Rolle 
wechseln. 

Beispiel  1: 

(1)  w  =  f(e)  =  de  +  b, 

XL-IL 

J  w0  a  4=  0  und  b  reelle  Konstante  sind.  Hier  isfc 

u  =  a  x  -f  b . 

Durch  geeignete  Wahl  von  a ,  b  lost  man  hier- 
mit  das  Problem  der  W armestromung  in  einer  rechteckigen  Lamelle, 
wobei  zwei  gegeniiberliegende  Seiten  derselben  auf  die  konstante  Tem- 
peratur  u0  resp.  ux  gebracht  und  die  beiden  anderen  Seiten  mit  einer 
adiabatischen  Substanz  begrenzt  sind.  Dieser  ball  deckt  sick  mit  dei 
am  Eingange  des  §  1  besprochenen  Stromung. 

Beispiel  2: 

w  -  —  a  log  *  +  (b  +  ei),  also  u  =  —  a  log  r  +  b.  i 

Durch  diese  Funktion  wird  das  Problem  der  Verteilung  der  Tempe¬ 
rate  in  einem  dicken  Dampfrohre  gelost  Teilt  man  die  Differed 


1)  Man  vgl.  Klein,  fiber  Biemanns  Theorie  der  algebroiechen  FunkUmm 

und  Hirer  Integrate,  Leipzig  1882.  Kirchhoff  hat  here,  »  ^  » 

mung  von  Elektrizitat  in  kreieformigen  Flatten  ^“^0  to  AnecHuBte.n 

dorft,  Ann.  der  Phystk  u.  Chemie,  (3)  \mrr’  Acad  of  Arts  and  Sci.,  26 

sehe  man  B.  0.  Peirce,  Proceedings  of  the  Amer.  Acaa.  T  I 

(1891',  p-  218,  wo  weitere  Literaturangaben  sich  hndeu. 
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u  _ «  in  n  gleiche  Teile  und  bezeicbnet  man  die  Radien  der  ent- 

V1  0  •  O 

sprecbenden  isotbermischen  Flacben  resp.  mit 


Qo  rQ>  Ql>  '  •  ’  Qn  —  l>  Qn 


so  bilden  diese  GroBen  eine  geometriscbe  Reibe. 

Insbesondere  kann  man  den  Radius  r0  des  inneren  Kreises  ver- 
schwindend  klein  denken,  obne  daB  dadurch  der  Stromungszustand 
auBerhalb  einer  bestimmten  Umgebung 
des  Punktes  gestort  wird.  Man  gelangt 
so  zum  Begriffe  einer  Puriktquelle,  aus 
welcher  die  Warme  bervorstromt.  Die 
ErgiebigTceit  derselben  soil  durcb  das 


Integral 


if 

2  TtJ 


wobei  sich  n  auf  die  innere  Normale  der 
Kurve  C  beziebt,  also  bier  durcb 


Z  71 

1  I  a 
ZxJ  r 


rclO 


a 


Fig.  325. 


defimert  werden  und  kann  sowobl  positiy  als  negativ  ausfallen. 

LaBt  man  andererseits  den  auBeren  Kreis  unendlicb  werden,  so 
entstebt  eine  Stromung  ins  Unendliehe,  welcbe  auf  der  Ivugel  bequem 
zu  ubersehen  ist.  Da  namlicb  die  stereograpbiscbe  Projektion  eine 
konforme  Abbildung  ist  und  da  ferner  eine  barmoniscbe  Funktion 


Fig.  126  a. 


c 


Ifgf^einer  solchen  Transformation  invariant  bleibt*),  so  geht  « 

Jtt  a^"L\°"^kru^d^!ek"  im  Para- 

aufemander  bezogen  werden.  Hachen,  wenn  sie  konform 
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m  eine  Funktion  auf  der  Kugel  iiber,  welche  derjenigen  elektrischen 
Stromung  entspricht,  die  entsteht,  wenn  die  beiden  Pole  eines  galva- 
mschen  Elements  resp.  an  zwei  einander  gegenuberliegenden  Punkten 
einer  leitenden  Kugel  flache  aufgesetzt  werden.  Dabei  stromt  die 
Elektrizitat  ltings  der  Liingenkreise,  wabrend  das  Potential  langs  der 
Breitenkreise  konstant  bleibt. 

Mittels  des  imaginaren  Teils  der  Funktion: 


v  =  —  ad  4-  c, 


erhalt  man  nocb  die  Losung  eines  zweiten  in  Fig.  126  b  angedeuteten 
Pioblems.  Um  diese  Stromung  auf  elektrischem  Wege  zu  realisieren, 
kann  man  den  Stromungsbereicb  aus  einer  dunnen  metallnen  Platte, 
etwa  aus  Staniol  schneiden  und  die  Riinder  AB  und  CD  derselben 
mit  zwei  dicken  i^tiicken  Kupfer  in  Verbindung  setzen,  an  welch  letz- 
teren  man  dann  die  beiden  Pole  eines  galvaniscken  Elements  aufsetzt. 
Aucli  bier  kann  man  den  Bereich  der  entsprecbenden  Stromung  auf 
der  Kugel  unbegrenzt  erweitern,  indem  man  die  scblicbte  Kugel  durch 
eine  unendlicli  vielbliittrige  Riemannsche  Kugel  mit  Windungspunkten 
in  den  beiden  Polen  ersetzt.  Da  es  sicli  niimlich  bier  weniner  um 

o 

die  mathematische  Pbysik  als  um  die  physikalische  Matbematik  bandelt, 
so  bietet  die  Vorstellung  einer  Stromung  in  einer  mekrfack  iiber- 
deckten  Flacbe  keine  Schwierigkeit.  Man  kann  die  Stromung  aber 
aucli  auf  der  scblicbten  Kugel  bzw.  in  einer  scblicbten  Ebene  vor 
sicb  gehen  lassen.  Dann  wirbelt  die  Warme  bzw.  Elektrizitat  um 
den  Punkt  z  =  0.  —  Durch  Fig.  126a  wird  die  konjugierte  Stromung 
veranschaulicht,  welcbe  entsteht,  indem  die  Kupferstiicke  langs  der 
Riinder  AD  und  BC  angebracht  werden. 


Beispiel  3. 


tv 


a 

z 


u  = 


ax 


A  b  — 


A  (b  A  ci), 

a  cos  6 


4-  b, 


—  ay 

V  =  — a '  i 

x-Ar 


1  a  sin  6  . 

+  C  = - —  +  C. 


Hiermit  ist  das  Problem  der  Warmestromung  in 
einer  viereckigen  Lamelle  gelost,  deren  gegeniiber 
liegende  Seiten  Bogen  von  einander  beruhrenden  i 
Kreisen  sind  und  deren  Ecken  iibrigens  recbte  Wmkel  I 
aufweisen.  Das  eine  Seitenpaar  wird  auf  die  Temperatur  «0  und  ut , 


gebracbt,  wabrend  das  andere  adiabatiscb  begrenzt  wird. 
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ft  ' 

Insbesondere  kann  man  ahnlich  wie  vorhin  einen  Grenziibergang 
vorn  eh  men,  wodurch  der  Bereicli  der  Stromung  den  ganzen  zwischen 
zwei  einander  beriihrenden  Kreisen  gelegenen  Baum  ausfiillt.  Dieser 
Raum  wird  adiabatiscli  begrenzt,  wahrend  aus  der  einen  Spitze  Warme 
hervorstromt,  urn  in  der  anderen  wieder  absorbiert  zu  werden.1)  Lassen 
wir  jetzt  den  Stromungsbereich  sich  noeh  weiter  ausdebnen  und  even- 
tuell  die  ganze  Ebene  umfassen. 

Entstehimg  eines  Poles  durch  Zusamrnenrucken  zweier  Punldquellen. 
Die  soeben  betrachtete  Stromung  laBt  sich  auch  durch.  Grenziibergang 
aus  zwei  Stromungen  mit  einfachen  Punktquellen  (d.  b.  mit  logarith- 
miscben  Unstetigkeiten  erster  Art)  erzeugen,  welcbe  entgegengesetzt 
gleiche  Ergiebigkeit  baben.  Betrachten  wir  niimlich  die  durch  den 
reellen  Teil2)  der  Funktion 

z _ z 

iv  =  —  a  log - a,  reell:  0<a, 

also  durch  oz-g0’ 

u - a  log  r=\z  —  z1,  r  =  z  —  z0  , 


1)  Die  Stromung  wird  auf  elektriscbem  Wege  realisiert 

Stromungsbereich  aus  Staniol  schneidet  und  die  beiden  PnW  d6n 

Elements  bzw.  an  den  vorher  noch  ein  wpni^n  v  i  .?  f  eines  galvamschen 

2)  Stromungen  des  zweiten  Typus  kann  man  7  g,eiUckt<:n  SPltzen  aufsetzt. 

wenden,  vgl.  Klein  a.  a,  0.  S.  11,  Fi<r  7 '  auck  ZU  diesem  Zweck  ver- 
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dargestellte  Stromung.  Die  Figur  der  Niveaukurven  und  Stromunas- 
lmien  ist  eine  bekannte1),  vgl.  Figg.  66,  129.  Lassen  wir  jetzt  die 
lunkte  0o,gl  zusammenriicken.  Ist  P  ein  beliebiger  fester,  yon  der 
Grenzlage  yon  z0,  zt  getrennter  Punkt  der  Ebene,  so  ist  lim  r/r  =  1, 
so  daB  also,  faUs  a  konstant  bleibt,  lim  u  =  0  wird.  Um  diesem 
Ubelstande  abzubelfen,  lassen  wir  a  zugleicb  ins  Unendliche  wachsen, 
d.  h.  wir  lassen  die  Ergiebigkeit  der  Quelle  immer  starker  und  starker 
werden.  Die  Notwendigkeit  dieser  MaBregel  leuchtet  scbon  pkysika- 
liscb  ein,  denn  es  liegt  ja  auf  der  Hand,  daB  die  meiste  Warme 
direkt  aus  der  positiven  in  die  negative  Quelle  kiniiberstromen  wird. 

Zur  analytischen  Ausfiikrung  des  Grenzubereancrs  sei 


z0  =  const.,  z1  =  z0  +  heai,  a  =  A/h, 

Dann  wird 


0  <A. 


—  a  log 
also 


—  log  1 1 


eaih  \ 
z  —  zj 


Ae 


,ai  i  a  JZ  a  i 

~cT  7 - Cj  Jl  -j- 

2  (z  —  z0y  1 


lim  —  a  log 

2 1  =  zo 


Aeai 
z  —  z0' 


Setzt  man  insbesondere  z0  =  0,  a  —  0,  so  erhalt  man  (bis  auf  die 


additive  Konstante)  die  Funktion  des  3.  Beispiels.  W  ie  man  siekt, 
uuterscbeidet  sicb  biervon  der  allgqmeine  Fall  nur  um  eine  ^  er- 
drehung  um  den  Punkt  z0.  Durcb  die  GroBe  A  wird  die  Starke  des 

1)  Die  Sacke  hiingt  folgendermafien  zusammen.  Mittels  der  Transformation 
Z=(z  —  zx)/(z  —  z0)  wird  die  Z- Ebene  bzw.  -Kugel  ein-eindeutig  und  konform  aut 
die  2 -Ebene  bzw.  -Kugel  bezogen  und  zwar  so,  daB  die  Punkte  Z=0  und  oo  m 
z  —  z0  bzw.  zx  iibergeben.  Dabei  wird  die  dem  2.  Beispiele  entsprec  en  e  iso^ 
thermiscbe  Schar  konzentrischer  Kreise  \Z\  —  const.,  in  die  eine  Kreissc  ar 
Figur  66  iibergefuhrt.  Und  nun  erhalt  man  das  vorgelegte  °oa** 
Potential  u  =  —  a  log  rfr\  indem  man  den  Kreisen  dieser  Schar  denselben 
von  u  erteilt,  wie  ihn  die  entsprecbenden  Kreise  jener  Schar  au  weisen. 
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Quellpaares  oder  Poles 

.  c 


oemessen,  wahrend  a  die  Richtung  der  Ackse  derselben  angibt  V,  ir 
bemerken  noeli,  daB  die  Funktion  u  in  einer  Punktquelle  unendlich 
wil'd,  dagegen  nimrnt  sie  in  der  Nahe  ernes  Poles  jeden  Wert  an. 
Die  Flache  u-u(x,y)  ist  fur  die  Umgebung  eines  Poles  modelliert 

worden,  vgl.  die  S  chill  in  gschen  Modelle. 

Es  emp’fiehlt  sick  durchweg,  aucli  auf  der  Kugel  die  entsprechenden 
Stromungen  in  Betrackt  zu  zieken.  Insbesondere  erscheinen  dann 
die  Stromungen  von  Beispiel  1  und  3  unter  ein  und  deinselben  Ge- 
sicktspunkte.  In  der  Tat  geht  die  erne  1  unktion  mittels  dei  lineal  en 
Transformation  z  —  1  !  Z  in  die  andere  iiber,  dieser  Transformation 
entspricht  aber  andererseits  blob  eine  Umdrekung  der  Kugel. 

Entstehung  von  Polen  lioherer  Ordnung  durch  ZusammenriicJcen 
einfacher  Pole.  Wir  wollen  zunachst  zwei  Pole  von  gleicker  Starke, 
deren  Acksen  in  die  durch  die  Pole  gekende  Gerade  fallen  und  auBer- 


W  ~  a  (t  “I"  z  +  c)>  a>0, 

U  ~  pp  +  ax  4-  ac, 

v  __  —  ay  , 

1  --xTfji  +  ay, 
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wobei  c  eine  reelle  Konstante  bedeutet,  iiber  welche  wir  sogleich  nocb 
\eitiigen  werden.  Daraus  erkennt  man  in  der  Tat,  dab  die  reelle 

Acbse  y  =  0,  sowie  der  Einbeitskreis  x2+y*=  1  zu  den  Stromungs- 
linien  geboren. 

Hiermit  gewinnt  man  also  eine  Yorstellung  der  Stromung  auf 
dei  Kugel.  In  der  einen  Halfte  der  oberen  Halbkugel  fiiulet  namlicb 
eine  abgescblossene  Stromung  statt,  welcbe  sicb  weiter  durcb  Spiege- 
lungen  an  den  beiden  Begrenzungsebenen  in  den  drei  iibrigen  Kugel- 


Fliissigkeit  staut  in  diesem  Punkte. 


zweiecken  wiederbolt.  Dabei  zieben  zwei 
Punkte  unsere  besondere  Aufmerksamkeit  auf 
sicb,  namlicb  diejenigen,  in  welcben  die  vier 
Kugelzweiecke  zusammenstoben.  In  der  Nabe 
eines  derselben  stromt  die  Fliissigkeit  so,  wie  in 
der  beigesetzten  Figur  angedeutet  ist,  wabrend 
fur  den  anderen  die  Pfeilspitzen  umgekebrt 
werden  miissen.  Das  ist  aber  offenbar  nur  so 
inoglich,  dab  im  betreffenden  Punkte  selbst  die 
Gescbwindigkeit  auf  Null  herabsinkt,  —  die 


Nebmen  wir  nunmebr  eine  lineare  Transformation  der  Ebene  vor, 
wodurcb  die  Punkte  g  =  0,  oo  bzw.  in  g  =  h,  —  h  (h  >  0)  libergeben, 
und  tiberdies  der  Sinn  der  Acbse  des  Poles  g  =  0  ungeandert  bleibt: 


z 


=  A 


z  —  h 
z 


X  >  0. 


Der  Einfacbbeit  balber  setzen  wir  nocb  X  —  1;  so  kommt: 


a 


(r  + e  + c)  “ a  C'-i 


2  h  \ 

z'+hj ’ 


indem  wir  c  =  —  2  setzen.  Daraus  erwacbst  eine  Strdmung,  welcbe 
unter  Weglassung  des  Stricbes  durcb  die  beiden  Funktionen: 

2  a  h  (x  —  h)  2yah(x-\-  h) 

d  —  (x  —  hf  -f  y“  (x  +  +  V  ’ 

—  2  ahy  ,  2  ahy _ 

V  =  (x-hy  +  y*  +  {x  +  hf  +  y-’ 

reguliert  wird.  Aus  ahnlicben  Symmetriegriinden  wie  vorbin  uber- 
zeugt  man  sicb  bier,  dab  sich  die  Geraden  x  0,  y  0  untei  e 
Stromungslinien  finden  miissen,  was  man  aucb  direkt  duicb  die 
mein  bestatigt.  Die  Staupunkte  fallen  jetzt  in  die  Punkte  g  =  0, 


§  2.  Beispiele  von  Stromungen.  617 

Fahren  wir  fort,  indem  wir  die  beideu  Pole  zusammenrucken 
lassen.  Dabei  muB  ihre  Starke  in  entspreckender  Weise  wachsen. 
In  der  Tat  ist 


w  =  — 
z- 


4  7? 2  a 

Y-’ 


und  daher  geniigt  es,  wenn  wir  Alda  =  const.  =  A  setzen.  So  wird 

lim  w  =  "g-  • 

It  =  0  2 

Hiermit  baben  wir  ein  Resultat  erreicht,  welchem  wir  gleich  eine 
etwas  allgemeinere  Fassung  geben  wollen:  Durch  das  Zusammenrucken 
zweier  Pole  erster  Ordnung  von  gleicher  Starke, 
mit  entgegengesctzten  Achsen,  entstelit  bei  passender 
Vergr opening  der  Starke  ein  Pol  ziveiter  Ordnung. 

Dabei  geld  ein  Staupunkt  ein. 

In  ahnlicber  Weise  kann  man  auch  das  Zu- 
sammenrucken  zweier  Staupunkte  zur  Bildung 
eines  Staupunktes  bbherer  Ordnung  verfolgen. 

Sei  etwa  iv  =  z*  —  3 h*z,  dwjdz  =  3  (z~  —  Id), 
und  man  lasse  h  gegen  0  abnehmen.  Figuren 


Fig.  133. 


—  w  O 

zur  Veranschaulic-hung  dieses  Falles  linden  sich  bei  Klein,  a.  a.  0.,  S.  4. 

Aufgabe  1.  Ein  groBter  Kreis  der  Kugel  sei  durch  die  Punkte 
A,  B,  C  in  drei  gleiche  Teile  zerlegt.  In  diesen  drei  Punkten  brino-e 
man  Pole  gleicher  Starke  an,  deren  Achsen  alle  senkrecht  zu  diesem 
Kreise  stehen  und  ubrigens  in  ein  und  dieselbe  Halbkugel  .rerichtet 
sind.  Man  zeichne  die  Niveaukurven  und  Stromungslinien  auf. 

Aufgabe  2.  Man  lasse  diese  drei  Pole  in  symmetrischer  Weise 
zusammenrucken  und  erhalte  so  einen  Pol  dritter  Ordnung. 

Fmgerzeig:  Man  projiziere  auf  die  Ebene  und  nehme  die  Pole 

in  den  Punkten  h,  coh,  G rh  an,  wo  co  =  ist. 

j  A^abe  3‘.  Man  veraPgefneinere  die  vorhergelienden  Aufgaben 
und  erhalte  so  einen  Pol  n-t or  Oivlunn  .  i  i  v 

n  Polen  erster  Ordnung”)  ^  Z— *>^cken  ron 

riicken  einfleher  Staupunkte  ' ^ *'•  *'  °  .  aucl1  llas  Zusaminen- 
nung,  wo  also  ‘  °  ln  einem  staupunkte  n-ter  Ord- 

.  /  ^o)  =  0,...,  /’W(^0)  =  o,  +  )4=0 

liagtrr  w  St^vgk  ’  sTtstt? unter  glei- 


618  IV,  13.  Grundlagen  der  Tkeorie  des  logarithmischen  Potentials. 

Aufgabe  4.  Man  zeichne  die  Niyeaukurven  und  die  Stromungs- 
linien  fur  den  Fall  eines  Poles  erster  Ordnung,  welcher  in  einem 
Verzweigungspunkt  1-ter,  2-ter, .  . n- ter  Ordnung  lieo-f- 

1  i  l 

Vz~zof  ”*  (s-*0)1/n' 

Die  Aufgabe  werde  dann  auf  einen  Pol  m-ter  Ordnung  verallgemeinert 
der  in  einem  solcben  Verweigungspunkte  liegt. 

Bister  haben  wir  nur  einige  typisclie  Beispiele  verfolgt  und  sind 
dabei  auf  eine  Reike  von  Singularitaten  gefiihrfc  worden: 


log(*-*0), 


1 

(z  —  z0)n  > 


die,  wie  wir  nocli  nachtraglich  bemerken  wollen,  bis  auf  einen  Zahlen- 
faktor  durch  sukzessive  Differentiation  nacli  dem  Punkte  z0  entstelien. 
Dem  physikaliscben  Prozesse  des  Zusammenriickens  zweier  Motoren 
gleiclier  Ordnung  und  Starke  und  entgegengesetzter  OrieDtierung  ent- 
spricht  darnacb  analytiscli  geradezu  der  Gfrenziibergang  des  Differeu- 
tiierens.  Nunmebr  erlialt  man  durch  Uberlagerung  von  Stromungen, 
welche  verschiedenen  Motoren  entsprechen,  den  Hauptteil 


A, 


A0log  {z  -  s0)  +  —V  +  •  *  •  +  77 


An 


(2  -  *„)* 


der  allgemeinsten  Singularitiit,  welche  eine  rationale  Funktion  von  g 
oder  deren  Integral  besitzen  kann.  Dabei  setzt  sich  sowohl  der 
reelle  als  auch  der  imaginare  Toil  von  Am/(z  —  z0)m  linear  aus 


cos  m  0  sin  m  6 

rm  1 


zusammen.  Mit  den  bereits  besprochenen  Motoren  kommt  man  also 
mit  Riicksicht  auf  die  4.  Aufgabe  in  der  Theorie  der  algebraiscken 
Funktionen  und  ilirer  Integrale  schorl  aus. 

Weiteres  Beispiel.  Zum  Schlusse  noch  ein  interessantes  Beispiel! 
Wir  sind  namlich  in  der  Lage,  folgendes  Problem  zu  Ibsen:  Durch 
die  Punkte  A  B,  C,  D  werde  der  Rand  einer  leitenden  Kreisschei  e 
in  vier  Bogen  zerlegt.  Die  Bogen  AB  und  CD  mogen  auf  der  Tem- 
peratur  u0  bzw.  ux  erhalten  werden,  wahrend  die  beiden  anderen  a  ia- 
batisch  begrenzt  sein  sollen.  Der  diesen  Randbedingungen  entspre- 
chende  stationare  Stromungszustand  werde  bestimmt. 
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§  3.  Allgemeine  Satze  iiber  das  logarithmische  Potential. 

Die  Auflosung  ergibt  sich  aus  der  konformen  Abbildung  ernes 
Rechtecks  auf  einen  Kreis,  Kap.  8,  §  16.  Bezeichnet  man  namlich 
mit  A,  .  .  .  D  die  vier  Punkte  des  Kreisrandes,  in  welcke  die  vier 
Ecken  des  Rechtecks  iibergehen,  und  erteilt  man  den  Punkten  der 
Kreisscheibe  diejenigen  Werte  u,  welche  bei  der  Losung  des  ent- 
sprechenden  Problems  fur  das  Rechteck  (vgl.  oben  Beispiel  1)  den 
Abbildungen  dieser  Punkte  zufallen,  so  ist  die  Sacke  fertig,  soweit 
weuigstens  diese  besondere  Gruppe  von  vier  Punkten  in  Betracht  kommt. 
Es  bleibt  nur  noch  zu  zeigen  iibrig,  daB  man  durch  passende  W  ahl 
des  Rechtecks  jede  beliebige  Gruppe  von  vier  Punkten  auf  dem  Kreis- 
rande  erhalten  kann.  Nun  gilt  aber  der  Satz1),  daB  vier  beliebige 
Punkte  eines  Kreisrandes  durch  lineare  Transformationen  der  Ebene 
in  vier  solclie  Punkte  ubergefiihrt  werden  konnen,  welche  die  Ecken 
eines  dem  Kreise  einbeschriebenen  Rechtecks  bilden,  oder  auck,  was 
auf  dasselbe  hinauskomrat,  wenn  man  sich  den  Kreis  auf  die  reelle 
Achse  projiziert  denkt,  daB  vier  beliebige  reelle  Punkte  in  die  Punkte 
±  1,  +  1  /Jc  (0  <  Jc  <  1)  geworfen  werden  konnen.  Andererseits  kann 
man  Jc  im  elliptiscken  Integral 


c  dz 

W  —  I  — - 

,/  ]/(l  -  8*)  (1  -  A2*2) 

0 

stets  so  bestimmen,  daB  das  Verhaltnis  lv  jlv  jeden  vorgegebeuen 
poeitiven  Wert  annimmt,  (vgl.  Kap.  8,  §  16).  Hiernack  °lafit  sich 
ein  Rechteck  von  beliebiger  Gestalt  in  der  gewiinsckten  Weise  auf 
den  Kreis  abbilden. 


§  3.  Allgemeine  Satze  iiber  das  logarithmische  Potential.  Erste 
Gruppe,  direkt  auf  der  Laplaceschen  Gleichung  fuBend. 

Wu-  wollen  jetzfc  zu  emern  sjstematischen  analytischen  Aufbau 
<ler  Theorie  des  logarithmischen  Potentials  iibergeken. 

Tor  alien  Dingen  erinuerh  wir  an  dib  Eigenscbaft  einer  linearen 
bomogenen  D.fferentialgleichung,  daB  ein  V.elfaches  c  u  einer  Losung  u 
some  die  Sumnre  u  +  u,  zweier  Ldsnngen  «,  und  und  kiermii 
auch  allgem  ein  jede  lineare  Funktion 

clul  +  C2U2  +  •  •  •  -f-  CnUn 

der  Losungen  ut,  .  .  .,  un  wieder  eine  Losung  ist. 

tionA^.  Vgl'  K>-  10'  S-  481'  Bu’rkbardt,  Elliptische  Funi . 
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Indem  wir  in  diesem  Kapitel  einen  Bereich  S  so  auffassen,  wie 
in  Kap.  2,  §  2  des  naheren  auseinandergesetzt  wurde,  raachen  wir 
noch  besonders  auf  die  an  jener  Stelle  gegebene  Erklarung  des  Ver- 
baltens  aufmerksam,  welclies  durch  die  Worte  bezeichnet  wild:  eine 
Function  f(x,  y)  nimmt  in  einem  Randpunkte  (a,  fi)  einen  Randivert  A 
an,  oder  ist  stetig  am  Rande. 

Definition.  Eine  Funktion  verhalt  sich  harmonisch  innerhalb 
eines  Bereichs  oder  in  einem  Bereiche,  wenn  sie  in  jedem  inneren 
Punkte  desselben  eindeutig  und  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen 
der  beiden  ersten  Ordnungen  stetig  ist  und  der  Laplaceschen  Diffe- 
rentialgleicbung  geniigt.  Sie  lieifit  in  einem  Runkte  harmonisch ,  wenn 
sie  in  der  Unigebung  desselben  harmonisch  ist. 

Eine  mehrdeutige  Funktion  heiBt  harmonisch,  falls  ihre  Zweige 
harmonisch  sind.  Wir  werden  aber  unter  einer  harmonischen  Funk¬ 
tion  stets  eine  eindeutige  verstehen,  sofern  das  Gegenteil  nicht  aus- 
driicklich  erwahnt  wird. 

1.  Satz.1)  Ist  u  in  einem  Bereiche  S  harmonisch ,  so  versclmindet 
das  iiber  den  ganzen  Rand  F  eines  beliebigen  innerhalb  S  gelegenen 
Bereiches  2J  hin  erstreckte  Integral  der  nach  der  inneren  Formate  ge- 
nommenen  Ableitung  von  a: 


r 


Umgekehrt :  verschwindet  dieses  Integral  fur  jeden  derartigen  Bereich  2J, 
so  ist  u  eine  in  S  harmonische  Funktion. 

Der  Beweis  ist  bereits  in  §  1  vermoge  des  Greenschen  Satzes: 


erbracht. 


Der  Satz  lafit  sich  indessen,  ohne  Benutzung  des  Greenschen 
Satzes,  direkt  aus  den  Satzen  A)  und  C)t  von  Kap.  4,  §  3  ableiten,  da 


Beobachtungen  des  magnetischen  1  erems,  lorfy,  im 
Fiir  die  Ebene  findet  sich  der  Satz  bei  Riemann 
tingen,  1S51,  Nr.  9,  10=  M  crhe,  S.  22. 


r.  23  =  Werke,  Bd.  5,  S.  226. 
,  Inaugur  aid  issertation ,  Got- 
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§  3.  Allgemeine  Satze  viber  das  logarithxnische  Potential. 

ist.  Letzterer  Beweis  gestattet  auch  zugleich  folgende  allgemeinere 
Formulierung  des  ersten  Teils  des  Satzes: 

Allgemeiner  darf  der  Rand  von  2  teilweise  oder  ganz  mit  dem 
Rande  von  S  zusammenfallen,  vorausgesetzt  nur,  daft  in  solchen  Rand- 
punkten  die  Ableitungen  erster  Ordnung  stetig  am  Rande  sind. 

Aufgabe.  Sei  S  ein  endliclier  zweifach  zusammenhangender 
Bereicli  und  sei  C  eine  in  S  gelegene  einfache  reguliire  geschlossene 
Kurve,  welche  den  einen  Rand  yon  S  in  ihrem  Inneren  enthalt.  Man 
zeige,  daB  dann  das  obige  Integral 


fur  alle  derartigen  Kurven  C  ein  und  denselben  Wert  hat.  Man  ver- 
allgemeinere  den  Satz  fiir  einen  beliebigen  Bereich  S. 

2.  Satz.  Der  Mittel wertsatz.1)  Sei  0  ein  innerer  Punkt  eines 
Rereiches  S,  und  sei  die  Funlction  u  harmonisch  in  S.  Bcschrcibt  man 
dann  einen  keinen  RandpunJct  von  S  im  lnnern  oder  auf  seinem  Rande 
mn  fassenden  Kreis  um  0 ,  so  ist  der  II  ert  u0  von  u  in  0  gleicli  deni 
Mittelwert  von  u  auf  dem  Rande  des  Kreises:- 


o 


Nach  dem  1.  Satze  ist  namlich 


T°.  rr.°  t6m  Plmtte  °  entslJricht  ™d  <,  den  Radius  des  Kreises 
bedeutet.  Nun  ist  aber  du/Sr  eine  im  Bereich 

R:  <:9,  0  £0  £ 

eindeutige  stetige  Funktion  von  ,,  0,  wie  ans  der  Relation 

lr“I“COS®  + 

!ofort!^rb„eken  ist.  (WiU  man  den  Bereich  U  geometrisch  deuten. 
1)  GaaC,  a.  a.  0„  Nr.  20,  Riemaan,  a.  a.  0„  Nr.  10. 
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so  lasse  man  r  und  0  als  Cartesische,  nicht  als  Polarkoordinaten  auf.) 
i  det  man  nun  das  iiber  P  zu  erstreckende  Doppelintegral 

ff£d8’ 

R 

so  kann  man  dasselbe  durcb  jedes  der  beiden  zweimaligen  Integrale: 

2 n  Q  (j  2  7t 

Jirffre, 

0  0  (in 


auswerten.  Hiermit  erweisen  sich  die  Werte  dieser  letzteren  Inte- 
giale  als  einander  gleicb.  Das  zweite  derselben  verscbwindet  aber 
nach  dem  Vorhergehenden,  woraus  denn  folgt,  daB 


2  rt  n  2  n 

J  d°  ,fjrdr==J  (u~uo  )dQ  =  0 

b  o  o 


ist,  und  hierin  liegt  der  Beweis  des  Satzes.1) 

Aufgabe.  Bestebt  der  Bereich  S  aus  einem  Kreise  K }  und  ist 
u  auBerdem  bloB  stetig  am  Rande  von  K ,  so  gilt  der  Mittelwertsatz 
fiir  K. 

3.  Satz.  Satz  vom  Maximum  und  Minimum.2)  In  Tceinem 
inneren  Punkte  ernes  Bereiches  S,  in  welchem  die  Funktion  u  harflio- 
nisch  ist,  kann  diese  Funktion  ihren  grofiten  oder  ihren  kleinsten  Wert 
erreichen ,  sofern  man  den  Fall  ansnimmt,  da/3  u  eine  Konstante  ist. 

In  der  Tat  sei  P  ein  innerer  Punkt,  in  welchem  die  Funktion  u  etwa 
ihren  groBten  Wert  erreicht,  olme  in  der  ganzen  Umgebung  von  P 
konstant  zu  'sein.  Dann  kann  man  einen  in  dieser  Umgebung  ge-  ' 
legenen  Kreis  urn  P  so  beschreiben,  daB  u  Kings  einiger  Stiicke 
seines  Randes  einen  kleineren  Wert  als  im  Punkte  P  bat,  wahrend  u 
andererseits  nirgends  einen  groBeren  Wert  annimmt.  Infolgedessen 
wird  der  Mittelwert  von  u  langs  des  Kreisrandes  weniger  als  u0  be- 
tragen,  und  das  fiihrt  eben  zu  einem  Widerspruch.3) 

1)  Dieser  Beweis  ist  von  Bocher  gegeben  worden,  vgl.  Bull.  Amer.  Math.  ^ 
Soc.,  2.  Reike,  Bd  1  (1805),  S.  205. 

2)  Riemann,  a.  a.  0.,  Nr.  11,  jedoeh  ohne  geniigenden  Beweis.  Stronger 

Beweis  bei  0.  Neumann,  Math.  Ann.,  Bd.  3  (1871),  S.  330  334  und  340  •>  l  • 

3)  Es  ist  ja  Gesckmacksacke,  ob  man  bier  vom  Mittelwerte  reden  oder  au 
die  letzte  Gleicbung  des  vorbergehenden  Paragraphen  zuriickgreifend,  von  dem 
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§  3.  Allgemeine  Satze  iiber  das  logarithmische  Potential.  . 

Zusatz.  Eine  in  einem  beliebigen  Bereiche  T  liarmonisclie  Func¬ 
tion  u,  icelche  Icings  dcs  ganzen  Bandes  von  T  verschwindet,  hat  auch 
in  jedem  inner en  Punkte  von  T  den  II  crt  0. 

1st  T  ein  regularer  Bereich  S ,  so  ist  der  Satz  sofort  evident. 
In  anderen  Fallen  kann  man,  wie  folgt,  schlieBen.  W  iirde  u  in  einem 
inneren  Punkte  B  von  T  etwa  einen  positiven  M  ert  li  annekmen,  so 
entwickele  man  T  nacli  dem  Satze  von  Kap.  5,  §  3  in  Teilbereicke  T n. 
Sobald  Tn  den  Punkt  P  umfaBt  (n  >n),  wird  es  einen  Randpunkt  Qn 
von  T H  geben,  in  welckem  der  Wert  von  u  groBer  als  h  ist.  Man 
zeickne  einen  solcken  Punkt  auf  dem  Rande  eines  jeden  Tn  auf,  wo- 
ftir  n  ^  m  ist.  Dann  kaken  die  Punkte  Qn  eine  Hiiufungsstelle  Q 
am  Rande  von  T.  Hierin  liegt  aber  ein  Widerspruch,  denn  u  wiirde 
dann  in  Q  den  Randwert  0  nickt  annekmen. 

Der  Satz  gilt  selbst  dann  nock,  wenn  sick  der  Bereick  T  ins 
Unendlicke  erstreckt.  Ist  namlick  der  Punkt  oo  ein  Randpunkt 
von  T,  so  iindert  sick  nickts  am  Beweise.  Sonst  werde  die  Ebene 
einer  Transformation  vermoge  reziproker  Radien  unterzogen,  wobei 
ein  Randpunkt  von  T  ins  Unendlicke  geworfen  wird.  Auf  Grund 
des  nachstehenden  6.  Satzes,  sowie  §  4,  7.  Satz,  Zusatz  3,  wird  u  dabei 
in  eine  Funktion  u'  ubergefiikrt,  welcke  im  neuen  Bereich  harmoniscb 
ist  und  am  Rande  desselben  verschwindet.  DemgemiiB  verschwindet  u'} 
und  somit  auck  u  identisck.  —  In  dhnlicher  I  Veise  liifit  sich  aucli  der 

3.  Satz  auf  einen  beliebigen  Bereich  T  erweitern. 

> 

Aufgabe  1.  Man  zeige,  daB  eine  Funktion  u}  welcke  in  der 
ganzen  Ebene  harmoniscb  und  auBerdem  so  beschaffen  ware,  daB 

lim  u  =  -J-  oo  bzw.  —  oo 

x=co’,  y=x> 

ist,  nickt  existiert. 

Aufgabe  2.  1st  f{z)  in  einem  Bereick  S  stetig  und  im  Innern 
von  S'  analytisck,  so  erreicht  \f(z)\  seinen  groBten  und,  wofern  f(z ) 
in  S  nickt  verschwindet,  auch  seinen  kleinsten  Wert  am  Rande  von  S. 

Fingerzeig.  Man  zieke  die  karmoniscbe  Funktion 


^  log  f(e)  =  log  f(g)  | 

keran  und  wende  den  3.  Satz  auf  diese  an. 

—  ■ - -  / 

Umstande  ausgehen  will,  daB  die  stetice  Funktion  u  _  »  a  r-  • 

stellenweise  negativ,  nirgends  aber  positiv  ist  und  dar„m\ueht Vemag^eS'™-! 

schwindendes  Integral  f  {u-u0)dO  zu  liefern. 


(>J4  ,  13.  Gruncllagen  der  Theorie  des  logarithmischen  Potentials. 

Aufgabe  3.  Auf  Grund  des  in  der  2.  Aufgabe  entlialtenen 
Satzes  beweise  man  den  Fundamentalsatz  der  Algebra. 

4.  Satz.  Das  Eindeutigkeits theorem.1)  Sind  ux  und  u2  zwei 
Fwnktionen ,  icelche  in  einem  beliebigen  JBereiche  T  harmonisch  sind  und 
iiberdies  am  Bande  von  T  dieselben  Bandiverte  annehmen,  so  ist  auch 
in  jedem  inneren  Bunkte  von  T 


«i  =  u2 . 

Denn  die  Differenz  ux  —  u2  ist  harmonisch  in  T  und  verscliwindet 
langs  des  ganzen  Randes  von  T,  darum  verschwindet  diese  Funk- 
tion  nach  dem  vorstehenden  Zusatze  iiberall  in  T.2) 

Wir  erinnern  noch  an  die  Definition  von  §  1:  Ist  u  eine  har- 
monische  Funktion,  und  v  eine  zweite  Funktion,  welche  den  Relationen 

du dv  du dv 

dx  dy ’  dy  dx 


geniigt,  so  heiBt  v  zu  u  konjugiert.  Zwei  Funktionen  v,  vx,  welche 
beide  zu  u  konjugiert  sind;  unterscheiden  sich  voneinander  nur  durch 
eine  Konstante,  v  =  vx-\-  c.  Ist  v  zu  u  konjugiert,  so  ist  —  u  wieder 
zu  v  konjugiert.  Endlich  ist  eine  zu  a  konjugierte  Funktion  v  eben- 
falls  harmonisch. 

5.  Satz.3)  1st  u  eine  in  einem  den  Punkt  oe  nicht  enthaltenden  einfacli 
zusamm enhangenden  Bereich  T  harmonische  Funktion  ,  so  gibt  es  stets 
eine  eindeutige,  zu  u  konjugierte  Funktion  v,  und  zwar  wird  v  durcli 


1)  Der  Satz  ist  fur  das  Newtonsche  Potential  von  Green  ausgesprochen 
und  vermoge  physikalischer  Evidenz  bewiesen:  a.  a.  0.,  Nr.  (5).  GauB  leitete 
den  vorstehenden  Zusatz  nach  der  in  der  nacksten  Anmerkung  angedeuteten 
Metliode  ker;  a.  a.  0.,  Nr.  25.  Den  Beweis  im  allgemeinen  Falle,  wo  man  also 
keine  Voraussetzung  bezuglick  des  Yerkaltens  der  Ableitungen  am  Rande  macht, 
verdankt  man  C.  Neumann,  Math.  Ann.,  Bd.  3  (1871),  S.  344. 

2)  Man  beweist  ferner,  daB  zwei  harmonische  Funktionen  identisck  sind, 
falls  ihre  Randwerte  Kings  eines  Teiles  des  nun  als  regular  vorauszusetzenden 
Randes  iibereinstimmen,  wilkrend  ihre  nach  der  inneren  Noimale  genommenen 
partiellen  Ableitungen  langs  des  ubrigen  Randes  gleicke  Randwerte  annehmen. 
Hierzu  bedient  man  sick  einer  Folgerung  des  Greenscken  Satzes,  welche  in  t 


Formel  bestekt: 


wo  u  harmonisch  ist.  Dabei  wird  man  zunachst  wjrlangen  daB  u  ne 
beiden  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  mnerkalb  6  endlich  und  am  Rande, 
hochstens  von  einer  endlichen  Anzalil  von  Randpunkten  abges  ,  o  - 
Gewisse  Unstetigkeiten  am  Rande  diirfen  indessen  zugelassen  werden. 

3)  Liouville,  Journ.  (le  Math.,  Bd.  8  (1843),  S.  26o. 


§  3.  Allgemeine  Satze  iiber  das  logarithmische  Potential. 
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das  Integral  dargestellt: 

f +c- 

(a,b)  (a,b) 

Ein  Beweis  des  Satzes  ist  bereits  im  vorbergehenden  Paragraphen 
besprocben  worden.  Ein  anderer  folgt  direkt  aus  Satz  B)  von  Kap.  4, 
§  3.  Letzterer  bat  fernerbin  den  Vorzug,  dab  aucb  die  Stetigkeit  von 
v  am  Rande  erkenutlicb  wird,  falls  u  nebst  den  Ableitungen  erster 
Ordnung  daselbst  stetig  ist. 

Ist  T  dagegen  ein  mebrfacb  zusammenhangender  Bereicb,  so  wird 
das  vorstebende  Integral  im  allgemeinen  keine  eindeutige  Funktion  rnebr 
definieren.  Es  werden  sicb  namlick  Periodizitiitsmoduln  einstellen,  so 
dab  also,  wenn  F(x,  y)  ein  Wert  des  Integrals  im  Punkte  (pc,  y )  ist, 
die  iibrigen  Werte  in  der  Formel: 


F(x,  y)  +  mlP1  H - b  mnPn 


entbalten  werden;  vgl.  Ivap.  4,  §  4. 

6.  Satz.1)  Fine  harmonische  Funktion  u  verhdlt  sick  gegenuber 
einer  Jconformen  Abbildung  invariant.  Werden  dabei  die  Winkel  niclit 
wngelegt,  so  verhdlt  sick  auch  die  konjugierte  Funktion  v  invariant;  sonst 
geht  v  in  die  negative  Funktion  —  v  iiber. 

Sei  u  im  Punkte  A:  ( x0 ,  y0)  barmoniscb,  und  man  bilde  die 
Umgebung  von  A  mittels  der  Gleicbungen: 

£  =  f(x,  v ),  v  =  <p(x,  y) 

auf  die  Umgebung  von  %:  (|0,  Vo)  konform  ab.  Dann  ist 


^  in  £jj.  =  ^  dg 

dx  —dy1  dy  +  dx’ 


dx 3 


+ 


d_gr 

dx3 


>  o. 


Durcb  Differentiation  ergibt  sicb  allgemein: 


uml  hierm  liegt  eben  der  Beweis  des  ersten  Teils  des  Satzes 
zwede  Teil  wird  aucb  direkt  durcb  Differentiation  bewLen 


Der 


1)  Der  erste  Teil  des  Satzes  bei  Lame 
23  (1834)  §  22,  S.  242. 

Os  good,  Fuuktionentheorie .  I.  2.  Aufl 


Joimi.  Ecole  roy.  jpolytechn.,  Cah. 
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Eleganter  gestaltet  sicE  jedocE  der  folgende  Beweis.  Die  Um- 
gebung  yon  A  wird  einerseits  durcE  das  Funktionenpaar  u,  v  im 
allgemeinen  konform  auf  ein  Stuck  2  der  (u,  t?)-Ebene,  andererseits 
durcE  das  Funktionenpaar  £,  rj  konform  auf  ein  Stuck  2'  der  (£;  rf)- 
Ebene  bezogen.  Das  Eat  nun  zur  Folge,  daB  bei  geeigneter  Ein- 
scErankung  jener  Umgebung  yon  A  die  BereicEe  2,  2'  konform  auf- 
einander  abgebildet  werden,  und  demgemaB  ist 

c u  _ _j_  dv_  du _ —  dv  d~u  .  diu  ~ 

~  ~  dn’  dn~  +  d£’  W  +  = 

w.  z.  b.  w.  Dieser  zweite  Beweis  ist  leider  weniger  allgemein  als  der 

erste,  da  eine  wesentlicEe  Voraussetzung  dabei  ist,  daB  +  ~a  >  0 

°  ’  ox-  oy 

sei. 

Der  Satz  ist  das  Analogon  des  funktionentEeoretiscEen  Satzes, 
daB  eine  analytiscEe  Funktion  einer  analytiscEen  Funktion  wieder  eine 
analytiscEe  Funktion  ist. 

Wir  fiigen  nocE  eine  Bemerkung  in  der  Gestalt  eines  Korollars 
Einzu. 

Zusatz.  Fine  liarmonische  Funldion  vcrhd.lt  sich  gegeniiber  einer 
rechtwinldigen  Koordinatentrans formation  invariant.  Die  lwnjngierte 
Function  bleibt  aucli  ungeandert  oder  aber  sie  ivechselt  ihr  Vorzeichen, 
je  nachdem  die  gcgenseitige  Lage  der  neuen  Koordinatenachsen  dieselbe 
ist ,  ivie  diejenige  der  urspriinglichen ,  oder  nicht. 

Der  Vollstandigkeit  Ealber  fiiEren  wir  nocE  einen  Satz  an,  welcEer 
allerdings  fur  unsere  Zwecke  wenig  in  BetracEt  komrnt.  Die  Aus- 
fuErung  des  Be weises  wird  deni  Leser  uberlassen.  Sind  u,  v  konju- 
gierte  Funktionen,  so  scEneiden  sicli  die  beiden  KurvenscEaren 

u  =  const.,  v  =  const. 

recEtwinklig.  Es  ware  indessen  ein  FeEler  zu  glauben,  daB  umgekelirt 
jedes  Paar  derartiger  ScEaren  ein  System  von  Niveaukurven  und 
Stromungslinien  abzugeben  vermocEte.  SucEen  wir  eine  Bedingung 
dafiir,  daB  eine  KurvenscEar 

ffi  =  cp(x,  y)  =  const. 

isothermisch  sei.  Die  Funktion  w  selbst  brandit  offenbar  nicht  bar- 
monisch  zu  sein,  sondern  erst  eine  i  unk ti on  Ton  01 ,  u  fi  o>  Dur 
Differentiation  komrnt  dann: 


d-u  Fu 
dx“-  +  dy 8 
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und  daher  muB,  wenn  u  harmonisck  sein  soil, 

a2s  ,  a2® 

afz2  +  dy* _ f"  (a) 

ds>-  a®2  f  (®) 

'  a^  +  a*/2 

sein.  Durch  diese  beiden  Gleichungen  wird  folgender  Satz  nahe  gelegt. 

7.  Satz.1)  Die  notwendige  und  hinreichende  Jkdingung  da  fur,  daft 
eine  Kurvenschar 

To  (x,  y)  —  const. 

isothermisch  sei,  besteht  darin,  daft  die  Funktion 

c-a  a®2 

dxi  +  dyl 
day 4  d  ffl 2 
ax2  ■  ay2 

row  67  allein  abhangen  soil. 


§  4.  Fortsetzung;  zweite  Gruppe,  auf  einer  Integraldarstellung 

fufiend. 

Wir  bringen  jetzt  eine  Reihe  yon  Satzen,  zu  deren  Beweis  eine 
explizite  Darstellung  einer  barmoniscben  Funktion  notig  zu  sein 
scheint,  und  zwar  kommen  wir  bei  dieser  Gruppe  scbon  mit  der  Dar- 
stei'lung  mittels  des  Integrals  durch.  Spater  werden  wir  noch  Reihen- 
entwicklungen  heranzieken  miissen. 

Wir  gehen  von  der  folgenden  Form  des  Greenschen  Satzes  aus: 

/  /(nit  -  pA  u)dS  =  -  f (up--  vp)  ds, 
dd  .)  \  dn  cn)  ? 

s  c 

wobei  sick  n  auf  die  innere  Normale  beziekt.  Sind  u  und  v  beide 

karmonisck  im  Bereicke  S,  so  versckwindet  die  linke  Seite  dieser 
Gleickung,  und  darum  wird  . 


vorausgesetzt  nur,  daB  die  weiteren,  zum  Beweise 
batzes  notigen  Bedingungen  beziiglick  des  Verkaltens 


des  Greenschen 
der  Ableitungen 


1)  Lame,  Savants  strangers,  Bd.  5  (1838)  S.  174 
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von  ,  am  Rande  erfullt  sind,  vgl.  §  1,  Anm.  Wir  konnen  indessen 
letztere  Formel,  welcbe  in  der  Folge  als  Hilfssatz  dient,  obne' jeglicbe 
\  oraussetzung  liber  das  Verhalten  der  Ableitungen  zweiter  Ordnuno- 
am  ^anc^e  berleiten,  indem  wir  uns  auf  Satz  A)  von  Kap.  4,  §  3  be^ 
rufen.  Wir  formulieren  den  Satz,  wie  folet* 

Hilfssatz.  In  einem  Bereiche  S  seien  u,  v  harmonisch,  und  am 
Bande  von  S  seien  diese  Funktioncn  nebst  ihren  Ableitungen  erster  Ord- 
nung  stetig.  JDann  ist 


(1) 


In  der  Tat  ist 


wobei 


P  =  u 


dv 

dy 


—  v 


du 


Q  —  —  « 


cv 

dx 


+  v 


du 
dx ' 


Im  vorliegenden  Falle  sind  also  alle  Bedingungen  jenes  Satzes  erfullt, 
und  damit  ist  der  Beweis  fertig. 

Wir  wollen  jetzt  eine  grundlegende  Darstellung  fiir  eine  barmo- 
nische  Funktion  ableiten.  Sei  u  eine  im  Bereicb  S  karmoniscbe  Funk¬ 
tion,  welcbe  nebst  ibren  partiellen  Abteilnngen  erster  Ordnung  am 
Rande  stetig  ist^  und  sei  h  eine  zweite  Funktion,  welcbe  ebenso  pvie 
u  bescbaffen  ist,  nur  dab  li  in  einem  einzigen  inneren  Punkte  0:  {x,  y ) 
von  S  logaritbmiscb  unendlicb  wird: 

.  h  =  log  1/r  +  a  (x,  y) , 

wo  r  die  Entfernung  von  0  und  a  eine  aucb  in  0  barmonische1) 
Funktion  bedeuten.  Wir  umgeben  0  mit  einem  kleinen  Kreise  vom 
Radius  p  und  beben  diese  Kreisscbeibe  aus  S  fort.  Auf  diesen  neuen 
Bereicb  wenden  wir  dann  die  Formel  (1)  an  und  erbalten  so: 


< 


wo  das  erste  Integral  vom  Kreisrande  berriibrt,  wiibrend  das  zweite 
Integral  liber  den  ganzen  Rand  von  S  zu  erstrecken  ist.  Lassen  wir 

1)  Es  wird  sick  spiiter  herausstellen,  daB  die  Annakme,  co  (x,  y)  sei  bloB 
endlich  im  Punkte  0 ,  ausreicht. 
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jetzt  p  -gegen  0  abnehmen  und  seben  wir  zu,  welch  en  Grenzwerten 
die  beiden  Bestandteile  des  ersten  Integrals  sich  nahern.  Am  Ivreis- 
rande  ist 

dh _ l  ,da 

dr  q  dr  ’ 

und  hiernacli  ist  zufolge  des  Mittelwertsatzes  von  §  3 


O 

Der  Integrand  —  u oil  i  ist  nainlick  eine  stetige  Funktion  von 

o  1  s  dr  ° 

p,  6  im  Bereicke 


(R>  0),  0  <>0<L2%, 


und  darum  definiert  das  Integral  eine  stetige  Funktion  von  p  im 
Intervalle  0  p  R.  Infolgedessen  ist  insbesondere  der  limes  des 
Integrals  gleick  dem  Integrale  des  limes. 

In  ahnlicher  Weise  zeigt  man,  daB 


lim  I  gh  dQ  =  0 

*  =  0V 

ist.  Das  hiermit  gewonnene  Resultat  wollen  wir  noclr  in  foloenden 
Satz  zusammenfassen. 


1.  Satz.1)  1st  u  harmonisch  innerhalb  eines  Bereiches  S  und  iiber- 

dm’”fst  fm  PaHidla>  Ableitungm  erster  Ordnung,  stetig  am  Bande, 
so  iapt  sick  u  durch  das  Integral  darstellen  • 


w°  h  dm  oben  genannten  Bedingungen  unterworfen  ist. 
Insbesondere  kann  man  mit  Riemann 


setzen,  wo 


r‘ 


(x  b)~  +  (y  —  rj)2 


1)  F  iir  das  Newtonsche  Potent  ini  p 
'oganthmisehe  bei  Riemann,  k  -VSe'l’ ** 


GoO  IV  ,  13.  Grundlagen  der  Theorie  des  logarithmischen  Potentials. 


ist.  Dann  ist  h  niclit  nur  eine  karmoniscke  Funktion  der  laufenden 
Koordinaten  £,  r;,  wenn  der  Punkt  (x,  y)  als  fest  angesehen  wird, 
sondern  aucli  eine  harmoniscke  Funktion  von  x,  y  bei  festem  (£,  rj). 

Letzteres  gilt  ebenfalls  von  der  Ableitung  — 1-^— ,  was  fur  die  An- 

wendungen  von  Wicktigkeit  ist.  In  der  Tat  verkalt  sick  eine  kar- 
moniscke  Funktion  invariant  gegeniiber  einer  Koordinatentransforma- 
tion.  Drekt  man  also  die  Ebene  um  den  Punkt  (|,  rf)  derart,  daB 
die  Norm  ale  mit  der  positiven  2-Ackse  den  Winkel  0  einscklieBt,  so 
gekt  clogr/dn  in  clogrjct,'  fiber,  und  nun  kann  man  letztere  Diffe¬ 
rentiation  direkt  in  der  Laplacescken  Gleiekung  ausfiikren: 


A 


o  log  r 

~H'  “ 


jf  A  loS  *  =  °- 


Die  Greenscke  Funktion. 

Verlangen  wir  von  der  Funktion  h  auBerdem  nock,  daB  sie  am 
Rande  verscliwinden  soil,  so  kaben  wir  damit  die  Greenscke  Funk¬ 
tion1)  g  des  Bereickes  S.  Wir  fassen  diese  Definition  nock  einmal, 
wie  fok'-t,  zusammen:  Unter  der  Greenschen  Funktion  eines  Bereickes  S 
versteht  man  eine  Funktion  eg,  icelche 

a)  ini  Bereiche  S,  von  einein  einzigen  innern  Punkte  0  abgesehen, 
eindeutig  und  harmonisch  ist;  ferner 

b)  im  Punkte  0  logaritlimisch  mendlich  wird:2) 

g  =  log  lfr  -f  co, 


c)  am  Iiande  von  S  verschwindet. 

1)  Filr  den  dreidimensionalen  Fall  bei  Green,  a.  a.  0.,  Nr.  (5),  S.  16. 
Green  wurde  bei  seinen  Untersuchungen  fiber  statische  Elektrizitat  auf  folgen- 
des  Problem  geffihrt.  Gegeben  sei  eine  geschlossene  leitende  Oberfh ache ,  ^ "dc 
mit  der  Erde  in  Yerbindnng  gesetzt  ist.  In  einem  innern  Punkte  P  derselbe^ 
sei  eine  Elektrizitatsmenge  w  =  l  angebracht.  Dann  wird  auf  der  innei 
des  Leiters  Elektrizitat  induziert,  und  zwar  so,  daB  das  Potential  G  i 
sich  einein  konstanten  Randwert  anschlieBt,  namlich  dem  Potential  er  E  G 
welches  gleich  0  gesetzt  werde.  Andererseits  wird  ^  «  d«  Nahe 

von  P  ins  Unendliche  wachsen,  und  nun  liegt  es  nahe,  die  Funktion  (x 

diesem  Bereiche  als  von  der  lorin 

G  =  — - — b  Q 

anzunehmen ,  wobei  ft  rich  im  Punkte  P  harmoniech i  verhUt ;  denn 
tion  1/r  ist  ja  eine  Losung  der  Laplaceschen  Differentialgleichung 

61°nei2)  Auf  Grund  des  9.  Satzes  dieses  Paragraphen  genugt  hier  bloB  die  An  ^ 
nahme,  daB  die  Funktion  g  im  Punkte  0  positiv  unendhch  wird. 
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Freilick  muB  man  vorliiufig  noch  verlangen, 

d)  daB  die  parfciellen  Ableitungen  erster  Ordnung  von  g  am  Rande 
stetig  seien.  Dock  wird  sicli  spater  ergeben,  daB  'lie  Redingung  d), 
im  Falle  eines  aus  einer  endlichen  Anzakl  analytiscker  Kurven  be- 
stekenden  Ramies,  bekufs  der  Begriindung  der  nackstekenden  Haupt- 
formel  (4)  entbekrliek  ist. 


DaB  einem  beliebigen  Bereicke  S  stets  eine  Greenscke  1  unktion 
entsprickt,  wird  spater  streng  analytisck  bewiesen,  dock  kat  die  pky- 
sikaliscke  Evidenz  die  Pkysiker  an  der  Existenz  dieser  Funktion  nie- 
mals  zweifeln  lassen.  In  der  Tat  denke  man  sick  den  Bereick  S  als 
ein  Blatt  Stanniol,  dessen  Rand  mit  einer  dicken  Kupfermasse  in 
Yerbindung  gesetzt  ist.  Am  Pnnkte  0  werde 
der  Pol  eines  galvaniscken  Elements  angebrackt, 
wakrend  der  andere  Pol  mit  dem  Kupfer  ver- 
bunden  wird.  Sodann  tritt  eine  Elektrizitiits- 
stroinung  ein.  Dabei  wird  man  den  Widerstand 
des  Kupfers  als  versckwindend  klein  anseken, 
so  daB  also  das  Potential  g  in  alien  Randpunk- 
ten  des  Blattes  einen  konstanten  Wert  erkalt, 
welcken  wir  gleick  0  setzen  mogen.  Anderer- 
seits  wird  g  im  Punkte  0  logaritkmisck  unendlick1),  und  zwar  kann 
man  es  so  einrickten,  daB  die  Ergiebigkeit  der  Quelle  gerade  1  be- 
tragt.  Hiermit  ist  die  Greenscke  Funktion  des  Bereicks  S  fertio-. 


Eine  andere  pkysikaliscke  Anordnung  zur  Realisierung  der  Green- 
sclien  Funktion  verdient  dock  nock  erwaknt  zu  werden.  Man  denke 
sick  den  Bereick  S  als  eine  diinne  nickt  leitende  Platte,  welcke  auf 
beiden  Seiten  inkl.  des  Randes  mit  einer  diinnen,  iibrigens  gleick- 
formigen  leitenden  Sckickt  iiberzogen  ist.  Auf  der  einen  Seite  wird 
dann  am  Punkte  0  der  eine  Pol  eines  galvaniscken  Elements  auf- 
gesetzt,  wakrend  der  andere  Pol  auf  der  anderen  Seite  gerade  am 
arunter  liegenden  Punkte  Q'  angebrackt  wird.  Dementspreckend 
breitet  sick  die  Elektrizitat  auf  der  einen  Seite  aus,  liiuft  dann  uber 
den  Rand  auf  die  andere  Seite,  urn  sick  dort  wieder  in  einen  Punkt 
zusammenzuzieken.  Aus  Symmetriegrunden  gestalten  sick  dabei  die 
Stromungslimen  auf  den  beiden  Seiten  einander  gleick-  lanes  des 
an  es  selbst  findet  iibrigens  keine  Stromung  statt.  Infolgedessen 

Hch  ttrgnernade  Positiv  unend- 

dem  9.  Satze  dieses  Paragraph!.  ^endlick  werden  mufi,  folgt  aus 
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ist  der  Rand  eine  Niveaukurve,  und  die  Potentialverteilung  •  auf  der 

emen  Seite  der  Platte  liefert  daber  eben  die  gesucbte  Greensche 
funktion. 


Diese  pliysikaliscbe  Deutung  der  Greenschen  Funktion  ist  aucli 
desbalb  von  Wicbtigkeit,  weil  wir  an  der  Hand  der  hiermit  ge- 
wonnenen  pbysikaliscben  Anschauung  einen  Grenziibergang  vornehmen 
konnen,  wodurcb  die  beiden  iibereinander  liegenden  Punktquellen  an 

einen  Randpunkt  der  Platte  keranriieken.  Daraus 
erwacbst  eine  Stromung,  welebe  aucli  dadnrcb 
hervorgerufen  werden  kann,  dab  man  ein  Quell- 
paar  am  genannten  Randpunkte  so  anbringt,  dab 
die  Acbse  desselben  den  Rand  beriibrt,  wobei 
dann  selbstverstandlicb  nur  die  Half'te  dieses 
Motors  zur  Verwendung  gelangt.  Es  geniigt  bier 
jedenfalls  vorauszusetzen,  dab  der  Rand  in  dem 
betreffenden  Punkte  analytisch  sei. 

Auf  gab  e.  Man  zeige,  dab 


ist,  wo  y  eine  einfacbe  regulare  geschlossene,  den  Punkt  0,  aber 
keinen  Randpunkt  von  S  umfassende  Kurve  ist  und  n  sicb  auf  die 
innere  Normale  beziebt. 

Mittels  der  Green scben  Funktion  erbalt  man  eine  auberordentlich 
wicbtige  Darstellung  fur  die  Funktion  u.  Die  Forrnel  (2)  reduziert 
sicb  namlicb  bier  auf  die  einfacbere: 

W  u  =  hfu%ds’ 

c 

wo  U  den  Randwert  von  u  bedeutet.  Das  Ergebnis  wollen  wir  nock, 
wie  folgt,  zusammenfassen  und  dabei  zugleicb  aucb  erweitern. 

2.  Satz.  Eine  in  einem  Bereicli  S  harmonische  Funktion  u,  welehe 
in  jedem  Randpunkte  von  S  einen  Randwert  U  annimmt ,  lafit  sich  im 
Innern  von  S  durcli  das  Integral: 

u  =  hJuWnds  "*■  M  =  kfUdh 
c  c 

darstellen,  tvohei  g  die  Greensche  Funktion  des  Bereiches,  h  Hire  kon- 
jugierte  Funktion  bedeutet. 
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Wie  man  sieht,  wird  der  erste  Faktor  des  Integranden  allem 
durch  den  Wert  der  darznsteiienden  Funktion  am  Rande  bestimmt, 
wahrend  der  zweite  dagegen  iiberhaupt  von  jener  Funktion  unab- 
kangig  ist,  er  wird  vielmebr  lediglicb  durch  die  geometriseke  Gestalt 
von  S  bedingt.  —  Der  Satz  ist  das  Analogon  der  Cauckyschen  Inte- 
gralformel,  Ivap.  7,  §  4. 

Im  vorkersrekenden  ist  der  Beweis  dieses  Satzes  nur  unter  den 
Yoraussetzungen  erbracht,  da6  einerseits  die  Greenscke  Funktion  der 
Bedingung  d)  unterworfen  sei,  wiikrend  andererseits  die  Ableitungen 
erster  Ordnung  von  u  am  lxande  stetig  bleiben  sollen.  Wir  wrerden 
den  Beweis  spater  auf  den  Fall  ausdehnen,  dab  der  Rand  aus  einer 
endlicken  Anzahl  analvtischer  Kurven  bestekt,  wobei  dann  die  Be- 
dingung  d)  fortfallen  darf,  und  auck  jeglicke  Yoraussetzungen  beziig- 
lick  des  Yerhaltens  der  Ableitungen  von  u  am  Rande  entbehrlick 
werden.  Im  iibrigen  feklt  vorlaufig  jeder  Existenzbeweis  fur  die  Green¬ 
scke  Funktion.  Diese  Liicke  wird  ebenfalls  spater  ergiinzt. 

Auf  den  allgemeinsten  Fall  eines  reguliiren  Randes  werden  wir 
nickt  eingeken.  Da  kann  es  beispielsweise  vorkommen,  dab  selbst  in 

einem  gewoknlichen  Punkte  ^  =  oo  wird.  Allein  die  konjugierte 

Funktion  h  wird  stetig  am  Rande  sein  und  sick  im  iibrigen  langs 
des  Randes  monoton  andern,  so  dab  also  die  zweite  Form  el  des  Satzes 
stets  einen  Sinn  kat  und  ihre  Gultigkeit  bekiilt. 


Das  Poissonscke  Integral. 


Ofay) 


Fiii  den  Fall,  dab  der  Bereick  S  ein  Kreis  ist,  kann  man  die 
Greenscke  Funktion  sofort  kinsckreiben.  Sei  O'  der  in  Bezug  auf  den 
Kreis  zu  0  konjugierte 
Punkt  und  seien  p'  bzw. 
die  Entfernungen  eines  ver- 
anderlicken  Punktes  (£,  rj) 
der  Ebene  von  0,  O'.  Dann 
ist  kings  des  Kreisrandes 

r?  =  const.  = 

Z7  Fig.  136. 

wobei  li  also  nur  von  x ,  y,  _ 

nickt  von  %  v  abkangt.  Bildet  man  nun  die  Funktion 

^  ^  9  Q  “P  l°g  Q  -f-  log  ]\ , 

so  ist  das  eben  die  gesuchte  Greenscke  Funktion  ,  des  Kreises.  Trao-en 
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wir  dieselbe  in  das  Integral  (4)  ein.  Zunachst  ist 

dg  cos  7  cos  y' 

dn  q  q i 

r 2  =  +  p3  —  2 ap  cos  7 , 

^  —  a  —  2ciq  cos  y ; 


(6) 

ferner  ist 


woraus  sich  findet: 


dg 


l  r a2 —  r2 


a2  —  r'2“] 

e  2 


2  a  L  Q~ 

Formt  man  nocb  das  zweite  Kdaminerglied  niittels  der  Relationen: 


rr  -  a 


o 

a  —  r 


um,  so  kommt: 


2  '9 

cr  —  r  2 


'  U-  -  /  /  7 

'  Ty  —  ===  A/ , 

r  —  a  a 


9  1  /  *)  O  q 

a-—  a4,r-  r-—  a2 


^  9  2  /  9 

a2e'/r2 


und  das  gibt  endlicb: 


00 

0M 


a-  —  r 
ag- 


cr  —  r- 


a  cr  —  2 ar  cos  (0  —  i p)  -f-  r2 


Fur  den  Kreis  laBt  sick  das  Integral  (4)  in  der  Form: 


CO 


u 


id  JL 

=  ¥-  f  Up-d* 

2  71 J  dn 


o 


scbreiben,  und  biermit  erbalten  wir  nunmebr  die  Formel: 

2  n 

* 

V 


(8) 


u 


hi 


a-  —  rz 


a2  —  2  ar  cos  (0  —  ip)  r 


T  d  ip. 


o 


Dies  ist  das  sogenannte  Poissonsche  Integral.1)  Der  zweite 
Faktor  des  Integranden  ist  offenbar  dqr  reelle  Teil  der  Funktion 


ae^  +J 
ae'^-z' 


0  =  re0'. 


Hierin  liegt  aucb  eine  Bestatigung  der  bereits  aus  der  Relation  (6) 
ersichtlichen  Tatsaclie,  daB  dieser  Ausdrnck  harmonisch  ist. 

Andererseits  kann  man  liieraus  die  zu  dg/dn  konjugieite  bunk 

1)  Poisson,  Journ  Ecole  roy.  polytechn Cah.  18  (1820)  S.  42-.  Fiir  das 
Newtonsche  Potential,  ibid.  Cah.  19  (1823)  S.  150. 
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konjugierte  Funktion  v  liin- 


schreiben: 

(9) 


2  qrjjinfflj- -j>) _  ^  +  Q 

a*  —  2 a r  cos  (0  —  t/>)  -p  r 


Aufgabe.  Man  zeige,  da8  die  Greensche  Funktion  des  Jvreises 
sick  invariant  gegeniiber  einer  Vertauscbung  von  Parameter  und  Ar¬ 
gument  verk’alt: 

g($,  r,  x,  y)  =  g(x>  v,  v)- 


(Der  Satz  gilt  auck  allgemein;  vgl.  den  10.  Satz  dieses  Paragrapken.) 

Zweite  Berleitung  des  Poissonschen  Integrals.  Booker1)  kat  eine 
auBerst  einfacke  und  natiirlicke  Herleitung  des  Poissonscken  Inte¬ 
grals  gegeben,  wonack  dasselbe  bloB  als  eine  transformierte  I  orm  des 
Mittelvvertsatzes: 

2  n 

no)  u=L.f  Vd(t> 

0 


erscheint.  Unterwirft  man  namlick  die  Ebene  einer  Transformation 
durck  reziproke  Radien,  so  gekt  der  an  der  Formel  (10)  beteiligte 
Kreis  K  in  einen  neuen  Kreis  IP  iiber.  Sei  0 :  (x,  y)  derjenige 
Punkt  von  IP,  in  welcken  der  Mittelpunkt  von  K  verwandelt  wird. 
Dapn  entsprickt  den  Radien  des  ursprunglicken  Kreises  eine  Kreis- 
sckar  mit  den  Fixpunkten  0  und  O',  wo  O'  konjugiert  zu  0  in  bezug 
auf  K  ist.  Bezeieknet  man  nock  mit  4’  denjenigen  Winkel,  welcken 
ein  veranderlicker  Kreis  dieser  Sckar  mit  der  durck  0  und  O'  geken- 
den  Geraden  einscklieBt,  und  mit  <p  den  Winkel  zwiscken  den  ent- 
spreckenden  Radien  des  Urkreises,  so  ist  wegen  der  konformen  Ab- 
bildung  mit  Umlegung  der  Winkel  4,  =  -  cp.  Hiernack  steUt  sick  der 
Wert  von  u  im  Punkte  0  in  folgender  einfacker  Gestalt  dar: 


(11) 


- 

uLL) Ud *• 


D  Dies  1st  nun  aber  nickts  anderes,  als  eine  verkappte  Form  des 
Poissonscken  Integrals,  was  auck  sofort  erkellt,  wenn  man  nack 

l)  Vgl.  Backer,  Bull.  Amer.  Math  Soc  «>  T?pn10 
sowie  Annals  of  Math.,  2.  Reike,  Bd.  7  (1906)  S  81  l  .  S‘  424’ 

weist  mekr  als  die  soeken  kesprockene  da  iet/l  D  ?  Herleitungsweise  be- 
des  Verk aliens  der  Ableitungen  am  Ra’nde  notig  ist  °raUSSetzuuS  ^ezugliek 
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dem  Kreisbogen  s  integriert: 


2*  2  na 

JUdf-fu* ids, 

0  0 


und  die  zu  *  konjugierte  Funktion  sucht.  In  der  Tat  entnimmt  man 

beigesetzter  Figur  die  Bezie- 
buncr; 

O 

denn  der  Tangentenwinkel  ip 
bat  ja  die  Halfte  des  Kreis- 
bogens  OMO'  zum  MaBe,  wab-» 
rend  6  und  %~0'  Peripberie- 
winkel  auf  dem  Bogen  MO' 
resp.  MO  sind.  Andererseits 
sind  die  zu  6,  6  konjugierten  Funktionen  bis  auf  additive  Konstanten 
gleicb  —  log  p  bzw.  —  log  p\  Demnacb  wird 


dip 

ds 


d_ 

dn 


~  log  9  +  log  9 


dg 

dn  ’ 


und  biermit  tritt  die  Ubereinstimmung  der  Formeln  (11)  und  (7)  zu 
tage,  sowie  man  in  (7)  als  neue  Integrationsvariabele  s  =  a  ip  einfiibrt. 

Aus  dieser  Uberlegung  gebt  nun  die  Poissonscbe  Formel  bervor, 
indem  man  das  soeben  gescbilderte  Verfabren  umkebrt.  Sei  u  eine 
Funktion,  welcbe  in  einem  Ivreise  1C  barmoniscb  und  auch  am  Rande 
desselben  stetig  ist,  und  sei  O’  ein  beliebiger  innerer  Punkt  von  1C. 
Man  scbreibe  ferner  das  Integral 


2  na  in 


bin.  Unterwirft  man  dann  K'  einer  'solcben  Transformation  durcb 
reziproke  Radien,  daB  O'  in  den  Mittelpunkt  des  transformierten 
Kreises  K  geworfen  wird,  so  tritt  jetzt  der  Mittelwertsatz  in  Kraft, 
vgl.  die  Aufgabe  darunter,  S.  622,  womit  sicb  denn  das  gewiinschte 
Resultat  ergibt. 

Das  Poissonsche  Integral  bei  beliebigen  JRandwerten.  Bisber  sind 
wir  bei  der  Bebandlung  des  Poissonscben  Integrals  von  einer  bai- 
monischen  Funktion  ausgegangen,  deren  Stetigkeit  am  Rande  bereits 
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nach  Yoraussetzung  feststand,  und  auBerdem  mufiten,  um  den  Bediirf- 
nissen  der  ersten  Beweismethode  gereclit  zu  werden,  auch  die  Ab- 
leitungen  erster  Ordnung  von  u  am  Rande  stetig  sein.  \\  ir  wollen 
ims  jetzt  eine  beliebige  stetige  Folge  von  Werten  auf  der  Kreis- 
peripherie  geben  und  die  Frage  aufwerfen:  Wird  dann  stets  eine 
Funktion  u  vorhanden  sein,  welclie  im  Innern  des  Kreises  harmonisch 
ist  und  sich  iiberdies  den  genannten  Werten  am  Rande  stetig  an- 
schlieBt?  Nach  der  zweiten  Beweismethode  wird  diese  bunktion,  falls 
sie  existiert,  sicher  durch  das  Poissonsche  Integral  dargestellt. 


DaB  diese  Frage  in  der  Tat  zu  bejahen  ist,  hat  Schwarz1)  ge- 
zeigt.  \  ermoge  der  von  B ocher  gegebenen  Form  des  Poissonschen 
Integrals  (11)  spring!  dieser  Satz  sofort  in  die  Augen.  In  der  Tat 
sei  U  erne  stetige,  sonst  aber  vollig  willkurliche  Funktion  auf  dem 
Kreisrande,  und  man  schreibe  das  Integral 


1)  Werke,  Bd.  2,  S.  3C0.  Vgl.  iudesseu 


aucli  Poisson,  a.  a.  0. 


638 
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Werte  von  U  beim  Integrale  vorwiegend,  dessen  Wert  mithin  un- 
gefahr  UQ  betragen  wird.  Die  beiden  Figuren  138a  und  138b  sind 
quantitativ  ausgeliibrt  und  entsprechen  einer  Teilung  des  Winkels 
0^£2tc  in  zwolf  gleiche  Teile,  so  daB  also  die  Tangenten  der 
Kreise  im  Punkte  0  gleich  stark  gegeneinander  geneigt  sind. 

Hiermit  ist  aucb  der  Weg  gezeigt,  auf  welchem  man  zu  einem 
strengen  aritkmetiscken  Beweise  gelangen  kann.  Letzterer  laBt  sicb 
indessen  bequemer  fiihren,  indeni  man  die  obere  Halbebene  an  Stelle 
des  Kreises  treten  laBt.  Messen  wir  den  Winkel  ip  von  der  nach 
unten  gerichteten  Ordinate,  wie  in  der  Figur  angedeutet  ist,  so  er- 
gibt  sich: 

tan  —  =  — - — ,  ip  =  2  arc  tan  — — , 


dip  =  2 


_ yd£ 

(I  —  x)-  +  y’> 


(12) 


ydi 


Sei  e  eine  beliebig  kleine  positive  GroBe,  sei  P:  (x0,  O')  ein  be- 


liebiger  Punkt  der  rc-Achse,  und  sei  U0  der  Wert  von  U  im  Punkte 
P.  Dann  gibt  es  eine  positive  GroBe  h  derart,  daB 

\U-U0\<s 

bleibt,  sobald  nur  |  £  —  x0  <  2h  wird.  Sei  ferner  M  der  Maximal- 
wert  von  Pj  am  Kreisrande. 

Der  Punkt  0 :  (x,  y)  moge  nun  ,auf  ein  sogleich  nalier  zu  be- 


stimmendes  Becbteck: 

, 

y 

■> 

l 

X 

,  — t - - 

Xo  -2h  Xo 

—h  Xo  Xo+h  Xo+Zh 

Fig.  140. 


x  Xq  <C[  h  y 


0  <  y  <  l 


§  4.  Fortsetznng;  zweite  Gruppe,  auf  einer  Integraldarstellung  fuBend.  639 
bescbrankt  werden.  Wir  scbreiben  das  Integral  (12)  in  der  Form  bin 

’  x0-2  h  r0  +  2h  oo 

J  +  J  +  J  ’ 

-oo  a-0 -  2  A  x0  +  2  A 

uud  bezeichnen  die.se  drei  'Integrate,  je  dnrch  jr  geteilt,  bzw.  mit 
J1}  J2,  ^3-  ist  dann 


J3  <  M  I L  y  ^  ,  — .  =  arc  tan  - 

3  =  (I  -  xy  +  ir  » 


£  —  x 
y 


-r0  +  2  /< 


3fr* 


—  arc  tan 


•r0  +  2  /( 

ar0  —  x  -j-  2  h' 

V 


wobei  der  Hauptwert  der  Funktion  arc  tan  x  rerstanden  ist: 


n 


—  —  <  arc  tan  x  < 


7t 


Bedenkt  man  nun,  dab  arc  tan  x  monoton  mit  x  zunimmt,  wahrend 
andererseits 

—  h  <  x0  —  x  <  7i 
bleibt,  so  erkennt  man,  dab 


arc  tan  ^  <  arc  tan  r°  jt 

1  V  2 


ist.  Demgeraab  wollen  wir  Z  jetzt  so  wahlen,  daB 


wird.  Dann  wird 


arc  tan  *  =  ~  —  £ ,  Z  ^  A  tan  £ 


In  abnlicber  Weise  zeigt  man,  daB  aucli 


ist. 


T  / 

rr 


Was  nun  endlicb  J2  anbetrifft,  so  ist 


3-0  +  2  /( 


J2  =  1  I  (lTn  4-  t)  yd  g 

0  +  sj  (t_x)3+  (/, 


7T 


arc  tan 


•r0  -  2  a 

- - arc  tan  0 — ~ _ 

^  7/ 


**-0  T  6/t 

+  -/  _ 

v *)*+»«» 


~  2  /( 
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wobei  £  <  e  ist.  Nach  dem  Vorkergehenden  liegt  der  Wert  der 
eckigen  Klammer  zwischen  *  -  2  s  und  *,  und  der  letzte  Ternr  rechter 
Hand  liegt,  absolut  genommen,  unterhalb  s.  Hiermit  sind  alle  Ab- 
schatzungen  fertig,  und  der  Beweis  ist  geliefert. 

Der  vorsteliende  Beweis  gestattet  eine  viel  allgemeinere  Formu- 
lierung  des  Satzes.  Wie  man  sieht,  kommt  es  im  Wesentlicben  nur 
darauf  an,  a)  daB  U  in  einem  vorgegebenen  Randpunkte  Q  des  Kreises 
stetig  sei;  b)  daB  U  endlich  und  langs  des  ganzen  Kreisrandes  inte- 
grierbar  sei.  Allein  in  der  Umgebung  eines  Randpunktes,  in  dessen 
Nahe  U  unstetig  wird,  aber  endlich  bleibt,  wird  u  auch  endlich 
bleiben.  DemgemaB  konnen  wir  folgenden  Satz  aussprechen. 

3.  Satz.  Sei  U  eine  Function,  welche  Icings  der  Peripherie  eines 
Kreises,  hochstens  von  einer  endlichen  Anzdhl  von  Punkten  obgeselien , 
stetig  ist,  und  sei  U  ferner  endlich.  Dann  stellt  das  Poissonsche 
Integral 

2  71 

1  Itt  CI-  —  P 

U=  I  Li  — , - - - — - : - 2  df 

2  7i,/  a-  —  2 ar  cos  (ip  —  d)  -J-  r 2 
o 

_  eine  innerhalb  des  Kreises  endliche  harmonische  Funktion  vor,  welche  in 
jedem  Randpunlcte,  wo  V  stetig  ist,  den  Bandwert  U  annimmt,  und  im 
Innern  des  Kreises ,  sofern  nicht  gerade  U  =  const,  ist ,  zwischen  der 
oberen  und  der  unteren  Greuze  von  U  liegt. 

Es  ist  nicht  schwer,  den  Satz  auf  den  Fall  auszudeknen,  daB  V 
in  der  Niike  einer  endlichen  Anzahl  von  Randpunkten  aufkort,  endlich 
zu  bleiben,  yorausgesetzt  nur,  daB  U  sonst  stetig  ist,  und  daB  auBer- 
dem  j  U\  fiber  den  ganzen  Ivreisrand  bin  integrierbar  ist. 

4.  Satz.  Ist  u  harmonisch  in  einem  Kreise  x2  +  y-  <  cr  und 
stetig  am  Bande  dcsselben,  und  bezeichnet  man  ferner  den  Maximalwert 
von  |  u  |  am  Bande  mit  M;  so  ist  diejenige  konjugierte  Funktion  v, 
welche  im  Mittelpunkte  des  Kreises  vcrsc\windet,  der  Ungleichung  unter- 

worfen: 

(13)  M  ^«rr7T-  .  1 

Indem  wir  an  die  durch  die  Formel  (9)  gegebene  DarsteUung 
der  Funktion  v  aukniipfen,  bringen  wir  den  Mittelwertsatz  (B)  von 
Kap.  1,  §  4  in  Anwendung,  wobei  jener  Faktor  f{x)  im  vorliegenden 
Falle  mit  dem  Ausdruck  *7- 2ar  sin  (0  -  i>)/2x  identifiziert  werden 
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soli.  So  kommt: 


v<  — 

—  7t  J 


arM  j 


a *  —  2  a  r  cos  (6  —  ip)  -}-  r 


w.  z.  b.  w. 


Die  Abschatmng  (13)  gilt  offenbar  auch  dann,  wenn  unto  _  M 
die  Oscillation  dee  Randwerte  von  u  verstanden  tvird. 

Ausgeriistet  mit  dein  Poissonschen  Integral  wenden  wii  uns  jetzt 
zur  weiteren  Forschung  der  Tlieorie  des  logaritlimisclien  Potentials. 

Weiterentwicklung  der  Tlieorie  auf  Grund  der  Integral- 


darstellungen. 


5.  Satz.  Eine  harmonische  Function  besitzt  part  idle  Ableitungen 
alter  Ordnungen.  Jede  derselben  ist  wieder  harmonisch. 

In  der  Tat  sei  A  ein  Punkt,  in  welchem  die  Funktion  u  har- 
monisch  ist.  Beschreibt  man  dann  um  A  eiuen  geniigend  kleinen 
Kreis,  so  kann  man  u  innerbalb  desselben  mittels  des  Poissonscben 
Integrals  darstellen.  Aus  der  hiermit  gewonnenen  Formel  erkennt 
man,  daB  u  beliebig  oft  naeh  x  und  y  differentiiert  werden  darf,  in- 
dem  man  die  Differentiation  unter  dem  Integralzeiclien  ausfiihrt.  DaB 
die  Ableitungen  von  a  ebenfalls  harmonisch  sind,  ergibt  sich  aus  der 
Relation: 


mon  isch  verb  alt  und  a  uch  im  unendlich  fernen  Bereiche  der  Ebene  end- 
lich  bleibt,  ist  eine  Konstante. 

Seien  0,  P  zwei  beliebige  Punkte  der  Ebene.  Um  0  beschreibe 
man  einen  den  Punkt  P  umfassenden  Ivreis  und  stelle  man  zi  inner- 
halb  desselben  durch  das  Poissonsche  Integral  dar.  Im  Mittelpunkte 
0  geht  das  Integral  in  die  Formel  des  Mittelwertsatzes  iiber: 


o 


und  man  erhalt  sonach  die  Gleichuno-  • 

O  * 


2  r‘-  +  2ar  cos  (6  —  ip) 

—  2  ar  cos  (0  —  if))  rt  d  tl’- 


o 

Osgood,  Funktionentheorie.  I.  2.  Aufl 
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Aus  den  Beziehungen 

\-r  +  acos(d-xl>)\£ai-r, 
ar  —  2 ar  cos  (0  —  f)  -f  r2  >  (a  —  r)2 

folgt  dann,  daB 

—  2 r!  2«r  cos  (6  —  ip)  J  ^  2 r  (a  4-  r) 
a-  —  2ar  cos  (6  —  a/))-)-r2|=  (a  —  r)2 

ist.  Durch  passende  Wahl  von  a  kann  letztere  GroBe  offenbar  kleiner 
als  eine  willkurlich  vorgeschriebeue  positive  GroBe  e  gemacht  werden. 
Nun  ist  andererseits  nach  Voraussetzung  iiberall 

|  u  |  <  M, 

wo  M  eine  positive  Konstante  bedeutet.  Infolgedessen  ist 

i  Up  —  u0  <  £  M , 

d.  h.  die  Konstante  uP  —  u0  ist  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner 
als  jede  positive  GroBe.  Das  ist  aber  nur  dann  inoglich,  wenn  diese 
Konstante  den  Wert  0  hat1),  und  daher  ist 


up  =  u0, 

w.  z.  b.  w. 

Der  Satz  entspricht  dem  Liouvilleschen  Satze  in  der  Funk- 
tionentheorie,  Kap.  7,  §  5,  ist  aber  allgemeiner  als  jener,  da  er  nur 
die  Endlichkeit  des  einen  Teils  der  komplexen  Funktion  voraussetzt. 

7.  Satz.  Sei  u  eine  Function,  tvelche  in  einem  endhchen  zweifach 
zusammenh angenden  JBereich  S  harmonised  ist ,  und  seien  Cx  und  C2 
tv.  die  dufiere  und  die  inner  e  Begrenzung  von  S.  Dann  Id  fit  sich  u 
in  zivei  Teile  spalten: 

u  =  d-  u<&  > 

dergestalt,  dap  u%  im  Innern  von  C1}  und  u%  iiberall  im  Endhchen 
au fierh alb  C\  harmonised  ist. 

Setzt  man  im  1.  Satz  h  —  log  1/r,  so  kommt: 


1)  An  diese  fiir  die  modeme  Analysis  so  wiehtige  ^ 

noch  die  Bemerkung  kniipfen,  daB  dieselbe  m  e.nem  imendl.ch  kle  ne  AmsM 

GroBen  umfassenden  Zahlensystem  unmoglich  ware.  ur  e  m  n  ,  wert- 

GroBen  in  die  Analysis  einfiihren,  so  wiirde  darmt  erne  auBerordentl.ch  werte 

voile  Beweismethode  eingehen. 
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und  da  Jiefern  nun  die  beiden  Integrale  rechter  Hand  eben  die  in 
Aussicbt  genoinmenen  Funktionen  u%  und  w®.  In  dei  Tat  ist  dei 
Integrand  harmonisch,  und  ii-berdies  laBt  sich  die  Differentiation  nach 
Kap.  3,  §  8  unter  dem  Integralzeichen  ausfiihren. 

Der  Beweis  setzt  voraus,  dab  sowohl  u  als  cu/ai  stetige  Rand- 
werte  besitzen.  Wir  kbnnen  jedoch  die  SchluBweise  leicht  dahin  ab- 
andern,  daB  diese  Annahme  ganz  beseitigt  wird,  indem  wir  zwei 
Kurven  Cf  und  C2  einfiihren,  welebe  ganz  innerbalb  S  liegen  und 
dicht  neben  Cx  bzw.  C2  berlaufen.  Fiir  den  durch  Cf  und  C2  be- 
grenzten  Bereich  S'  wird  dann  der  vorstehende  Beweis  seine  Gultig- 
keit  beibehalten: 

u  =  u'%  +  u\i. 


LaBt  man  jetzt  Gf  sicli  an  die  Kurve  G\  immer  enger  anschmiegen, 
so  wird  dadurcb  weder  u  nocb  u\i  behelligt,  und  darum  bleibt  aucli 
u'%  ungeandert  in  jedem  Punkte  von  S,  welcber  einmal  von  S'  um- 
faBt  ist.  In  der  Grenze  erbalt  man  mitbin  eine  Funktion  u%,  welebe 
in  Cx  eindeutig  und  harmoniseb  ist.  Verfahrt  man  noch  mit  C2'  in 
abnlicber  Weise,  so  ergibt  sicli  damit  die  gewiinschte  Yerallgemeine- 
rung. 

Dieser  Satz  entspricht  dem  Laurentsc-ben  Satze  in  der  Funk- 
tionentheorie,  Kap.  7,  §  15. 

Berne rkung.  Liese  V er  all  gem ei nerung  urn fa fit  insbesondere  den 
Fall,  daft  die  Kurve  C2  auf  einen  Punht  zusammenschrumpft  bzw.  da/5 
die  Kurve  Cx  ms  Unendliche  riiclt  und  die  ganze  Elene  sehliefttich  um- 
fci/5t,  sotvie  auch  das  gleichzeitige  Bestehen  beider  Fdllc. 

Aufgabe.  Man  dehne  den  Satz  auf  einen  beliebigen  mehrfach 
zusammenbangenden  Bereich  aus. 


Der  unendlich  feme  Bereich  der  Ebene  wird  hier,  wie  in  der 
unktionentheorie  und  der  Geometric  der  reziproken  Kadien,  als  ein 
Bunkt,  der  Punlit  oo,  aufgefaBt. 

Definition.  Eine  Funktion  u  soU  im  Punkte  co  harmonisch 
eifien,  wenn  ti  auBerhalb  einer  bestimmten  geschlossenen  Kurve  ein- 

lich  bieibt  m,0niSCh  iS‘  UDd  ™  genannten  Bereiche  end- 

G  Zusatz;  Im  runkte  oo  bleibt  harmonisch,  odcr  aber  m 
wird  dort  loganthmisch  unendlich ,  und  zwar  ist 


—  w  li  log  p } 
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wo  sich  w  im  Punkte  oo  harmonisch  verhalt  und  dort  verschwindet , 
*  K°nstante  ist,  die  insbesondere  verschwinden  kann ,  wnd  p  die 
Entfernung  eines  verdnderlichen  Punktes  P :  (re,  y)  vow  mm  festen 
innerhalb  C2  gelegenen  Punkte  Q  bedeutet. 

Wir  schreiben 


u*  =  ~hju 


d  log  r 

on 


ds  4- 


hf' 


log  r| ~ds, 


wobei  notigenfalls  C2  durch  Cf  zu  ersetzen  ist,  und  zeigen  zuerst, 
daB  der  erste  Term  rechts  gegen  0  konvergiert,  wenn  r  =  oo  wird. 
In  der  Tat  ist 

tflogr  cosy 

dn  r 


Da  nun  u  cos  y  kings  der  ganzen  Kurve  C2  endlich  bleibt,  so  kon¬ 
vergiert  der  Integrand  gleichmaBig  gegen  0.  Dementspreckend  kon¬ 
vergiert  aucb  das  Integral  gegen  0,  vgl.  Kap.  3,  §  7. 

Zur  Bekandlung  des  zweiten  Termes  setze  man 


Dann  ist 


log  r  —  log  — b  log  q  ■ 


j  l°SrWnds  “/l0S  7  Tn ds  +  los  of  a 

Co  Co  tn 


ds. 


Hier  konvergiert  der  erste  Term  rechts,  wie  eine  iihnlicke  Uber- 
legung  wie  vorhin  zeigt,  ebenfalls  gegen  den  Grenzwert  0,  wenn 
r  =  c o  wird,  wahrend  der  zweite  bereits  die  Form  /.'  log  p  besitzt. 
Hiermit  ist  der  Zusatz  bewiesen. 

2.  Zusatz.  Uhter  wirft  man  die  Ebene  einer  Transformation  durch 
reziprolce  Radien  mit  clem  Inver sionszentrum  im  Punkte  Q,  so  geht  w 
in  eine  Funktion  tv'  iiher ,  ivelche  im  Punkte  Q  harmonisch  ist ,  sofern 

man  w  dort  den  Wert  0  beilegt. 

Der  Beweis  des  1.  Zusatzes  bedipnte  sich  eines  expliziten  Aus- 

drucks  fiir  die  Funktion  w ,  namlich: 


iv  =  — 


Indem  wir  an  diese  Formel  ankntipfen,  setzen  wn. 

(14)  QQ'=a\ 

wobei  der  Radius  a  des  Inversionskreises  so  genommen  wird,  daB  C, 
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ganz  auBerhalb  dieses  Kreises  liegt.  Sei  R  die  Entfernung  eines 
veranderiichen  Punktes  M  der  Kurve  C,  von  Q,  und  a  del-  Winkel, 
den  QM  out  Q  P  (Fig.  141)  einschlieBt.  Aus  del-  trigonometrischen 

Relation 

r2  =  R2  +  q2—2Rq  cos  co 
findet.  man  daun  vermbge  (14) : 


,4 


r  =  (R'2  +  q'2-2R'  cos  co), 

±1  Q 

log  —  =  *  log  {R'2  y'1  —  2  R’  q'  cos  co)  —  log  R  . 

Q  w 

Hier  stellt  der  erste  Term  rechter  Hand  den  Logarithmus  der  Ent¬ 
fernung  r'  des  Punktes  V \  {pc',  y')  vom  Punkte  J\I  vor;  waiirend  der 

••  (*,  y ) 


zweite  Term  unabhiingig  von  P'  ist,  und  daher  geht  log  t/q  durcli 
(14)  in  eine  ini  Punkte  Q  liaruionische  Funktion  fiber. 

Um  noch  den  transformierten  Wert  von  £  log  r/gn  zu  berechnen 
gestatten  w,r  jetzt  dem  Punkte  M  eine  beliebige  Lage  in  der  Nahe 

von  c  anzunebmen,  wobei  sich  dann  M'  seinerseits  in  der  Nahe 
von  C2  befinden  wird.  So  kotnmt: 


q2-2 Ry 


cos  CO  , 


log  r  =  log  r'  —  log  R'  4-  log  a* 

Q 

d  logj-  £ 
d  n 


g--.jl°gf-logP'+log“’j 

r  cos  •/  cos  7,-|  d  ri 
*'  R  J  dn  ’ 


a2 1  d  ri 
e'  I  dn 
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und  liieraus  erhellt,  da6  dlogr/dn  ebenfalls  in  eine  Funktion  h2 
iibergeht,  welch  e  sicli  in  Q  harmonisch  verbal!1) 

W  ir  haben  hiermit  eine  Darstellung  der  transformierten  Funktion  tv' 
von  folgender  Gestalt  erkalten: 


<Y 


wobei  sicli  der  Integrand  im  Punkte  Q  harmonisch  verhalt.  DaB 
dieses  Integral  deshalb  auch  eine  im  Punkte  Q  harmonische  Funk  tio' 
definiert,  schlieBt  man  sofort  auf  Grnnd  der  Satze  von  Kap.  3,  §  8, 
und  hiermit  ist  der  Beweis  geliefert. 

3.  Zusatz.  Eine  Funktion  u,  ivelche  sicli  im  Punkte  oo  har¬ 
monisch  verhalt,  geht  (lurch  eine  Inversion  der  Ebene  in  eine  Funktion 
u  iiber ,  ivelche  sicli,  von  einer  liebbaren  Unstetigkeit  abgesehen,  im  In- 
versionszcntrum  harmonisch  verhalt. 


Nach  dem  Vorliergeheuden  liiBt  sick  u  in  der  Form  darstellen: 


u  =  ut  +  w  -f-  k  log  p, 


wobei  sich  ul  in  der  ganzen  endlichen  Ebene  harmonisch  verhalt. 
Da  u  und  w  jedenfalls  im  Punkte  oo  endlich  bleiben,  so  miiBte  ut, 
falls  k  4=  0  ware,  dort  unendlich  werden.  Dies  geht  aber  nicht  an, 
vgl.  Aufgabe  1,  S.  623.  Infolgedessen  verschwindet  k,  und  damit 
erweist  sich  wegen  des  6.  Satzes  als  eine  Konstante. 

4.  Zusatz.  Eine  harmonische  Funktion  verhalt  sich  invariant 
gegeniiber  einer  konformen  Abbildung  selbst  dann,  wenn  der  transfor- 
mierte  Bereich  den  Punkt  oo  umfafit. 

5.  Zusatz.  Sei  u  eine  Funktion,  ivelche  aufierhalb  einer  oder 
mehrerer  Kurven  G,  inklusive  des  Punktes  oo,  eindeutig  und  harmonisch 
ist  and  aufierdem  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung 
stetige  Bandwerte  Icings  dieser  Kurven  annimmt.  Dann  Id  fit  sich  u 
im  genannten  Gebiete  in  der  Gestalt  darstellen. 


ivo  Moo  den  I Vert  von  u  im  Punkte  oo  bedeutet. 

Fur  das  AuBere  der  Kurven  C  entspricht  diese  Formel  der  frukeren, 
auf  einen  endlichen  Bereich  beziiglicken  Darstellung  (-).  Vgl-  auc 
Kap.  7,  §  9,  Aufgabe  5. 

1)  Der  soeben  durchgefiihrte  Beweis  laBt  sich  auch  in  eiufacher  | 

vermoge  komplexer  GroBen  erbringen. 
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In  den  obigen  Entwicklungen  ist  folgender  wichtiger  Satz  ent- 

halten. 

8  Satz  In  der  Umgebung  tines  Punktes  A,  diesen  PunU  selbst 
a J’i— ,  *  «  eindeuUg  und  Harmonised 
endlkh  in  der  gmanntm  Umgebung.  so  wird  u  auch  m  PmMe  A  bar 
moniseh  sein,  sofern  man  mr  von  timer  hebbaren  Unstetigkeit  dort  absieht. 

Zum  Beweise  brauelit  man  nur  eme  Transformation  durch  rezi- 
proke  Radien  vorzunelimen,  wodurch  der  Punkt  A  ins  Unendhc  e 
geworfen  wird,  und  bierauf  den  3.  Zusatz  in  Anwendnng  zu  bringen. 

Ein  zweiter  Beweis  stiitzt  sicb  auf  den  9.  Satz  und  wird  noc  1 
im  Ansclilusse  daran  besprocben. 

Der  Satz  entspricht  dem  Riemannschen  Satz  in  der  bunktionen- 
theorie,  Kap.  7,  §  6,  9.  Satz,  ist  aber  allgemeiner  als  jener,  da  bier 
keine  Yoraussetzung  beziiglicb  des  Verhaltens  der  konjugierten  Funk- 
tion  v  in  der  Nabe  von  A  gemacbt  wird. 

9.  Satz.  In  der  Umgebung  ernes  Punktes  A:  (a,  b),  den  Punkt  A 
selbst  allein  ausgenommen,  sei  u  harmonisch,  und  sei  ferner 

lim  u  =  +  oo  bzw.  —  oo . 

x  —  a,y  =  b 

Dann  lei  fit  sicli  u  in  der  gencennten  Umgebung  in  der  Form  darstdlen: 


u.=  k  los 

wo  co  sick  im  Pankte  A  harmonisch 
von  A  bedeutet ,  falls  dieser  Punkt 
im  Endlichen  liegt,  sonst  aber  die 
Entfernung  von  irgend  einem  festen 
Punkte  der  Ebene. 

Der  Satz  ist  vielfach  von  den 
Pbysikern  angewendet  worden  und 
liegt  insbesondere  der  Aufstellung 
der  Greenscben  Funktion  in*  der 
urspriinglicben  Green  seben  Ab- 
bandlung  zugrunde.  Bewiesen  ist 
er  erst  von  Bdcber1),  welcber  ibn 
einmal  auf  barmonisebe  Funktionen 
von  n  Argumenten,  sodann  aucb 

1)  B ocher,  Bull.  Math.  Amcr.  Sc 


r  +  co, 

verb  alt,  und  wo  r  die  Entfernung 


'•1  2-  F<bge,  Bd.  9  (1903),  S.  455. 
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auf  Funktionen  zweier  Argumente,  welche  linearen  Differentialglei- 
chungen  Tom  elliptischen  Typus  genugen,  verallgemeinerte.  ‘  Seinen 
Beweis  teilen  wir  hier  mit. 

Wir  wollen  festsetzen,  daB  der  Punkt  A:  (a,  b)  im  Endlichen 
liegt  und  daB  u  in  A  positiv  unendlicli  wird.  Die  anderen  Falle 
lassen  sick  offenbar  auf  diesen  Fall  zuruckfiihren.  Um  A  werde  ein 
Ivreis  K  gelegt,  welcher  keinen  weiteren  singularen  Punkt  der  Funk- 
tion  enthalt.  Alsdann  werde  vermoge  des  Poissonschen  Integrals 
eine  Funktion  u  gebildet,  welche  auf  K  dieselben  Randwerte  wie  u 
annimmt  und  innerhalb  K  liarmonisch  bleibt.  Wenn  wir  nun  die 
Differenz 

f(cc,  y)  =  u  —  u 

bilden,  so  wird  diese  Funktion,  vom  Punkte  A  abgesehen,  im  Kreise 
K  harmonisch  sein  und  am  Rande  von  K  den  Wert  0  annehmen, 
wahrend  sie  im  Punkte  A  positiv  unendlicli  wird.  Sei  c  eine  groBe 
positive  Konstante.  Dann  stellt  die  Gleicliung 


(16) 


f(x,  y)  -  « 


ein  kleines  Oval  C  um  den  Punkt  A  dar.1) 

Des  weiteren  sei  P:  (x1 ,  yt)  ein  beliebiger,  von  A  verschiedener 
innerer  Punkt  des  Kreises  K,  und  man  bilde  die  Greensche  Funktion 
g  fur  den  Kreis,  deren  Pol  im  Punkte  P  liegt,  g  {cc,  y\ xt,  yt).  Wir 
nehmen  wieder  eine  groBe  positive  Konstante  cx  an  und  setzen 


(IT)  g(x,  y)  =  ct. 

In  diesem  Falle  ist  das  dadurcli  definierte  Oval  ein  den  Punkt  P  ent- 
haltender  Kreis  C±.  Im  iibrigen  sollen  dabei  c  und  ct  beide  so  groB 
gewahlt  werden,  daB  C  und  Gx  auBerhalb  einander  liegen.  Der  auBer- 
halb  C  und  Ct  gelegene  Teil  von  K  werde  endlicb  mit  S  bezeichnet. 

Hiermit  sind  alle  Vorbereitungen  getroffen.  Der  springende 
Punkt  des  Beweises  besteht  nun  in  der  Anwendung  des  am  Emgang 
des  Paragraphen  stehenden  Hiltssatzes*  auf  den  Beieich  S,  wobei 
u  =  f,  v  =  g  zu  setzen  sind.  DaB  u  und  somit  auch  f  stetige  Ab- 
leitungen  erster  Ordnung  am  Rande  von  K  besitzen,  folgt  aus  dem 
3.  Satze  von  §  6  unten.  Es  geniigt  indessen,  K  durch  einen  kleineren 
Kreis  K'  :  g  =  s  >  0  zu  ersetzen  und  dann  einen  Grenziibergang  voi- 


1)  Wegen  eines 
spatere  Austiihruugen 
gefubrt  ist. 


strengen 

verweisen 


Beweises  dieser  Behauptung  miissen  wir  auf 
man  vgl.  §  7,  wo  ein  iihnlicher  Beweis  durch- 


Of 
d  n 


ds  =  0, 
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zunehmen.  Da  mm  sowohl  /  als  g  am  Rande  yon  K  verschwinden, 
so  komint  zunachst: 

/  W:  -  <S9  +/V Ss  - 

Hieraus  findet  man  unter  Benutzung  des  Mittelwertsatzes  (B),  S.  20: 

(18)  f'JfndS'  ~  C'fTndS ‘  +  °J  t  dS  ~ 

c\  c\  c  C 

wobei  fh  =  fix', yx),  gt  =  g{x,i  y\  xlf  yx)  bzw.  den  Wert  von  f,  g  in 
einem  bestimmten  Punkte  von  C\,  C  bedeuten.  DaB  der  Mittelwert- 
satz  in  der  Tat  bier  anwendbar  ist,  erkennt  man  daraus,  daB  auBer- 
balb  Gx  g  <  cx  ist,  und  daher  mnB  cgjcn  ^  0  sein.  Almlicbes  gilt 
aucb  von  cf/cn.  Nun  ist  nacb  dem  1.  Satze  von  §  3 

If  fl9ds  =  0. 

J  on  1  ’  J  on 

Ci  c 

Ferner  bat  das  letzte  Integral  in  (18)  nacb  der  demselben  Satze  zu- 
geffigten  Aufgabe  fur  alle  Ovale  C  ein  und  denselben  Wert,  —  2.t&, 
wabrend  das  erste  Integral  gleicb  —  2?r  ist.  Wir  tragen  diese  Werte 
in  (18)  ein  und  erhalten  so: 

(19)  f„  -  la.- 

Jetzt  lassen  wir  c  und  cx  beide  ins  Unendlicbe  wachsen.  Dabei  niiliern 
sich  fSl,  gs  W  den  Grenzwerten  f(xx,yx),  g  {a,  b-  xx,  yx),  und  (19) 
geht  mithin  in 

f(x i>  ik)  =  ^g (a,  h  xi,  Vi) 

fiber.  Es  bleibt  nur  noch  fibrig,  den  Satz  von  der  Vertauschbarkeit 

von  Parameter  und  Argument  beranzuziehen,  vergleicbe  die  Aufo-abe 
auf  S.  635:  6  8 

9(a’h i  xt,Vi )  =  g(xi,y1-,a,b). 

Daraus  erkenuen  wir,  daB  die*Funktion  f(x,  y)  sich  von  der  fur  den 
unkt  A  als  Pol  gebildeten  Greensclien  Fuuktion  des  Kreises  nur 
urcb  emeu  konstanten  Faktor  unterscheidet: 

f  (x)  y)  =  kg(x,  y,  a,  b). 

Infulgedessen  ist  allgemein 


u  =  kg  (x,  y ;  a,  b)  +  u, 
und  hierin  liegt  der  Beweis  des  Satzes. 
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Die  soeben  verwendete  ScbluBweise  ist  dem  Beweise  des  Satzes 
iibei  die  Vertauschbarkeit  von  Parameter  und  Argument  im  Falle  der 
Greensclien  Funktion  g(cc,  y ;  y x)  eines  beliebigen  Bereicbes  2  nacb- 
gebildet,  nur  tritt  bei  jenem  Beweise  an  Stelle  des  Kreises  K  und 
der  Funktion  f  der  Bereich  2  bzw.  die  Funktion 

9i  =  9(v,y,  a ,  b). 

Im  iibrigen  erbalt  k  bier  den  Wert  1.  Dieses  Ergebnis  wollen  wir 
nocb  als  Satz  aussprecben.1) 

10.  Satz.  Bezeichnet  man  mit  g{x,y ;  rf)  die  fiir  den  Punkt 
(£,  rf)  als  Pol  gebildete  Greensche  Funktion  eines  beliebigen  Bereiches, 
so  ist 

9(x,r,  £,y)  =  g(£,y 5 

Wie  vorbin  sciion  erwabnt  wurde,  kann  man  den  8.  Satz  aus 
dem  9.  Satze  ableiten.  Zu  dem  Zwecke  braucbt  man  nur  die  bar- 
moniscbe  Funktion  log  r  zu  jener  Funktion  u  binzuzufugen.  Dann 
geniigt  die  Funktion 


den  Voraussetzungen  des  9.  Satzes,  und  daber  muB 


also 


u  +  log  r  =  k  log  r  +  a, 
u  =  (k  —  1)  log  r  -f  o) 


sein,  wo  a  sicb  im  Punkte  A  barmoniscb  verb’alt.  Da  nun  aber  so- 
wobl  u  als  co  im  Punkte  A  endlicb  bleiben,  so  muB  k  1=0  sein, 
und  demgemaB  fallt  u  mit  der  im  betreffenden  Punkte  barmoniscben 
Funktion  a  zusammen. 

11.  Satz.2)  Sei 

ua  =  f(oc,y,  a) 

eine  Funktion,  ivelche  fiir  jeden  in  Brtracht  kommenden  Wert  von  « 
sich  in  einem  Bereiche  S  harmonisch  verhalt  und  ubrigens  am  Bande 
von  S  stetig  ist.  Konvergieren  dann  die  Bandwerte  Ua  beim  Gram 


1)  Besteht  der  Band  von  2  aus  einer  einzigen  analytischen  Kurve  so .so  igt 
der  3.  Satz  von  §  6  unten  wieder  fur  die  Stetigkeit  der  ersten 

Rande.  Sowohl  hier  als  im  allgemeinen  Falle  kann  man  sich  mde, 

hin  behelfen,  indem  man  den  Bereich  S  zunackst  urc  einen 

*_.>0  berandeten  Bereich  5'  ersetzt,  und  dann  s  gegen  0  abnehmen  U 

2)  Harnack,  Grundlagen  der  Theorie  des  logarithmuschen Potentials,  ,§ 
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iibergange  lim  a  =  a  (insbesondere  darf  a  =  cc  sein)  gleichmafiig,  so 
konvergiert  ua  gleichmafiig  in  S,  and  zwar  wird  die  GrenefmHion 

lim  ua  —  ua 

a  =  a 

ebenfalls  harmonisch  in  S  sein. 

Des  weiteren  Iconvergieren  die  partiellen  Ableitungen 

dua  du« 

d  x  ’  dy 

in  jedem  Bereiche  2J,  wdcher  nebst  seinen  Bandpmikten  ganz  innerhalb 
S  liegt,  gleichmafiig  gegen  die  Grenzwerte  du*  /  ex  bzw.  cua  / cy,  nnd  da 
jene  Ableitungen  wieder  harmonisch  sind,  so  schliefit  man  allgemein: 

dm  +nu  d,,i  +  nurr 

1  •  (x  Cc 

dx"ldyn  d  x'u  c  yn 

Dabei  ist  auch  ini  letzteren  Falle  die  Konvergenz  gleichmafiig  in  U. 

Wir  kniipfen  an  den  3.  Satz  von  §  3  an,  wonack  eine  karmo- 
nische  Funktion,  welcke  am  Rande  stetig  ist,  ikren  groBten,  sowie 
ihren  kleinsten  Wert  am  Rande  erreicht.  Da  es  nun  nach  Yoraus- 
setzung  zu  jedem  e  >  0  ein  d  >  0  gibt,  derart  daB 


\Ua—  Ua-  <  e ,  a  —  cc  <  d ,  |  cc  —  a  \  *<  d, 

so  folgt  unmittelbar  aus  jenem  Satze,  daB  auck  im  Inneren  von  S 

I  u<x  —  ua  <£,  a  —  a<d,  \cc  —  d  <  d. 

Hieinut  ist  die  gleickmaBige  Konvergenz  von  ui(  in  S  dargetan. 

Sei  ferner  A:  (x0,y0)  ein  beliebiger  innerer  Punkt  von  S ,  und 
man  lege  um  A  einen  Kreis  K,  welcker  nur  keinen  Randpunkt  von 
S  in  seinem  Inneren  umfaBt.  Bezeicknet  man  rait  f  #5  den 
Wert  von  ua  bzw.  ua  am  Rande  von  K,  so  ist 

(20)  U™=U™+ia,  wo 

ist  Andererseits  wird  ua  iunerhalb  K  durch  das  Poissonscke  lute- 
gral  dargestellt: 

2  71 

a  =  -L  /  Tj(K* _ n*  —  r- 

-nj  “  a-  —  2arcos(0 —  ip)  ZfTjTT  d 


2/i 

—  f  tj(K)  _  _ 

^ n  u  a-  —  2« 


a-  —  r- 


r  cos  (0  —  rp)  _p 


jrd4> 


+  1  ft  a-~r- 

“V  “  —  -ar  cos  (0 dlfs 


(21) 
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tassen  wir  nun  einen  bestimmten  inneren  Punkt:  (r,  0)  von  K  ins 
Auge  unci  halten  wir  diesen  fest,  so  konvergiert  der  Integrand  des 
letzten  Integrals,  als  Funktion  von  ip  und  a  aufgefaBt,  wegen  (20) 
nebst  der  Relation: 

0  < _ a8~r* _ <  a  +  * 

=  a~  —  2  ar  cos  id  —  t/j)  -j-  r2  ==  a  —  r 

gleicbmaBig  gegen  0,  wenn  a  dem  Werte  a  zustrebt.  Daher  nabert 
sicb  dieses  Integral  dem  Wert  0,  wiibrend  das  vorbergebende  gar 
niebt  von  a  abhangt,  und  es  ergibt  sicb  sonacb:  J 

-pr~i — t-dip. 
ip)  +  r- 

Recbter  Hand  stebt  aber  eine  im  Kreise  K  harmoniscbe  Funktion. 
Wir  liaben  also  gezeigt,  daB  die  Grenzfunktion  urc  im  Punkte  A  bar- 
moniscb  ist.  Da  nun  aber  A  ein  beliebiger  innerer  Punkt  von  S 
war,  so  ist  der  Beweis  des  ersten  Teils  des  Satzes  biermit  erbracbt. 

Zur  Begriindung  des  zweiten  Teils  geben  wir  von  der  Bemerkung 
aus,  daB  in  der  Formel  (21)  unter  dem  Integralzeiclien  differentiiert 
werden  darf.  Dabei  nabert  sicb  das  letzte  Integral  dem  Werte  0, 
wie  eine  abnlicbe  Uberlegung  wie  vorbin  ergibt,  und  zwar  ist  die 
Konvergenz  fiir  alle  Punkte  P:  (r,  0)  eines  kleineren  Kreises  K'  vom 
Radius  r,  wo  r  <  /  <  a  ist,  eine  gleicbmaBige.  Das  zweitletzte 
Integral  hangt  wieder  niebt  von  a  ab,  es  stellt  aber,  wie  man  mit 
Riicksicbt  auf  (22)  sofort  erkennt,  die  betreffende  Ableitung  von  u3' 
vor,  und  biermit  sind  wir  also  am  Ziele. 

Bei  dem  obigen  Beweise  haben  wir  von  folgendem  leicht  zu  be- 
grundenden  Satze  Gebraucli  gemaclit:  Konvergiert  ein  unendlicber 
ProzeB  in  der  Umgebung  eines  jeden  Punktes  eines  abgescblossenen 
Bereicbes  gleicbmaBig,  so  konvergiert  er  aucb  im  ganzen  Bereiche 
gleicbmaBig;  vgl.  Kap.  1,  §  11. 

1.  Zusatz.  Der  vorstehende  Sat 2  tyeibt  auch  dann  noch  bestelien, 
wenn  man  nur  verlangt,  dap  na  im  Inneren  von  S  harmonisch  set  uni 
in  jedem  Bereiche  Z,  der  nebst  seinem  Bande  innerhalb  S  liegt,  glete  - 
mafiig  Ixonvergiere. 

Wir  wollen  noch  die  Formulierung  des  Satzes  fur  den  be*on 
deren  Fall  einer  unendlichen  Reihe  hinzuliigen.  1 

Reihensatz.  Konvergiert  eine  Beihe  harmonischer  FmUimen: 

ux  +  %+••* 


(22) 


=  —  /  U{K) 

2  TtJ  Uu  a- 


a“  —  r- 


2  ar  cos  ( d  — 


§  4.  Fortzetzung;  zweite  Gruppe,  auf  einor  Integraldarstelluag  fuBend.  653 

in  einem  bestimmtm  Bereiche  glekhmafiig'),  so  skill  sie  eine  harmmi- 
sche  FunHion  cor.  Sie  U/.U  sicli  iiberdies  beliebtg  oft  gliedweise  cliffe- 
rmtileren,  mid  near  honvergiert  die  lleihe  der  Ablettungen,  welche  ja 
ouch  harmonisch  sind,  ebenfalls  gleiclimafiig  in  jedem  Bereiche  Z,  wcliher 
nebst  seinen  Randpunkten  ganz  innerhalb  S  liegt. 

Der  Satz  ist  das  Analogon  des  6.  Satzes  von  Ivap.  7,  §  5  und 
gestattet  aucli,  wie  jener,  einen  ScliluB  auf  das  A  erlialten  der  durcli 
ein  bestimmtes  Integral  definierten  Funktion.  Wir  konnen  sagen: 

2.  Zusatz.  Ist  u  =  f{x,  y,  t)  eine  stetige  Funktion  der  drei  nn- 
abhdngigen  Variabelen  x,  y ,  t,  wo  der  Punkt  (x,  y)  in  einem  Bereiche  S 
liegt  und  t  ein  beliebiger  Punkt  des  Intervalles  u  <Lt  <Lb  ist,  und  ver- 
hiilt  sick  u  aufierdem,  fur  jeden  festen  Punkt  t  jenes  Intervalls,  har¬ 
monisch  in  S,  so  stellt  das  Integral: 

b 

\  y,t)dt 

* 

a 

eine  in  S  harmonische  Funktion  vor.  Im  iibrigen  Id  ft  sicli  das  Inte¬ 
gral  unter  dem  Integralzeichen  differentiieren. 

Beide  Teile  des  Satzes  beweist  man  leicht,  indem  man  einen 
willkurlichen  innern  Punkt  P  des  Bereiches  S  lierausgreift  und  einen 
kleinen  Kreis  A  um  ilin  legt.  Fiir  die  im  Innern  von  A  o-elecrenen 
Punkte  (x,  y)  und  fiir  alle  Werte  von  t  hat  man  dann: 


2tt 


f{x,  V,  0  -  h  JF^aral7lf-e)  +  r>  **  • 

0  1 

Hieraus  folgt  aber  unter  Umkebrung  der  Integrationsfolge,  dab 

b  2,t 

)  f  (X,  IJ,  t)  dt  =  1  lo  -  ?-2  1 

l '  2 n  V  a ■  —  2ar  cos  (n>  —  6)  -(-  r-  (l  ^  ’ 


wo 


r,  t) 

o 

ist.  An  dieser  Darstellunw  Best 


dt 


man  nun  den  Beweis  sofort  ab. 


1)  Der  Satz  gilt  aucli  uuter  den  Y 


oraussetzungen  des  Zusatzes. 
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12.  batz.  Harnackscker  Satz.1)  In  einem  Bereiche  S  pei  eine 
itnendliche  Folge  harmonischer  Funktionen  w15  w2;-  •  •  gegeben,  wofur 


>n  jedem  Bunkte  von  S  ist.  Aufterdem  soil  un  in  einem  inner en  Punkte 
A  von  S  einem  Grenzwertc  zustrcben ,  uenn  n  =  co  ivird.  Dann  lwn- 
vergiert  un  in  jedem  algeschlossenen ,  ganz  innerhalb.S  gelegenen  Be¬ 
reiche  gleichmafiig. 

Setzen  wir  zuvorderst: 

\ 

(23)  Un  =  U1  +  (U2  —«!)+■•■  +  (Un—  Un_j)  - 

=  wx  +  w2  -f- - b  Wn. 

Dann  ist  nack  Voraussetzimg: 

wn>  0,  n>  1. 

Um  A  wollen  wir  einen  Kreis  legen;  welcker  keinen  Randpunkt  von 

S  im  Inneren  oder  auf  seiner  Begrenzung  entkalt,  nnd  dann  wn  in 

demselben  vermoge  des  Poissonschen  Integrals  darstellen: 

©  © 


2  n 


W 


n  9 


L  I  w _ 

\7tJ  na-  —  2 


a-  —  r* 


ar  cos  (0  —  ip)  -f-  r 


j  dip. 


Neknien  wir  nock  die  beiden  Relationen  kinzu: 


0< 


a -  —  r- 


< 


a  +  r 


a- 


:  ar  cos  (0  —  ip)  r~  —  a  —  r 


r  <a  5 


2  n 


WO 


M  den  Wert  von  wn  in  A  bedeutet,  so  linden  wir  kieraus  nnt 


Rucksicht  auf  die  Beziekung  Wnij>  0: 


2  7t 


w  <i  f  w  ^  dip  =  M„ 

lvn  =  2  TtJ  n  a  —  r  *  n 


a  A  r 
a  —  r 


Darin  liegt  aber  der  Beweis  der  gleickmaBigen  Konvergenz  der  Reike  (23) 


1)  Harnack,  ibid. 
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fiir  die  Punkte  des  Kreises  r  <R  <  a,  well  dort 


wn  Mn 


a  +  R 
a  —  R 


ist  und  die  Reihe  positiver  Glieder  £Mn  ja  konvergiert. 

Um  den  Beweis  nun  allgemein  zu  erbringen,  geniigt  es  offenbar 
zu  zeigen,  dafi  die  Reihe  (23)  in  der  Umgebung  eines  jeden  inneren 
Punktes  P  von  S  gleichmafiig  konvergiert.  Dies  geschieht,  wie  folgt. 
Man  verbinde  A  mit  P  durch  eine  ganz  innerhalb  S  verlaufende 
Kurve,  welche  dann  nach  der  Art  und  Weise  von  Kap.  9,  §  1  mit 
iibereinander  greifenden  Ivreisen  bedeckt  werden  soil.  Dem  Voraus- 
geschickten  zufolge  konvergiert  dann  die  Reihe  (23)  sukzessive  in 
jedem  dieser  Ivreise,  und  daher  auch  insbesondere  im  Punkte  P.  Mit- 
hin  konvergiert  sie  gleichinafiig  in  der  Umgebung  von  P. 


§  5.  Fortsetzung:  dritte  Gruppe,  auf  einer  Reihenentwicklung 

fuBend. 

Es  fehlt  uns  noch  einer  der  grundlegenden  Siitze  in  der  Ent- 
wicklung  der  Theorie  des  logarithmischen  Potentials,  namlich  der- 
jenige  von  der  Eindeutigkeit  der  harmonischen  Fortsetzung.  Dieser 
Satz  beruht  darauf,  dafi  eine  harmonische  Funktion,  welche  in  einem 
zweidimensionalen  Teile  ihres  Bereiches  verschwindet,  dann  liberal!  im 
Beneiche  verschwinden  muB.1)  Zum  Be  weise  des  letzteren  Satzes  be- 
dient  man  sich  einer  Reihenentwicklung,  welche  aus  dem  Poissonschen 
Integrale  ebenso  abgeleitet  wird,'  wie  die  Cauchy-Taylorsche  Reihe 
aus  der  Cauchyschen  Integralformel. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Aufstellung  dieser  Reihenentwicklung 
und  gehen  dabei  vom  Faktor 


a- 


r- 


—  2 ar  cos  ( d  —  ip)  -j-  r2 

jenes  Integrand™  aus,  welchenwir  liiermit  nach  anfsteigendeu  Potenzen 
von  r  entwickeln  woUen.  Fiihrt  man  hierzu  rla-x,  6  ~  jb  =  w  ein 
und  setzt  man  die  Reihe:  ^ 
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_  1  —  xi 

1  —  *2 x  cos  cp  -|-  x-  ao  • 

an,  so  kornrnt  (lurch  Ausmultiplizieren  uud  Vergleich  der  Koeffizienten : 

«o=  1 

a>i  —  2  cos  cp 

o2  =  4  cos  cp  cos  cp  —  2  =  2  cos  2  cp 

a3  =  4  cos  cp  cos  2  cp  —  2  cos  cp  =  2  cos  3  9 


an  =  4  cos  cos  (»  -  1)  cp  —  2  cos  (n  -2 )  cp  =  2  cos  ncp. 

Hiermit  liaben  wir  folgende  Entwicklung  fur  den  Integranden  des 
Poissonsclien  Integrals  erkalten: 

P)  U~tf-  2«r  cos  (/-  +)  +  =  V  +  2  U  (ir)  cos  (e  -  <0  ; 

+  2  J7  )  cos  2(9  —  #>)  +  •••  8 

Dabei  konvergiert  die  Reike  gleickmafiig  fiir  aiie  Werte  von  6,  ip 
und  r,  wofiir  nur  0  <i  r  <i  rx  <  a  ist.1)  Durck  gliedweise  Integration 
entstekt  daraus  die  in  Aussickt  genommene  Reikenentwicklung  der 

O  O 

Funktion  u. 

Indem  wir  das  Voraufgekende  zusammenfassen  und  im  Anscklusse 
an  den  Reikensatz  des  vorkergekenden  Paragrapken,  S.  652,  noch 
erganzen,  konnen  wir  sagen: 

1.  Satz.  Sei,  u  cine  in  einem  Bereiche  S  harmonische  Funktion, 
und  sei  0  ein  innerer  Punkt  von  S.  Dann  la  fit  sich  u  in  folgende, 
Beihe  entwickeln: 

x 

(2)  u  =  ^  r*  K  cos  +  bn  sin  nd], 

n  =  1 

ICO 

In  2  n 

a=- K  I  U  cos  n  ip  dip,  \  ^ sin  n^d^- 

n  TC  Cl  m  J  jiu  p  / 

Wy  A 


1)  Durch  den  Gebraucli  komplexer  GroBen  kann  die  Berecknung  der  Koei 
fizienten  erleicktert  werden,  indem  man  die  Funktion 


«<A*  * 

-  * 


4?  =  rcei , 


deren  reeller  Teil  ja  die  zu  entwickelnde  Funktion  bildet,  nack  aufsteigenden 
Potenzen  von  z  entwickelt  und  dann  den  reelleu  teil  der  Terme  eraus0re  W 
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Dabei  Unvergwi  die  Reihe  und  steUt  die  Function  u  in  alien  PmHen 
dar,  die' innerhalb  des  gro/tien  Kreises  K  urn  0  liegen,  welcher  nur 
beinen  Rnmlpunkt  von  S  in  seinem  Innem  einsehliefit.  Insbesondere 
harm  an  Stelle  von  K  die  ganze  endliche  Ebene  treten. 

Des  weiteren  honvergiert  die  Reilie  gleiclimdfiig  in  jedem  endlichen 
Bereich,  welcher  nebst  seinem  Rande  innerhalb  des  Konvergenzbereiches 
liegt,  und  sie  Id  fit  sich  beliebig  oft  gliedweise  dififerentiieren. 

Die  Darstellung  ist  aufierdem  eindeutig. 

Da  namlick  die  einzelnen  Glieder  von  (2)  karinonisck  sind,  so 
folgt  die  gliedweise  Differentiierbarkeit,  sowie  auck  die  gleickmaBige 
Konvergenz  der  also  erkaltenen  Reilien,  direkt  aus  deni  11.  Satze 
von  §  4. 

Um  zuletzt  nock  die  Eindeutigkeit  der  Entwicklung  darzutun,  sei 

oo 

u  =  ~  4-  ■  r"  [an  cos  nd  +  b'n  sin  n6 ] 

n  =  X 

eine  zweite  Reike,  welcke  die  Funktion  u  ebenfalls  darstellt.  Dann  ist 

cc 

0  =  3.ZL®o  rn  [(a*  _  a'j  cos  (J)n  —  I'J  sin  nO] 

n  =  1 

eine  Reike,  welcke  nacli  anfsteigenden  Potenzen  von  r  fortsekreitet 
und  identisck  versekwindet.  Mitkin  muB  zunackst 

«0  —  a’0  =  0,  (an  —  a'J  cos  nO  +  (bn  —  b'n )  sin  nO  =  0 

sein,  was  6  auck  imnier  fur  einen  Wert  kaben  rnoge,  woraus  dann 
folgt,  daB  alle  Koeffizienten  versekwinden.  Oder  man  kann  auck  so 
wie  bei  den  Fourierscken  Reiken  scklieBen,  indem  man  mit  cos  m d 
bzw.  sin  mO  multipliziert  und,  unter  weiteren  \  oraussetzungen  be- 
treffend  die  Konvergenz  der  zweiten  Reihe,  in  Bezug  auf  6  zwiseken 
den  Grenzen  0  und  2;r  integriert. 

Hinsicktlick  des  ersten  Beweises  bemerken  wir  nock,  daB  man 
die  Y oraussetzungen  wesentlicji  einschranken  kann.  Legt  man  nam- 
lich  e  einen  bestimmten Wert  0,  bei,  so  geben  beide  Keiben  in 
Potenzreiben  in  r  iiber.  Wir  wollen  nun  annebmen,  daB  letztere  Reiben 
fur  uuendlich  viele  Werte  r-r,, gleicbe  Werte  haben,  ffobei 
die  mindestens  eine  Haufungsstelle  haben  sollen,  welche  zu.deich 

innerhalb  des  Konvergenzintervalls  beider  Keihen  liegt.  Das  bat  "dann 
zur  Polge:  D  alm 

°o  —  ao>  (an~  a„)  cos  nQx  ( bn  —  b ' )  sin  nd.  =  0 

Osgood,  Funktionentheorio.  I.  2.  Aufl.  1 
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Wean  nun  dasselbe  auch  fiir  einen  zweiten  Wert  0  =  0,  gilt  wobei 

sich  0  and  0,  um  kein  rationales  Vielfaches  von  *  voneinander 
unteischeiden,  so  sind  die  Reihen  identisch. 


Aus  der  soeben  erhaltenen  Entwicklung  leitet  man  noch  eine 
n  wicklung  nacli  homogenen  karmonischen  Poljnomen  in  x  —  x 

y-  !/0  ab,  indem  man  cos  nd,  sin  nd  als  Polynome  in  cos  6,  sin°0 
ausdriickt  und  dann 


eintragt: 

(3) 


r  cos  6  =  x  —  x0,  r  sin  0  =  y  —  y0 

u  =  To  ~h  Ti  T~  (p2  "k  '  '  ‘  • 


Dabei  zeigt  der  Index  die  Dimension  des  Polynoms  an.  Der  Kon- 
vei genzbeieick  dieser  Reilie  fallt  offenbar  mit  demjenigen  der  Reihe  (2) 
zusammen  und  umfaBt  also  jedenfalls  auch  das  Innere  des  Kreises  K. 
Indem  wir  jetzt  nach  der  Taylorschen  Reihenentwicklung  der  Funk- 
tion  u  fragen,  so  ist  klar,  daB  wir  dieselbe  erhalten  werden,  falls  es 
erlaubt  ist,  in  der  Reihe  (3)  die  Summe 


<Pn  =  ^  Cn-k,  k  0  -  %Q)n~k  {y  —  y0)k 

k-0 

in  ihre  einzelnen  Glieder  aufzulosen  und  diese  dann  als  die  Terme 
einer  neuen  Reihe  anzusehen.  DaB  dies  auch  in  der  Tat  ano-eht.  er- 
kennen  wir  aus  dem  Umstande,  daB  der  Faktor  des  Poissonschen 
Integranden: 


(4) 


a-  —  rJ 


oz 


xz 


T 


a2  —  2  ar  cos  (6  —  ip)  -f-  r2  a 2  —  2  ax  cos  ip  —  2  ay  sin  xp  -f-  x-  -f-  y2} 


wo  Ayir  der  Einfachheit  halber  x0  =  y0  =  0  gesetzt  haben,  irn  Punkte  0 
nach  dem  Taylorschen  Lehrsatze  entwickelt  werden  kann,  und  zwar 
konvergiert  die  dam  it  gewonnene  Reihe  fiir  die  Umgebung  des 
Punktes  0  und  fiir  alle  Werte  von  ip  gleichmaBig.  Was  die  Einzel- 
heiten  anbelangt,  so  wird  man 

z  =  2  a  cos  ip  x  +  2  a  sin  ip  y  —  x*  —  y~ 
setzen  und  diesen  Wert  fiir  z  in  der  Reihe 

_  \ _  =  J_  _L  _£_  - - [_  .  .  . 

a 2  —  z  a2  '  a4  '  a6 

eintragen.  Sodann  wird  die  neue  Reihe  mit  dem  Zahler  von  (4) 
multipliziert,  worauf  endlich  die  zuletzt  gewonnene  Reihe  nach  Mo- 
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nomen  nufsteigender  Dimension  in  x,  y  umgeordnet  wind.  Zur  Recht- 
fertigung  des  Verfahrens  selie  man  die  gebrauchlichen  Lehrbiicher 
iiber° algebraische  Analysis.1)  Fur  eine  gewisse  Umgebung  desPunktes  0 
unterscheidet  sicb  nun  die  Entwicklung  (3)  von  der  Taylorschen  Reihen- 
entwicklung  der  Funktion  nur  dadurch,  daB  die  Terme  gleicber  Di¬ 
mension  in  der  Taylorschen  Reihe  bier  in  Klammern  eingeschlossen 
erscbeinen.  Das  Resultat  wollen  wir  noch7  wie  folgt,  zusammen- 
fassen. 

1.  Zusatz.  Eine  liarmonische  Furiktwn  hi  fit  sich  nacli  (leni  Tay¬ 
lorschen  Lehr  sat  ze  in  eine  unendliche  lie /he  entivtckeln,  and  enveist  sich 
somit  ats  eine  analytische  Funktion 2)  der  rechtivinkligen  Koordinaten 
0,  y). 

Was  den  Konvergenzbereich  der  Reibe  (2),  sowie  der  Taylorschen 
Reikenentwicklung  von  u  anbetrifft,  so  hat  B ocher3)  gezeigt,  dab  das 
groBte  Kontinuum,  in  welchem  (2)  konvergiert,  aus  einem  Kreise 
r  <  A  besteht.  Die  Reihe  kann  indessen  auch  noch  auf  der  Ver- 
langerung  von  Radien  dieses  Kreises  konvergieren,  braucht  aber  dort 
die  funktion  nicht  mehr  darzustellen.  Solche  Strecken  werden  ofien- 
bar  stets  symmetrisch  inbezug  auf  den  Mittelpunkt  des  Kreises  auf- 
treten.  L.iBt  u  insbesondere  eine  harmonische  Fortsetzung  (vgl. 
S.  661)  langs  einer  derartigen  Strecke  zu,  so  wird  der  Wert  der 
Reihe  doch  mit  demjenigen  der  Funktion  ubereinstimmen. 

Andererseits  konvergiert  die  Taylorsche  Reihenentwicklung  stets 
innerhalb  desjenigen  im  Kreise  r  <  A  einbeschriebenen  Quadrats, 
dessen  Diagonalen  in  den  Koordinatenachf-en  liegen.  Sonst  konver¬ 
giert  diese  Reihe  hochstens  noch  a)  in  Randpunkten  des  Quadrats, 
woselbst  sie  dann  die  Funktion  darstellt;  b)  in  Punkten  der  Ko- 
ordmatenachsen,  welche  auBerbalb  des  Quadrats  liegen.  Solche  Punkte 
bilden  stets  Strecken,  welche  von  den  Ecken  des  Quadrats  auslaufen 
und  symmetiisch  inbezug  auf  den  Mittelpunkt  desselben  auftreten. 
In  denselben  braucht  dm  Reihe  die  Funkth  n  nicht  mehr  darzustellen. 


HqR  P  k6unen  mdes6en  alle  Rechnung  \ermeiden ,  indem  Avir  bemerken 

M g^d|^  Integrals  in  einenr  b estimm Ten  Berekhe 

reellen  Cwipi*7  yj  ?  5  00 von  den  komplexen  Argumenten  x,  y  und  der 

analytiscli  im  Rreic“e%"<  h  \y\  Wert  * 

?»P-  7,  §  5  auf  Funktioneu  meW vLZ'i L?«  n  T  del'  7‘  Satz  Ton 
ist  kiermit  der  Beweis  geliefert.  nttdbai  ubertragen  lafit,  so 

2)  Vgl.  die  Definition  auf  S.  115. 

3)  BOcher,  Tramactiom  Amer.  Math.  Soc.,  Bd.  10  (1909).  g.  2„ 
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Wir  gehen  jetzt  zur  Entwicklung  einer  harmonischen  F,unktion 
1m  Punkte  oo  und  zum  Analogon  der  Laurentschen  Reibenentwick- 
limg  iiber.  Sei  u  eine  in  einem  Bereiche  S  harmonische*  Funktion, 
und  sei  $  ein  ganz  innerhalb  S  gelegeuer  Kreisring  um  den  Punkt 
0 :  r  =  Spaltet  man  u  dann  nacli  dem  7.  Satze  von  §  4  in  die 
Summe  zweier  Funktionen: 

u  =  =  k  log  r  -f-  w, 

so  laBt  sicli  u%  nacb  dem  Vorausgebenden  in  eine  Reihe  von  der 
Form  (2)  entwickeln.  Was  nun  w  anbetrifft,  so  wollen  wir  die  Ebene 
der  Transformation  r  =  1  //  unterwerfen.  Hierdurch  gebt  w  in  eine 
Funktion  w'  iiber,  welcbe  folgende  Reibenentwicklung  gestattet: 

00 

iv  r'n  [an  cos  n  0  +  b'„  sin  n  6] . 

n  =  1 

Indem  wir  jetzt  durcb  Wiederbolung  dieser  Transformation  zur  ur- 
spriinglicben  Funktion  w  wieder  zuriickkebren,  erlialten  wir  so  fiir  w 
eine  Reibe  von  derselben  Form  wie  (2)  mit  der  einzigen  Ausnabme, 
daB  jetzt  die  Exponenten  negative  ganze  Zalilen  sind.  Hieraus  ergibt 
sicb  der 

2.  Zusatz.  1st  u  in  einem  Kreisringe  hannonisch,  so  Uifit  sich  u 
dort  in  folgende  Beihe  entwickeln: 

CO 

(5)  u  =  k  log  r  rn  (an  cos  n  6  +  bn  sin  n  9) . 

n  =  —  co 

Insbesondere  darf  sick  der  Radius  des  inneren  Randes  auf  0  re - 
duzieren,  und  der  Radius  des  duferen  Randes  kann  auch  unendlich 
iverden. 

Die  Reihe  konvergiert  ferner  gleichmafig  in  jedem  endlichen  Re- 
reiche ,  welcher  nebst  seinem  Rande  innerhalb  des  Konvergenzbereiches 
liegt,  und  sie  lafit  sich  beliebig  oft  gliedneise  differentiieren.  Im  iibrigen 
ist  die  Darstellung  eindeutig. 

Die  Werte  der  Koeffizienten  kann  man  aucb  bier  in  abnlicher 
Weise  wie  vorbin  darstellen.  Zu  dem  Zwecke  wird  man  am  ein- 
facbsten  die  Reibe  (5)  mit  cos  nd  bzw.  sin  nd  multiplizieren  un 
dann  fiber  den  Kreis  r  =  R  integrieren,  wo  R  eine  beliebige  zwiscben 
dem  inneren  und  dem  auBeren  Radius  von  Si  gelegene  GrbBe 
deutet.  So  kommt: 
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2  n 

V  cos  nOdO,  K-  Jn-f U  sin  n0de’  n  +  0; 

0 

2« 

0,  —  -g1^  fude  -h  log  B, 


•  _  1  / 


wo  U  den  Wert  von  auf  dem  Kreise  r  =  R  bedeutet. 

2.  Satz.1)  In  einem  Bereiche  S  sei  u  Jiarmonisch.  Verschwindet  u 
dann  in  alien  Punkten  eines  in  S  entlialtenen  Bereiches  2,  so  ver¬ 
schwindet  u  iiberhaupt  in  jedeni  Punkte  von  S . 

Sei  A  ein  innerer  Punkt  von  2  und  B  ein  beliebiger  Punkt 
von  S.  Wir  wollen  A  mit  B  durck  eine  ganz  innerhalb  S  ver- 
laufende  Kurve  verbinden  und  diese  dann  durch  eine  eudliclie  Anzahl 
o-anz  in  S  o-elegener  Kreise  derart  iiberdecken,  daB  der  Mittelpunkt 
eines  jeden  derselben,  vom  zweiten  ab,  innerhalb  des  vorhergehenden 
liegt.  Nun  wird  die  Entwicklung  (2)  im  ersten  Kreise,  dessen  Mittel¬ 
punkt  in  A  liegen  moge,  identisch  verschwinden,  weil  dies  eben  fur 
die  Umgebung  des  Punktes  A  der  Fall  ist.  Infolgedessen  mufi  die 
Entwicklung  im  zweiten  Kreise  gleickfalls  identisch  verschwinden, 
u.  s.  w.  f.  Daher  verschwindet  u  schl ieBlich  im  Punkte  B,  und  hier- 
mit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Auf  Grand  dieses  Satzes  gestaltet  sich  nun  das  Brivzip  der  har- 
rngmschen  Fortsetzung  in  der  Theorie  des  logarithmischen  Potentials 
genau  ebenso,  wie  das  Prinzip  der  analytischen  Fortsetzung  bei  den 
analytischen  Funktionen  eines  komplexen  Arguments.  Sind  namlich 
und  n2  zwei  funktionen,  welche  sich  bzw.  in  zwei  iibereinander- 
greifenden  Bereichen  St  und  jS2  harmoniscli  verhalten;  ist  ferner  im 
gemeinsamen  Teile  dieser  Bereiche  tt1=w2,  so  erwachst  aus  ?t:  und 
eine  Funktion,  welche  in  dem  aus  St  und  S2  zusammengesetzten  Be¬ 
reiche  S  harmonisch  ist,  Hieraus  geht  der  folgende  Satz  hervor. 

3.  Satz.  Eine  harmonisclie  Funktion  Id  fit  sich  tiler  ein  bestimmtes 
Pandstiick  des  Bereiches  S  hmcius,  in  wclchem  sie  zundclist  gegeben  ist 
hochstens  auf  cine  Wcise  harmonisch  fortsetzen. 

Zur  vollstandigen  Definition  einer  harmoniscken  Funktion  kann 
man  hiernach  von  einer  besonderen  Bestimmung  derselben  in  einem 
beech rankten  Bereiche  ansgehen  und  diesen  Bereich  dann  durch  \u- 


1)  Man  vgl.  das  am  Eingange  des  Paragrapken 
und  Riemann.  1 


stehende  Zitat  auf  GauB 
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gliederung  benachbarter  Bereiche  schrittweise  erweitern,  was  im  all 
gemeiuen  zu  einer  Riemannschen  Flache  fiihren  wird.  Setzt  man 
das  Verfahren  fort,  bis  eia  Bereicb  erhalten  wird,  welcber  keiner 
derartigen  Erweiterung  mehr  fahig  ist,  so  gelangt  man  damit  zum 
Begrme  emer  monogenen  harmonischen  Funktion.  Die  nahere  Aus- 
fiihrung  der  Einzelheiten  verlauft  hier  den  entsprechend§n  Entwick- 
lungen  bei  den  aualytischen  Funktionen  eines  komplexen  Arguments 

genau  parallel,  und  deshalb  begniigen  wir  uns  mit  diesen  kurzen  An- 
deutungen. 

o 


Den  Beweis  des  2.  Satzes  liatte  Riemann  in  §  11  seiner  Disser¬ 
tation  im  Anscblusse  an  GauB,  der  den  dreidimensionalen  Fall  be- 
bandelt  hatte,  mittels  der  Integralsatze  zu  fiibren  gesueht.  Seine 
SchluBweise  ist  jedocb  deshalb  liickenhaft,  —  urn  bloB  einen  Mangel 
zu  erwahnen,  da  er  es  als  selbstverst’andlich  ansieht,  daB  eine 
Kurve,  langs  deren  eine  harmonische  Funktion  u  verschwindet,  ent- 
weder  a)  ein  Gebiet  begrenze,  in  welchem  u  uberall  ein  ttnd  das- 
selbe  Vorzeichen  bewahrt,  oder  aber  b)  innerkalb  eines  Bereiches 
liege,  in  welchem  u  —  0  ist;  und  daB  fernerhin  in  letzterem  Falle  der 
Bereicb,  in  welchem  u  verschwindet,  jedenfalls  an  ein  Gebiet  stoBen 
miisse,  in  welchem  u  gleiches  Vorzeichen  bewahrt,  es  sei  denn,  daB  u 
uberall  in  S  verschwindet.  Es  gibt  indessen  noch  eine  Moglichkeit, 
woran  Riemann  nicht  dachte.  Die  Funktion  u  konnte  namlich  in 
jeder  Umgebuug  der  betreffenden  Linie,  und  zwar  auf  ein  und  der- 
selben  Seite  derselben,  das  Vorzeichen  wechseln,  wie  folgendes  Bfei- 
spiel  zeigt: 

_x_ 

u  =  f(x,y)  =  e  sin-),  ^>0; 


/■(»,  y)  =  o,  x<^o. 

Diese  Funktion  ist  nebst  alien  ikren  partiellen  Ableitungen  stetig. 
Langs  der  Linie  x  =  0  verschwindet  sie  nebst  der  nach  der  Normale 
genommenen  Ableituug  du/dn  =  dujdx.  «.  Trotzdem  stoBt  kein  Gebiet 
an  die  Linie,  in  welchem  u  durchweg  positiv  oder  durchweg  negativ 
bliebe.  DaB  dieses  Beispiel  indessen  fiir  das  Verhalten  einer  har¬ 
monischen  Funktion  doch  nicht  maBgebend  ist,  wird  durcb  tolgenden 
Satz  evident. 

4.  Satz.  Sei  u  in  einem  Bereiche  S  hannonisch ,  ohne  sich  auf 
eine  Konstante  zu  reduzieren,  und  sei  0:  ( a ,  b)  ein  inner  er  Punld  von  S. 
J)ann  besteht  der  Ort  der  in  der  Umgebuug  von  0  gelegenen  l  unite, 
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in  dene\i  u(x,  tj)  =  u(a,b) 

ist,  aus  einer  oder  mehreren  regulars  Kurven.  Im  letsteren  Falle  ist 
die  A, mid  m  dieser  Kurven  stets  endlick,  und  mar  selmeiden  sis  sich 
im  Punkte  0  unter  gleichen  Winkeln. 

Im  allgemeinen  wird  mindestens  eine  der  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  im  Punkte  0  von  Null  versckieden  sein.  Dann  folgt 
der  Satz  unmittelbar  aus  dem  Existenztheorem  von  Ivap.  2,  §  4,  wo- 

bei  also  m  =  1  ist.  . 

Verscbwinden  dagegen  beide  Ableitungen  erster  Ordnung  in  O, 

so  sei  m  die  Ordnung  der  niedrigsten  Ableitung,  welche  dort  nickt 
verschwindet.  Dann  felilen  die  Terme  1.,  2.,  .  .  (m  —  l)ter  Ordnung 
in  der  Reihenentwicklung  (2),  und  es  ist  mithin 


u 


00 

_  U(j  =  'S'  r"  [an  cos  nO  -f  bn  sin  n 6] , 


n  =  m 


wo  u  (a,  b )  *=  Uq  gesetzt  ist  und  am,  bm  iibrigens  niclit  beide  verscbwinden 
konnen.  DemgemaB  werden  die  Punkte  der  Umgebung  von  0,  in 
welchen  u  =  u0  ist,  dadurcb  erhalten,  daB  man  die  Gleicbung: 

oc 

f(r}  d )  =  rn~m \an  cos  nO  -f-  bn  sin  nO]  =  0 

11  =  Til 

naeh  r  auflost.  Hierzu  gibt  nun  jener  Existenzsatz  von  Kap.  2,  §  4 
wieder  die  Mittel  an  die  Hand.  In  der  Tat  sei  O0  eine  Losung  der 
Gleicbung: 

(6)  am  cos  md  bm  sin  mO  =  0. 

Dann  verschwindet 

O  f 

—  =  m (_ am sin m6  +  bm cos m 0)  p^nrn~m  [—  an  sin  nd  +  bn  cos  nO ] 

n  =  m  +  1 


im  Punkte  r  =  0,  6  =  0o  sicber  nicht,  und  infolgedessen  gibt  es  eine 
eindeutige  stetige,  mit  einer  *stetigen  Ableitung  versebene  Funktion 

0  =  co(r),  -h<r<]l.  co  (0)  =  0Q) 

welche,  in  f(r ,  6)  eingetragen,  diese  Funktion  identiscb  zum  Yer- 
schwinden  bringt.1)  Da  nun  die  samtlichen  Losungen  von  (6)  aus 

achtei?  dlfi1  maQ  negatiV6  Werte  VOn  r  vermeiden,  so  braucht  man  nur  zu  be- 

"Ct  ^  ^  f(r,d)  =  f(-r,  d  +  *) 
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eiuer  einzigen,  0O,  derselben  vermoge  der  Formel: 

c 

°k  =  ^0  +  k  =  0,  1, . . .  rn  —  1, 

erwachsen,  so  ist  hiermit  die  Existenz  von  m  regularen  Kurven,  wie 
sie  der  Satz  verlangt,  nachgewiesen.  DaB  diese  Kurven  fernerhin  alle 
#  diejemgen  Punkte  der  Umgebung  von  0  erschopfen,  in  welchen  f(r,  6) 
verschwindet,  folgt  ebenfalls  aus  deni  bewuBten  Existenzsatze.  In  der 
Tat  besagt  dieser  Satz,  daB  es  zwei  positive  GroBen  h,  h  gibt,  der  art,  1 
daB  alle  Pnnkte  (r,  6 ),  wofiir 

\r\<h,  \e-e0\<k  I 

ist  und  in  welchen  zugleich  f(r,  6)  verschwindet,  auf  der  obigen  Kurve 
6  =  to  (r)  liegen.  Hiernach  liegt  jede  der  m  Kurven  in  einem  Winkel: 

60-k<d<60  +  k  (|r|<A) 

eingebettet,  derart,  daB  kein  weiterer  Punkt  sick  dort  befindet,  in 
welchem  f  =  0  ware.  Ist  hiermit  die  ganze  Umgebung  des  Punktes  0 
noch  nicht  erschopft,  so  beachte  man,  daB  in  den  iibrigen  Punkten 
derselben 

|  am  cos  m  0  +  sin  m  O  |  >  G 

bleibt,  wo  6r  eine  feste  positive  GroBe  ist.  Daher  kann  man  eine 
Zahl  q  so  wahlen,  daB  fur  jene  Werte  von  6  und  fiir  |  r  \  <  p  der 
Rest  der  f(r,  &)  definierenden  Reihe: 


\an  cos  n6  +  bn  sinn0], 


dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  G  bleibt,  und  damit  ist  eiu 
Verschwinden  von  f  in  diesen  Punkten  ausgeschlossen. 

In  der  komplexen  Funktionen theorie  haben  wir  betont,  daB  die 
unendlichen  Reihen  zur  Herstellung  der  allgememen  Grundlagen  jener 
Theorie  durchaus  entbehrlich  sind,  mafi  kommt  schon  mit  den  end- 
lichen  Reihen,  dem  Analogon  des  Mittelwertsatzes  der  Differential- 
rechnung,  zum  Ziele.  Auch  hier  verhalt  sich  die  feache  genau  ebensoj 
Anstatt  den  Poissonschen  Integranden  in  eine  unendliche  Reihe  zu 
entwickeln,  genugt  es,  wenn  man  bloB  eine  endliche  Anzalil  leime 
aus  jener  Reihe  verwendet  und  den  Rest  dann  explizite  hinzufugt. 

Aufgabe  1.  Man  zeige,  daB  es  in  der  Umgebung  eines  Punktes, 
in  welchem  u  harmonisch  ist  und  du/dx ,  cu/ctj  gleichzeitig  ver^ 
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schwinden,  keinen  weiteren  Punkt  gibt,  in  welchem  diese  Ableitungen 
beide  verschwinden,  sofern  u  nicbt  identiscli  verschwindet. 

Aufgabe  2.  1st  u  in  jedem  Punkte  eines  regularen  Ivurven- 
stiicks  harmonisch  und  nimmt  u  dort  einen  konstanten  Wert  c  an; 
verschwindet  ferner  cu/on  langs  dieser  Kurve,  so  ist  iiberall  u  =  c. 

Aufgabe  3.  Die  Umgebung  eines  Punktes  O’  (u,  b 1  ,  in  welcher 
u  den  Voraussetzungen  des  Satzes  geniigt,  und  wobei  auch  u(a,  b)  =  0 
sein  soli,  wird  durch  den  Ort  der  Gleicbung 

u  (x,  y)  =  0 

in  Bereiche  zerlegt,  in  welcben  u  abwechselnd  positiv  und  negativ  ist. 
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Wir  wollen  mit  deni  Falle  beginnen,  daB  die  Funktion  u  sich  in 
einem,  in  der  oberen  Halbebene  gelegenen,  an  die  #-Achse  stoBenden 
Bereiche  S  harmonisch  verhalt  und  im  iibrigen  lungs  eines  Stiickes 
dieser  Achse  verschwindet.  Sei  P:  ( x ,  y )  irgend  ein  innerer  Punkt 
von  S,  und  sei  P':  ( x',  y')  sein  Spiegelbild  in  Bezug  auf  die  z-Achse; 
dann  ist  x'=x,  y  —  —  y.  Jetzt  will  ich  die  Funktion  u  in  dem  zu 
S  symmetrischen  Bereiche  S'  der  unteren  Halbebene,  wie  folgt,  defi- 
nieren:  der  Wert  von  u  im  Punkte  P'  soil  demjenigen,  welchen  u 
im  Punkte  P  annimmt,  entgegengesetzt  gleich  sein: 

u  ($,  y)  =  —  u(x,  y). 

Die  solchei  gestalt  erweiterte  Funxtion  u  ist  offenbar  stetig  im  er- 
weiteiten  Beieic-he,  besitzt  fernerhin  partielle  Ableitungen  in  alien 
inneren  Punkten  von  S',  wobei  insbesondere: 


(1) 


cu 


cu 

cu 

du 

in  P  dx  in  p'  ’ 

dy 

in  P  dy  i 

in  P’ 


ist,  und  geniigt  endlich  der  Laplaceschen  Gleichung,  wenigstens  in 
den  letztgenannten  Punkten.  4  Ob  sich  u  indessen  auch  in  den  Punkten 
der  z-Achse  harmonisch  verhalt,  ist  nocli  keineswegs  klar,  denn  wir 
wissen  ja  mcht  einmal,  ob  du/cy  in  jenen  Punkten  iiberhaupt  existiert 
Den_notigen  AufschluB  hieruber  gibt  uns  ein  Satz  von  SchwarzA) 

T,  T,1-  S.chJarz»  Berliner  Berichte,  1870,  S.  744  =  Werke  Bd  9  <5 

Das  Prinzip  der  Fortsetzung  durch  Symmetric  ;  i  md  ■  149/lol‘ 

Aachen  eine  wesentliche  Rolle  und  tritt  «chon  bei  Ric  ^  lhe°^ie  der  Minimal- 
Gottinger  Ges.  der  Wiss.,  Ed.  13  (1867)  S  l  <  i3  Abhandlun9™ 

Man  vergleiche  ferner  Enzyklopddic, ,  IIB  1  Nr  *20  =  ^  S‘  296‘ 
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Sei  A  ein  Punkt  der  z-Ackse,  welclier  innerbalb  des  erweitetfen  Be- 
reiehes  liegt,  und  sei  terner  K  ein  ganz  innerbalb  dieses  Bereicbes 
gelegener  Kreis  urn  A.  Dann  setzt  Scbwarz  das  Poissonscbe  In¬ 
tegral  an: 


2  n 


or  —  r- 


cr  —  2  ar  cos  (0  —  ip)  -f  r 


*dll>, 


S 

AFX 


wobei  U  den  Wert  yon  u  auf  dem  Rande  von  K  bedeutet.  Das  stellt 
eine  in  K  barmoniscbe  Funktion  ul  vor,  die  vor  alien  Dingen  langs 
des  oberen  Kreisrandes  mit  u  iibereinstimmt.  Icb  bebaupte  nun:  ui 

_ ^  fallt  aucb  langs  der  reellen  Acbse 

p  )  mit  u  zusammen.  In  der  Tat  bat  6 

in  jedem  dieser  Punkte  den  Wert  0 
oder  jr,  woraus  denn  folgt,  dab  der 
zweite  Faktor  des  Integranden  in 
S"  j'\  zwei  symmetriscb  zur  rr-Achse  ge- 

kP'  )  legenen  Punkten  des  Kreisrandes 

gleicbe  Werte  erbiilt,  wabrend  dem 
ersten  Faktor  entgegengesetzt  gleicbe 
Werte  in  diesen  Punkten  zukommen,  und  daber  yerschwindet  das  Inte¬ 
gral.  Hiermit  ergibt  sicb  dab  wir  in  u  und  ux  zwei  Funktionen  haben, 
welcbe  beide  im  oberen,  sowie  im  unteren  Halbkreise  barmoniscli  sind 
und  iiberdies  am  Rande  jener  Halbkreise  gleicbe  Werte  annebmen.  In- 
folsredessen  miissen  sie  nacb  dem  4.  Satze  von  §  3  im  Innern  der  Halb- 
kreise,  und  somit  aucb  im  Innern  des  Vollkreises  miteinander  iiber- 
einstimmen.  Nun  verbalt  sicb  aber  ut  barmoniscli  im  Punkte  A,  und 
biermit  ist  die  gewiinscbte  Erganzung  geliefert.  Das  Ergebnis  tassen 
wir  unter  einer  sogleicb  zu  besprecbenden  Erweiterung  desselben,  wie 
foist,  zusammen. 

O  / 


Fig.  143. 


1.  Satz.  Verhdlt  sick  u  in  einem  Bereiche  S,  (lessen  Begrenzung 
sum  Teil  aus  einem  Stiicke  C  einer  geraden  Linie  besteht,  harmonisch, 
und  verschwindet  u  iiberdies  langs  C,  So  Iciftt  sick  u  iiber  C  hinaus  ^ 
harmonisch  fortsetzen.  Dabei  erhcilt  die  enceiterte  Funktion  entgegen¬ 
gesetzt  gleiche  Werte  in  je  zwei  Punkten  P  und  P',  ivelche  in  Bezug 
auf  C  symmetrisch  zueinander  liegen ,  ivdhrend  die  konjugierte  Funktion 
gleiche  Werte  in  P  und  P  annimmt. 

Sollte  namlicb  C  nicbt  von  vornberein  mit  der  reellen  Acbse  < 
zusammenfallen,  so  geniigt  eine  Bewegung  der  Ebene  dazu,  urn  les 
Zu  erzielen.  Im  ubrigen  darf  S  aucb  mebrblattrig  sein  und  uber  die 
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Verlangerung  von  C,  ja  sogar  noch  (natiirlich  mit  einem  anderen 
Blatte  Tuber  C  selbst  hinubergreifen.  Man  wird  dann  zunachst  bloB 
einen  schlicbten,  an  C  stofienden  Teil  von  S,  worauf  also  die  vor- 
stehenden  Ausfiihrungen  direkt  anwendbar  sind,  in  Betracbt  ziehen, 
urn  binterber  diesen  Teilbereich  nebst  seinem  Spiegelbilde  sicb  dehnen 
und  eventuell  den  ganzen  Bereicb  S  nebst  dessen  Spiegelbilde  um- 


fassen  zu  lassen. 

Den  letzten  Teil  des  Satzes 
beweist  man  okne  Millie,  indem 
man  die  Werte  des  iiber  die 
Kurven  L  und  L'  erstreckten 
Integrals  : 


Fig.  144. 


unter  Beriicksichtigung  der  Relationen  (1)  miteinander  vergleicbt. 

Im  Anschlusse  an  diese  Resultate  leiten  wir  nocli  einen  weiteren 
Satz  bezgl.  einer  harmonischen  Fortsetzung  ab.  Zuerst  aber  eine 


Definition.  Eine  reelle  Funktion  einer  oder  mebrerer  reeller 
Yariabelen  beifit  in  einem  P unlcte  analytiscli,  wenn  sie  in  der  Um- 
gebung  dieses  Pimktes  nacb  dem  Taylorscben  Lebrsatze  entwickelt 
werden  kaun.  Sie  beiBt  ferner  m  einem  Bcreiche  analytiscli ,  wenn  sie 
in  jedem  Punkte  des  Bereicbs  eiudeutig  und  analytiscli  ist.  Endlicb 
heiflt  sie  Icings  einer  Kurve  analytiscli,  wenn  sie  [eine  analytiscbe 
Funktion  der  Bogenlange  dieser  Kurve  ist.  Fur  die  gegenwartigen 
Zwecke  ist  es  nicbt  notig,  diese  Definitionen  weiter  zu  fassen. 


2.  Satz.  Verlidlt  sich  u  in  einem  Bereiclie  S,  dessen  Begrenzung 

zum  Ted  aus  einem  Stuolce  C  einer  Gcraden  hesteht ,  harmonisch  mid 

mmmt  u  aufierdem  langs  C,  hdchstens  von  den  EndpunUen  ahgesehen 

malytische  Sandwerte  an,  so  liiflt  sich  u  iiber  C  hinaus  harmonisch 
fortsetzen. 


■■  Seir>6  7“  jtUCk  de“  *"Achse>  wora'>  S  von  oben  her  stoBen 
moge.  Die  Randwerte  von  u  langs  C  mogen  mit  <p  (*)  bezeiehnet 

werden.  1st  nun  a*,  ein  beliebiger  Puntt  von  C,  der  nur  kein  End- 
punkt  ist,  so  baben  wir:  a 


x  I  <  Ba  • 


<p  0*0  =  c0  +  0  -  X0)  +  C2  (X  -  xoy  H - 7 

Aus  dieser  Reihe  win  ich  eine  Funktion  «,  ableiten,  welche  sich  im 
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Punkte  x  —  x0,  y  —  0  harmonisch  verhalt  und  iiberdies  langs  C  mit 
(f  (.i  i  iibereinstimmt.  Zu  dem  Zwecke  ersetze  icb  durchwec1) 


So  kommt: 


(x  —  x0)n  durck  rn  cos  n  6 . 

«i  =  c0  +  cxr  cos  d  c2r~  cos  2  0  -f  •  •  •. 


Indem  icb  uun  diese  Funktion  vom  vorgelegten  logarithmischen  Po¬ 
tential  u  abzieke,  erwachst  so  eine  Funktion: 


u  —  , 

welche  im  Halbkreise  0  <[  r  <  R0,  0  <1  6  %  alien  Forderungen  des 

1.  Satzes  Geniige  leistet,  und  dalier  kann  sie  iiber  die  z-Ackse  kinaus 
fortgesetzt  werden.  Da  diese  Eigenschaft  gleickfalls  besitzt,  so 
gilt  dasselbe  aucli  fur  die  urspriinglicke  Funktion  a.  Hiermit  ist  zu- 
niickst  bewiesen,  daB  u  in  der  Umgebung  der  genannten  Punkte  von  G 
eine  karmonische  Fortsetzung  iiber  C  kinaus  gestattet.  Hieraus  scklieBt 
man  weiter  nack  woklbekannten  Metkoden2),  daB  u  auck  im  GroBen 
iiber  die  gauze  Strecke  C  kinaus  harmonisch  fortgesetzt  werden  kann. 

Wir  sckreiten  jetzt  zu  einer  weiteren  Verallgemeinerung  der  vor- 
kergekenden  Resultate. 

Definition.  Eine  Kurve 


C:  x  =  cp  (t),  y  =  4>  (t),  a  <t  ft , 

lieiBt  analytisch  in  einem  P  unite  t  =  t0,  wenn  die  Funktionen  cp(t\ 
xp  ( t )  beide  in  diesem  Punkte  analytisch  siud  und  auBerdem 


cp'  (t0)  +  ,  [  >  0 


ist.  Die  Kurve  C  lieiBt  schlecktweg  analytisch,  wenn  sie  in  jedem 
Punkte  des  Intervalls  cc<Lt<Lfi  analytisch  ist.  Damit  erne  Funktion 
langs  C  analytisch  sei,  ist  notwendig  und  kinreichend,  daB.  sie  emo 
analytische  Funktion  des  Parameters  t  sei,  denn  die  Bogenlange 


t 

-f VPW 


+  t-'{ty<u 


1)  Zur  Motivierung  dieses  Schrittes  betrachte  man  die  kompleM  Potei.zre.he: 

c„  +«. (*  —  *•)  +  «>(*  — *o)’ 4 - ■  |e-*o  <B»- 

letzt  man  l.ier  a  -  -  r  (cos  6  +  i  Bin  6)  und  trennt  man  Keelles  uni  to  . 

liires,  so  liefert  der  reelle  Teil  die  in  Aussie  i  genommtii  ^  Beweis 

2)  Hi er iiber  vergleiche  man  die  Entwicklungen  \o  §  >  ^  durch. 

les  4.  Satzes  dieses  Paragraphen,  wo  ahnliche  der  egungen 

•efuhrt  sind. 
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ist  eing  analytische  Funktion  des  Parameters,  mid  urogekehrt  ist  t 
eine  analytische  Funktion  von  s. 

3  satz.  Verhalt  sich  u  in  einem  Bereiche  S,  dessen  Begrenzung 
mm  Tell  aus  einer  analytischen  Kurve  G  besteht,  harmonisch,  und 
nimrnt  u  ferner  Icings  C  analytische  Randwerte  an,  so  lafit  sick  u  iiber 
C  hinaus  harmonisch  fortsetzen. 

Der  Satz  wird  offenbar  bewiesen  sein,  wenn  wir  zeigen  konnen, 
dafi  die  Kurve  C  nebst  ilirer  Umgebung  auf  ein  Stiick  einer  geraden 
Linie  nebst  ilirer  Umgebung  ein-eindeutig  und  konform  abgebildet 
werden  kann.  Denn  dadurch  wiirde  die  Funktion  u  in  eine  Funktion 
des  transform ierten  Bereiches  iibergeken,  welche  alien  Forderungen 
des  2.  Satzes  gerecht  wird.  Dab  dies  nun  aucli  in  der  Tat  angelit, 
besagt  der  folgende 

4.  Satz.  Sei  C  eine  analytische  Kurve.  Dann  Id  fit  sich  die  Vm- 
yebung  von  C  auf  die  Umgebung  einer  geraden  Strode  F  ein-eindeutig 
und  Conform  beziehen,  dergestalt  dafi  die  Kurve  C  in  die  Strecke  r 

iiber geht. 

Die  Kurve  C,  welclie  durch  die  Gleichungen 


%  =  <P  (t),  V  =  «<t£  fi, 

dargestellt  werde,  darf  iiber  sich  selbst  liiniiberschneiden,  was  zu  einer 
mehrblattrigen  Riemannschen  Fliiche  fur  den  Streifen  fiihren  wiirde. 
Der  Emfechheit  lialber  lassen  wir  indessen  diesen  Fall  beiseite.  Sei 
t0  ein  beliebiger  Punkt  des  Intervalls  (a,  (1):  cc^t^fi,  und  man 
setze  die  Taylorscke  Entwicklung  fiir  g,  xp  an: 


*P  (0  =  a0  +  (t  -  to)  +  «2  (t-  t0y  + 

1KO-&0  +  &1  (t-t0)  +b2(t~t0y  + 

Multipliziert  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  i  =  ]/ —  1  und 
addiert  sie  dann  zui  eisten,  so  erhalt  man  eine  Potenzreihe  in  t  —  /0: 


(2) 


~x  +  yi  =  (aQ  +  b0i)  +  («1  +  \i)  (t  -  t0)  + 


welehe  auch  fur  komplexe  Werte  von  t  einen  Sinn  hat,  und  zwar 

sctXLr:  6me  ana'ytiSChe  FUUkti°“  ™  ™  Be- 


a)  Diese  Funktion  bildet  die  Umgebung  des  Punktes  L  der  reellen 

x '-dtTT-tlt  |1IK'  1Tf0mi  auf  ,Ue  UmBebung  des  Punktes 
«  r  Uo  V  (Jq)  ah;  denn  ihre  erste  Ableitung  hat  in  diesem 
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Punkte  einen  nickt  versehwindenden  Wert,  ¥>'&)  +  »>'(*,),  da  nSm- 

lich  allgemem  <p  (tf  +  pit)-  >  0  ist.  Wir  wollen  mit  I,'0  den  Radius 

des  groBten  Ivreises  um  t0  bezeichnen,  welcber  als  derartige  Umgebunit 
dienen  kann. 

b)  Der  in  der  Umgebung  des  Punktes  t  =  t0  gelegene  Teil  der 
reellen  Achse  gebt  dabei  in  einen  den  Punkt  (x0,  y0)  umfassenden 
Bogen  von  G  fiber. 

c)  Der  Teil  der  Umgebung  von  (s0,  ij0),  welcber  auf  einer  Seite 
von  C  liegt,  gebt  in  einen  Bereicb  der  ^-Ebene  fiber,  welcber  an  das 
betreffende  Sttick  der  reellen  Acbse  stoBt  und  ini  tibrigen  entweder 
ganz  in  der  oberen  oder  ganz  in  der  unteren  Halbebene  liegt. 

Den  Gebraucb  komplexer  GroBen  kann  man  natfirlicb  vermeiden, 
indem  man  im  Anschlusse  an  <p  (t)  die  beiden  Funktionen: 

< Ti  (r,  6)  =  a0  +  °\r  C0B  #  +  a2r2  cos  20  -J —  •, 

(p2  (r>  #)  =  ai r  sin  6  -f  a2  r2  sin  26  +  •  •  •, 

und  ebenso  im  Anscblusse  an  ip  (t)  zwei  Funktionen  ^  (r,  0),  t/-2  (r,  6 ) 
bildet,  dann  wird  die  Abbildung  dumb  die  Funktionen: 

oo 

x  =  cpt  —  4’ 2  ^  rn  (an  cos  nO  —  l)n  sin  nO), 

n  =  0 
oo 

y  =  2  + 1\  =  '/*'  vn  ( an  S]n n o  +  K cos n ®)> 

n  =  0 

bewerkstelligt.  Ffibrt  man  bier  nocb  recbter  Hand  recbtwinklige 
Koordinaten  j;  =  r  cos  6,  rj  =  v  sin  6  ein,  so  bat  die  Jacobiscbe  Deter¬ 
minate  im  Punkte  t  =  r,  =  0  den  nicht  versehwindenden  Wert 

d(Z,ri) 

Hiermit  ist  im  Kleinen  ffir  die  Umgebung  des  Punktes  (x0,  y0) 
das  erreiebt,  was  der  Satz  im  GroBen  ffir  die  ganze  Kurve  C  ver- 
langt.  Nun  fiberzeugt  man  sicb  leiebt  nacb  wohlbekannten  MetbodeD, 
daB  die  GroBe  B0  im  ganzen  Intervalle  a£t£P  eine  positive  untere 
Grenze  B  baben  muB.  Umgibt  man  also  T  mit  dem  Streifen,  welcber 
durcli  einen  Kreis  vom  Radius  B  ausgefegt  wird,  wenn  dessen  Mittel- 
punkt  die  Strecke  T  durcblauft,  so  wird  jeder  Lage  desselben  eine 
ein-eindeutige  Beziehung  von  seinem  Inneren  aul  die  Umgebung  des 
zugehorigen  Punktes  von  G  entsprechen.  Die  solchergestalt  erbaltenen 
Punkte  der  s-Ebene  bilden  sonacb  einen  G  umgebenden  Streifen, 
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welchen  wir  nun  leicht  geneigt  sein  konnten,  fur  erne  seiche  Um- 
gebung  Von  C  anzusehen,  wie  der  Satz  sie  verlangt.  Dock  wiirden 
wir  damit  einen  Fehler  begeken,  denn  dieser  Streifen  kdnnte  sebr 
wobl  noch  ira  GroBen  iiber  sich  selbst  kiniibergreifen.  Es  kommt 
uns  also  jetzt  darauf  an  zu  zeigen,  daB  E  in  dem  ialle  stets  durcb 
eine  kleinere  positive  Grofie  r  ersetzt  werden  kann,  wofiir  dies  niebt 
eintritt. 

Gesetzt,  dem  ware  niebt  so.  Sei  rlf  r2,  •  •  •  eine  Reihe  positiver 
gegen  0  abnehmender  GroBen,  und  man  konstruiere  die  Streifen, 
S1}  welche  durcb  Ivreise  mit  den  Radien  rlf  r2,  .  .  .  aus- 

gefegt  werden.  Zu  jedem  Werte  von  n  wiirde  es  dann  einen  Punkt 
en  von  Sn  geben,  welekem  zwei  versebiedene  Punkte  t'„,  t"n  entspre- 
cben.  Die  Punkte  t'n  haben  offenbar  eine  auf  jT  gelegene  Haufungs- 
stelle  t',  und  ebenso  die  Punkte  t\[  eine  Haufungsstelle  t".  Hieraus 
entstebt  aber  ein  Widerspruch.  Denn,  wenn  wir  annehmen,  daB  t' 
und  t"  getrennte  Punkte  sind,  so  entsprechen  ilmen  aucb  getrennte 
Punkte  von  C,  deren  Umgebungen  daber  niebt  stets  gemeinsame 
Punkte  baben  werden.  Und  ebensowenig  konnen  t'  und  t"  zusammen- 
fallen,  denn  die  Abbildung  ist  ja  umkebrbar  eindeutig  im  Kleinen.1) 

Wir  fiigen  nocli  die  Bemerkung  hinzu,  daB  die  Bedingung  des 
3.  Satzes  aucb  umgekehrt  notwendig  ist.  LiiBt  sicb  namlicb  eine 
barmonisebe  1  unktion  iiber  ein  analytisches  Randstiick  binaus  kar- 
moniscb  fortsetzen,  so  nahm  die  Funktion  schon  analytische  Rand- 
weite  an  jenem  Randstiick  an.  Hieraus  entnehmen  wir  eine  einfache 
Weise,  Funktionen  eines  komplexen  Arguments  mit  natiirlichen  Grenzen 
herzustellen.  So  konnen  wir  beispielsweise  langs  der  Peripherie  eines 
Kreises  eine  stetige  Folge  niebt -analytiseber  Werte  vorsebreiben  und 
dann  das  dazu  gekorige  Poissonscbe  Integral  bilden.  Man  vergleicbe 
iibrigens  das  Beispiel  von  Kap.  9,  §  5. 

Definition.  Seien  P,  P'  zwei  Punkte,  welche  symmetriscb 
zuemander  in  Bezug  auf  T  liegen,  und  seien  Q,  Q'  ibre  Bildpunkte. 
ann  beiBen  letztere  beiden  ^Punkte  symmetriscli  in  Bezug  auf  C. 


der  ylriationsteehnm  ™  .die  80eben  besprochene  hat  man  auch  in 

vgl  Kneser  Lehrbifrl?°JS'  v°  ^  S1Cb  Um  Gln  Feld  VOn  Extremalen  handelt- 
Bolza  aufme’rkfam  gemachT  TrZT^T^'J  U>  Auf  diese  E*<*e  hai 
Fufinote.  Dabei  ist  ?ber  seine  \  ^  Bd’  2  <1901)>  S*  42A 

nicht  ganz  zutreffend  denn  ok  rihU.s0fern  sie  sich  aut  meine  Arbeit  bezieht 

damns  zu  tun,  den  Bewei,  ins  Einze“c  lurch- rb  *,etrefeilfe“  Stolle  gnr  nichi 
Liicke  bei  Kneser  gleich  nacb  dem  Fv^w  '  der  Tat  ™  die 

1899/1900  aufgefallen.  Erscheinen  seines  Lchrbuchs  im  Winter 
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Nun  gibt  es  aber  verscbiedene  Abbildungen,  welche  den  Bedingungen 
des  vorstebenden  Satzes  geniigen.  Daher  ist  es  von  Wicbtigkeit  fest- 
zustellen,  daB,  wenn  Q,  Q'  bei  einer  derselben  symmetrisch  sind,  sie 
es  dann  aucb  bei  jeder  anderen  sind.  In  der  Tat  wird  eine  beliebige 
dieser  Abbildungen  durch  ein  Paar  konjugierter  liarmoniscber  Funk- 
tionen  von  x,  y  bewerkstelligt,  wovon  die  eine  liings  C  verscbwindet 
Bei  der  besonderen,  der  Definition  zu  Grunde  liegenden  Abbildung  geht 
nun  letztere  Funktion  in  eine  harmonisclie  Funktion  fiber,  welcbe 
kings  P  verscbwindet.  Darurn  niinmt  sie  in  P  und  P'  entgegengesetzt 
gleicbe  Werte  an,  wiibrend  der  zu  ibr  konjugierten  Funktion  dort 
gleicbe  Werte  zukommen.  Dasselbe  gilt  also  aucb  ffir  Q,  Q',  und 
das  wollten  wir  eben  beweisen. 

Ist  C  insbesondere  ein  Kreisbogen,  so  sind  symmetriscbe  Punkte 
konjugiert.  Denn  durcb  eine  lineare  Transformation  der  komplexen 
z  =  x  +  y  i- Ebene  auf  die  komplexe  AEbene,  wobei  C  in  P  fibergeht, 
ist  dies  ja  der  Fall. 

5.  Satz.  Sei  S  ein  Bereich,  welch er  an  eine  analytische  Kurve  G 
stofit,  und  sei  S'  ein  zweiter,  auch  an  C,  aber  von  der  anderen  Seite 
her  sto fiend er  Bereich,  dessen  Punkte  zu  den  Punkten  von  S  in  Bezug 
auf  C  symmetrisch  liegen.  1st  dann  u  liarmonisch  in  S  und  verschwindet 
u  Idngs  C,  so  lafit  sick  u  dadurch  iiher  C  liinaus  in  S'  liarmonisch  fort- 
setzen,  dafi  man  jedem  Punkte  Q'  von  S'  den  entgegengesetzt  gleichen 
Wert  zuordnet,  welchen  u  im  symmetrischen  Punkte  Q  annimmt. 

Im  Falle  C  insbesondere  ein  Kreisbogen  ist,  iverden  Q  und  Q'  fon- 
jugiert  sein. 

An  diesen  Satz  schlieBt  sicb  nocb  der  folgende  Zusatz.  Zur  Er- 
leicbterung  der  Ansdrucksweise  bedienen  wir  uns  komplexer  GroBen. 

Zusatz.  Es  seien  S  und  T  zivei  Bereiclie  der  komplexen  tv-  resp. 
z-Ebene,  deren  jeder  zum  Teil  von  einem  Kreisbogen  oder  Geraden  be- 
grenzt  ist,  und  die  auch  konform  aufeinander  bezogen  sind,  derart,  dafi 
die  genannten  Bandstiicke,  —  C  und  P  mbgen  sie  lieifien,  einander I 

entsprechen.  Dann  lafit  sick  die  durch  diese  konforme  Abbildung  de- 
fin  ierte  analytische  Funktion: 

w  =  f  (z)  resp.  z  =  (p  (tv) 

iiber  P  resp.  C  liinaus  analytisch  fortsetzen,  und  zwar  erhdlt  cite  Funk¬ 
tion  in  zivei,  symmetrisch  zur  betreffenden  Begrenzung  gelegenen  Punkten . 
Werte,  welche  durch  zwei  zur  entsprechenden  Begrenzung  des  abgebildeten 
Bereiches  symmetrisch  gelegene  Punkte  veranscliaulicht  net  den. 
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Das  Randstuck  T  des  Bereiches  T  mogen  wir  uns  als  einen  Teil 
der  reellen  Aehse  denken,  da  dies  ja  stets  durch  eine  lineare  Trans¬ 
formation  der  ^-Ebene  zu  erreichen  ist.  Denmark  verkalt  sich  der 
Koeffizient  y  des  rein  imaginaren  Bestandteils  der  Funktion  (p  (ic) 
karmonisck  in  S  und  nimmt  auBerdem  langs  C  den  Randwert  0  an. 
Infolgedessen  lafit  sick  y  liber  C  kinaus  karmonisck  fortsetzen,  indem 
man  S  an  C  spiegelt  und  y  dann  in  den  Punkten  des  neuen  Be- 
reickes  S'  Werte  beilegt,  welcke  seinen  Werten  in  den  symmetrischen 
Punkten  von  S  entgegengesetzt  gleich  sind.  Dabei  erkalt  die  zu  y 
konjugierte  Funktion  —  x  Werte  in  dem  neuen  Bereiche,  welcke  mit 
ikren  Werten  in  den  symmetriscken  Punkten  von  S  vollig  iiberein- 
stimmen,  wie  man  sofort  einsiekt,  indem  man  S  und  S  durck  eine 
lineare  Transformation  auf  zwei  Bereicke  konform  abbildet,  welcke 
symmetrisck  zur  reellen  Ackse  liegen.  Hieraus  entnekmen  wir7  daB 
S'  auf  das  Spiegelbild  T'  von  T  in  der  reellen  Ackse  der  ^r-Ebene  so 
abgebildet  wird,  wie  der  Satz  es  verlangt.  Im  iibrigen  wird  der  aus 
S  und  S'  bestekende  Gesamtbereick  auf  den  aus  T  und  T'  sick  zu- 
sammensetzemlen  Bereick  umkekrbar  eindeutig  und  konform  bezogen. 


§  7.  Uber  die  Niveaukurven  der  Greenschen  Funktion. 

Es  handelt  sick  in  diesem  Paragrapken  um  einen  analytiscken 
Beweis  des  folgenden  Satzes. 

-  Tkeorem.  Sei  g  die  Greensche  Funktion  eines  einfacli  zusammen- 
hdngendm  Bereiches  T.  Dann  besteht  der  Ort  der  Punkte,  welche  der 
Glei  chung 

g  =  const. 


geniigen,  aus  einer  einfachen  reguldren  geschlossenen  Kurve  olme  Ecken 7 
welche  den  Pol  0  von  g  in  seinem  Inneren  umfafit. 

Dabei  deukt  man  sich  zunachst  den  Bereick  T  als  endlich.  Der 
Beweis  gilt  aber  aucli  okne  wesentlicke  Modifikation  fur  einen  Be- 
reich,  dessen  Rand  sich  ins  •Uneudliche  erstreckt.  Und  da  nun  jeder 
einfach  zusammenhangende  Bereick  der  erweiterten  Ebene  dessen 
Rand  m.r  aus  mehr  als  einem  Punkte  besteht,  durch  eine  lineare 
Transformation  auf  einen  solchen  bezogen  werden  kann,  so  o-ilt  der 

BeweisegZm  ^  ^  W“'  geheD 

Sei  2  die  Menge  der  Punkte  von  T,  in  denen 

9>  g 


Osgood,  Fiuiktionentheorie.  I.  2.  Aufl. 
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ist,  wo  eine  beliebige  positive  Konstante  bedeutet.  Diese  Punkte 
bilden  ein  einziges  Kontinuum,  welches  0  zum  isolierten  Randpunkte 
hat.  W  iirde  namlich  Z  in  mehrere  Kontinuen  zerfallen,  so  miiBte  es 
eins  davon  geben,  in  welchem  g  ausnahmslos  harmonisch  ist,  nnd  an 
dessen  Rande  g  auBerdem  den  konstanten  Wert  g  annimmt.  Daher 
miiBte  g  auch  im  Inneren  konstant  bleiben,  was  zu  einem  Wider- 
spruch  fiihrt. 

Ferner  besteht  der  Rand  von  Z  aus  einem  einzigen  Randstiicke 
nebst  dem  Punkte  0.  Im  anderen  Falle  konnte  man  namlich  Rand¬ 
punkte  durch  einen  Riickkelirschnitt  r  einschlieBen,  auBerhalb  dessen 
der  Punkt  0  liegen  wiirde.  Da  es  nun  in  der  Nahe  eines  Punktes,  in 
welchem  g  =  g  ist,  stets  Punkte  gibt,  in  welchen  g  <  g  ist,  so  miiBten 
auch  im  Innern  von  jT  solche  Punkte  vorhanden  sein,  und  diese  bilden 
ein  oder  mehrere  innerhalb  jT  gelegene  Kontinuen.  Dies  fiihrt  aber 
wieder,  wie  vorhin,  zu  einem  Widerspruch. 

Betrachten  wir  jetzt  einen  Randpunkt  A  von  Z,  worm  g  =  g 
ist.  Die  iibrigen  Randpunkte  der  Umgebung  von  A  bilden  dann  nach 
§  5,  4.  Satz,  nebst  der  nachstehenden  3.  Aufgabe  eine  oder  mehrere 
regulare,  alle  durch  den  Punkt  A  gehende  Kurven,  welche  diese 
Umgebung  in  Bereiche  zerlegen,  die  abwechselnd  in  Z  liegen.  Dem- 
entsprechend  laBt  sich  wenigstens  im  Kleinen  derjenige  Teil  von  Z, 
welcher  in  der  Umgebung  eines  Randpunktes  A  liegt,  in  Bereiche  6 
(siehe  Kap.  5,  §  9)  zerlegen.  Wir  wollen  zeigen,  daB  dies  auch  im 
GroBen  zutrifft,  dergestalt,  daB  der  in  Z  befindliche  Teil  der  Um- 
gebung  von  g  =  g  so  genommen  werden  kann,  daB  er  aus  einer  end- 
lichen  Anzahl  von  Bereichen  <?  besteht.  • 

Zu  dem  Zwecke  zerlegen  wir  die  Ebene  in  Quadrate,  wie  in 
Kap.  5,  §  3  des  naheren  auseinandergesetzt  ist,  wobei  wir  die  Grofie 
der  Quadrate  gleich  von  vornherein  so  beschranken  wollen,  daB  einem 
Quadrate,  welches  0  oder  einen  Randpunkt  von  T  im  Inneren  oder 
auf  seinem  Rande  enthalt,  kein  Punkt  von  g  =  g  angehoren  kann. 
Wir  beginnen  mit  einem  Punkte  A,  durch  welchen  mehrere  Kurven 
gehen,  falls  ein  solcher  vorhanden  sein  sollte,  und  nehmen  dabei  die 
Quadrate  so  klein,  daB  der  Rand  des  Quadrats,  worm  A  liegt,  Stiicke 
aus  S  schneidet,  die  entweder  bereits  Bereiche  tf  sind,  oder  doch 
sofort  in  solche  verwandelt  werden  konnen.1)  Da  die  Anzahl  der- 


1)  In  besonderen  Fallen  wird  man  sich  notigenialls  eines  gr«^ren  aus 
zwei  oder  vier  der  vorliegenden  Quadrate  zusammengesetzten  Rechteck 

dienen. 


§  7.  Uber  die  Niveaukurven  der  Greenschen  Funktion. 
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artiger  Punkte  ofl'enbar  endlich  ist,  so  kann  man  sie  alle  in  der  ge- 
nannten  Weise  vorwegnehmen. 

Wir  wollen  jetzt  die  iibrigen  Quadrate,  welche  Punkte  von  g  =  g 
enthalten,  in  Betracbt  zieben.  Diese  bilden  einen  abgeschlossenen 
Bereich1)  S,  in  welcbem  sowohl  g  als  dg/dx,  dg/dy  stetig  bleiben, 
und  zwar  bat  mindestens  eine  dieser  Ableitungen  bei  eventueUer  wei- 
terer  Yerkleinerung  der  Quadrate  in  jedem  vorgegebenen  Punkte  von  S 
eineu  nicbt  verscbwindenden  Wert.  Diesem  Sacbverbalt  entsprecbend 
gilt  nun  das  Existenztheorem  von  Kap.  2,  §  4  gleicbmaBig  fur  den 
Bereicb  S.  Ausfuhrlicber  gesagt:  Es  gibt  zivei  positive  Konst anten, 
Jc  und  h  <1  ic,  von  folgender  Beschaffenheit.  Sei  ( a ,  b )  cin  beliebiger, 
in  S  gelegener  Punkt  von  g  =  g ,  und  man  fasse  die  beiden  Bereiche 


I. 

II. 


x  —  a  <ih,  y  —  b  \  <^k] 
y  —  b\^h,  x  —  a  <  Jc, 


ins  Auge.  Dann  sind  zivei  Fdlle  moglich:  entweder  bilden  die  in  I. 
befindhchen  Punkte  von  g  —  u  eine  reguldre  Kurve: 

y  =  <p  O), 

wo  b  =  (f  (a),  und  y  (x)  eine  eindeutige,  stelige  mit  einer  stetigen  Ab ■» 
leitung  ausgestattete  Eu  nit  ion  von  x  im  Intervalle  x  —  a  <  h  ist ;  oder 
die  in  II.  befndlichen  Punkte  von  g  —  u  bilden  eine  reguldre  Kurve: 

x  =  *k(y), 

wo  a  =  t  (b),  und  it'  (y)  eine  eindeutige  stetige,  mit  einer  stetigen  Ablei- 
tung  ausgestattete  Funktion  von  y  im  Intervalle  y  ~b  <  h  ist. 2) 

Der  Beweis  dieses  Satzes  bietet  durchaus  keine  Schwierigkeit 
und  kaun  desbalb  wobl  iibergangen  werden. 


Bereiches  abgeseben. 
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ist  Hiermit  liaben  wir  unter  Heranziehung  der  friiheren,  an  etwame 
mehrfache  Punkte  des  Randes  stoBenden  Bereiche  eine  endliche  An- 
zahl  von  m  2  belegenen  Bereichen  a  erhalten,  deren  jeder  zwei 
JNacli  mrn  hat,  und  welcher  iibrigens  den  ganzen  Ort  g  =  g  be 
setzen.  Daraus  ergibt  sich,  dab  der  Ort  g  =  g  sich  aus  einer 
endlichen  Anzahl  einfacher  regularer  Kurven  zusammensetzt,  welche 
sich  nunmehr  zu  einer  einzigen  regularen  geschlossenen  Kurye  an- 
ordnen  lassen.  Letztere  Kurve  ist  aber  auch  einfach.  Denn  sonst 
konnte  man  bereits  aus  einem  Teile  derselben  eine  einfache  Kurve 
zusammensetzen,  welche  dann  2J  notwendig  umfassen  miiBte.  Hieraus 
schlieBt  man  ferner  auf  die  Existenz  von  Querschnitten,  welche  das 
Innere  dieser  Kurve  durchsetzen  und  aus  weiteren  Teilen  des  Ortes 
g  =  g  bestehen.  Das  1  iilirt  aber  zu  einem  Widerspruch,  und  hiermit 
ist  der  Beweis  geliefert. 

Der  gleichmaBige  Teil  des  vorstehenden  Beweises  laBt  sich  auch 
auf  andere  Weise  fuhren.  Yor  allem  sieht  man,  daB  man  den  Ort 
g  =  g  mit  einem  abgeschlossenen  Bereiche  umgeben  kann,  der  weder 
an  0  noch  an  den  Rand  von  T  hinanreicht.  Auf  Grund  dieser  Tat- 
sache  beweist  man  dann,  daB  ein  Stuck  von  g  —  g ,  welches  aus  einem 
regularen  Kurvenstiicke  besteht,  stets  gleickmiiBig  fortgesetzt  werden 
kann,  indem  ein  neuer  derartiger  regularer  Bogen  von  einer  Lange  i>  h, 
wo  h  eine  positive  Konstante  bedeutet,  glatt  angegliedert  wird.  Endlich 
bleibt  noch  der  Nachweis  zu  fuhren,  daB  dieser  Schritt  nicht  heliebig 
oft  wiederholt  werden  kann,  ohne  den  Ort  g  =  g  zu  erschopfen.  • 

Zusatz.  Iyi  lceinem  inner en  Punkte  von  T  verschwindet  dg/dn , 
wo  sich  n  auf  die  Normale  der  Kurve  g  =  const,  bezieht. 


§  8.  Von  der  Beziehung  der  Potential-  zur  Funktionentheorie. 

Auf  Grund  des  Umstandes,  daB  die  Caucky-Riemannscken  Diffe- 
rentialgleichungen 

d  it  dv  d  u  _ d  v 

dx  dy’  dy  dx 

sowohl  fur  ein  logarithmisches  Potential  als  auch  fiir  eine  analytische 
Funktion  eines  komplexen  Arguments  eine  notwendige  und  hin- 
reichende  Bedingung  bilden,  erweisen  sich  die  Theorien  dieser  beiden 
Funktionsklassen  als  im  wesentlichen  miteinander  identisch.  )  Diesen 

1)  Genauer  gesagt  hat  jeder  Satz  der  eiuen  Theorie  sein  Gegenbild  in  der 
anderen  Theorie.  Dagegen  hat  jede  Theorie  ihre  eigenen  Methoden. 
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Gedanken  stellte  Rieinann  von  vornherein  an  die  Spitze  seiner  Theorie. 
In  der  Dissertation  leitete  er  eine  Reihe  von  Siitzen  ab,  die  wir  zum  groBen 
Teile  in  den  voraufgehenden  Paragraphen  wiedergegeben  haben,  und 
wovon  einer  der  wichtigsten  noch  in  Kap.  14,  §  1  gebracht  wird.  Dabei 
war  es  ihm  indessen  nicbt  in  erster  Linie  urn  einen  system atischen 
Aufbau  der  Theorie  des  logarithmischen  Potentials  als  Grundlage  fur 
die  Funktionentheorie  zu  tun,  vielmehr  suchte  er  vermoge  der  Me- 
thoden  jener  Theorie,  welche  er  vor  alien  Dingen  als  die  Dienerin 
dieser  anstellte,  neues  funktionentheoretisches  Gebiet  zu  erschlieBen. 
Dem^egenuber  haben  wir  uns  die  Aufgabe  gestellt,  eine  selbstiindige 
Theorie  der  harmonisclien  Funktionen  zu  entwickeln,  welche  wir  dann 
erst  nachtraglich  mit  der  Theorie  der  Funktionen  eines  komplexen 
Arguments  in  Yerbiudung  setzen,  denn  dadurch  erhalt  man  ein  kla- 
reres  Bild  einer  jeden  der  beiden  Theorien  fur  sich.  Wenn  wir  nun 
die  einzelnen  Siitze  dieser  Theorien  bzw.  einander  gegeniiberstellen, 
so  zeigt  sich  durchaus  kein  vollig  ein-eindeutiges  Entsprechen.  Bald 
sind  die  Bedingungen  des  Satzes  aus  der  einen  Theorie  die  weiteren, 
bald  verhalt  sich  die  Sache  gerade  umgekehrt.  So  verlangt  beispiels- 
weise  der  8.  Satz  des  §  4  nur,  daB  u,  daB  also  bloB  der  eine  Be- 
standteil  der  komplexen  analytischen  Funktion  in  der  Umgebung  des 
Punktes  (a,  b)  eindeutig  und  endlich  bleibe,  wiikrend  der  analog 
Riemannsche  Satz  (Kap.  7,  §  6,  9.  Satz)  doch  voraussetzt,  daB  auch 
die  konjugierte  lunktion  erstens  eindeutig,  sodann  noch  endlich  sei. 
Ill  diesem  lalle  is t  also  der  Satz  der  Potentialtheorie  der  allgemei- 
nere.  Andererseits  fordert  man  in  der  Potentialtheorie  sowohl  die 
Existenz  als  auch  die  Stetigkeit  der  Ableitungen  erster  und  zweiter 
Ordnung  von  u  bzw.  der  Ableitungen  erster  Ordnung  von  u  und  « 
nebst  den  Cauchy-Riemannschen  Differentialgleichungen.1)  Hingegen 
wird  in  der  Funktionentheorie  gezeigt,  daB  die  bloBe  Existenz  "einer 
Ableitung  der  komplexen  Funktion  geniigt,  damit  u  und  v  stetige  Ab¬ 
leitungen  besitzen,  —  Satz  von  G  our  sat,  Kap.  7,  §  16. 


»'5S  SrSs? 

und  auSerdem  To  boscbaffen  kt  daB  Able“““S®  “‘“r  Ordnung  rtetig. 


/ 


d  u 
d  n 


ds  0 


ist,  wobei  die  Integration  iiber  einen  beliebi 


innerbalb  T  gelegenen  Kreis  zu  erTtrecker'i^Pr^^  Inner"  ganz 

and  Sa.,  Bd.  41,  Nr.  26  (1900  .  S.  577  ’  0CC€(Jtngs  Amer.  Acad,  of  Arte 
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Das  klassische  Problem  der  Potentialtheorie,  eine  harmonische 
Funktion  veiunoge  ihrer  Randwerte  zu  bestimmen  (vgl.  unten)  dient 
dazu,  das  MaB  der  Willkiir  bei  einer  ahnlichen  Bestimmungsweise 
komplexer  analytischer  Funktionen  festzustellen.  Wie  ersichtlick,  kann 
man  den  Wert  des  reellen  Teils  einer  Funktion  letzterer  Klasse  am 
Rande  eines  Bereiches  beliebig  vorsckreiben,  wodurcb  dann  die  Funk¬ 
tion  bis  auf  eine  rein  imaginare  additive  Konstante  voUig  definiert 
ist.  Was  die  Randwerte  des  rein  imaginaren  Bestandteils  anbetrifft, 
so  konnen  wir  nur  noch  liber  einen  einzigen  davon  verfucren 

Hieran  kniipfen  wir  noch  die  Bemerkung,  daB  wir  auf  Grund 
der  Entwicklungen  von  §  5  imstande  sind,  die  Cauchy -Taylorsche, 
sowie  die  Laurentsche  Reihe  direkt  abzuleiten.  Unter  den  Bedingungen 
des  Satzes  von  Kap.  7,  §  13  laBt  sich  namlich  der  reelle  Teil  von 
f{z)  in  die  Reihe: 

oo 

u  =  ~°  +  ^  r"(an  cos  n  6  -f-  bn  sin  nd) 

71  =  1 

entwickeln.  Die  hierzu  konjugierte  Funktion  v  wird  dann  durck  die 
Reihe:  «, 

v  =  C  +  rn  (an  sin  nO  —  bn  cos  nd) 


gegeben,  wobei  es  nur  noch  iibrig  bleibt,  das  konstante  Glied  in  ge- 

eigneter  Weise  zu  bestimmen.  Hieraus  folgt: 

©  ° 


oo 

u  +  vi  =  Y  +  Ci  +  ^  (an  —  bni)  rn  (cos  nd  +  i  sin  nd), 

71  =  1 


was  eben  die  Cauchy-Taylorsche  Reihe  ist. 

Auch  die  Cauchysche  Integralformel,  Kap.  7,  §4,  ergibt  sich 
unmittelbar  aus  der  Greenschen  Formel.  Wir  wollen  zuniichst  vor- 
aussetzen7  daB  der  Bereich  S  einfach  zusammenhange,  sowie  daB  der 
Rand  von  S  aus  einer  einzigen  analytischen  Kurve  bestehe,  in  deren 
Punkten  die  Funktion  f(e)  immer  noch  .analvtisch  bleibt.  Sei  h  die 
zu  g  konjugierte  Funktion.  Dann  ist 


g  +  hi  =  —  log  (t  —  s)  -f  P(j,  z), 

wo  P,  bei  festgehaltenem  z,  eine  in  alien  Punkten  des  abgeschlos- 
senen  Bereiches  S  analytische  Funktion  von  t  ist.1)  Wenden  wir  uns 

1)  Nach  dem  3.  Satze  von  §  6  gestattet  namlich  g  eine  harmonische  Fort- 
setzung  iiber  den  Rand  von  5  hinaus.  -  Wegen  des  Existenzbeweises  fur  g 
vergleiche  man  Kap.  14,  §§  4,  5. 
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der  Beziehung  der  Potential-  zur  Funktionentheorie. 
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ietzt  zur  Integralformel: 

i  rmdt 

f(z)  =  U  +  VI  —  2 Itij  t  —  2 

c 

und  bemerken  wir  dabei,  dab 

l  aiog(i  —  *)_  d(g  +  hi)  dT 

t  —  z  ot  dt  dt 


ist,  so  finden  wir  zunachst: 


u  -f-  vi 


dJ*±!^dt  + 


Hier  verscbwindet  das  zweite  Integral  rechter  Hand  nach  dem 
Cauckyschen  Integralsatze,  Kap.  7,  §  2.  Was  das  erste  Integral  an- 
betrifft,  so  ist 


dig  +  hi)  =  c  (g  -f  h  i) 
dt  ds 


dt  =  eTi  ds, 


wo  r  den  Winkel  bedeutet,  welchen  die  positive  Tangente  der  Rand- 
kurve  mit  der  positiven  reellen  Aclise  einschlieBt.  Indem  wir  uns 
noch  erinnern,  daB 

dg  =  n  ^h=,._^g 

ds  ’  ds  dn 


ist,  und  zugleich  auch  f(t)  =  U  +  Vi  einfiibren,  so  kommt: 

«  +  vi-jJ(u+Vi)rnds’ 

c 

worin  dann  die  Greensche  Formel  mit  enthalten  ist.1)  Und  nun 
kann  man  umgekehrt  von  dieser  letzten  Formel  ausgeben  und  also 
riick warts  zur  Cauelivschen  Integralformel  hinaufsteio’en 

Die  A  erallgemeinerung  auf  Bereiche,  deren  Rand  aus  einer  end- 
licben  Anzahl  analytischer  Kurven  besteht,  sowie  auf  mehrfach  zu- 
sammenhangende  Bereiche,  bietet  nun  keine  Scliwierigkeit.  Will  man 
indessen  zu  allgemeinen  regularen  Randkurven  iibergehen,  so  ist  die 
Kenntnis  des  Verhaltens  der  Ableitungen  der  Greenschen  Funktion 
am  Rande  vonnoten.  Hieriiber  existieren  Untersucliungen  von  Kell o<v 
Transactions  Amer.  Math,  Soc.,  Bd.  9  (1908),  S.  39  und  51-  Bd  1°3 
(1912),  S.  109.  5 


1)  Diese  Herleitung  des  Zusammenhangs  zwischen  den  heidon  p  i 
nehme  ich  einer  brieflichen  Mitteilung  des' Herrn  Morera  ^ 
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W  ir  wollen  diesen  Paragraphen  noch  mit  einem  besonderei*  Satze 
schlieBen,  welcber  an  und  fur  sich  nicbt  obne  Interesse  sein  durfte. 

Satz.  Geniigt  eine  rationale  Function  R(x,  y)  der  Laplaceschm 
Gleichung:  A  R  =  0,  und  bildet  man  die  dam  gehorige  lcomplexe  ana- 
lytische  Funktion: 

f(e)  =  R  +  ij'- ||  (f*  +  ||  dy  +  Ci, 

(a,  b) 


so  (st  diese  eine  rationale  Funktion  der  komplexen  Variabelen  z 
In  der  Tat  erweist  sicli  zunaclist  die  Ableituncr: 

O 

,, ,  ,  dR  .dR 

t  \e)  =3 - %  -5- 

v  '  ox  dy 

als  eine  rationale  Funktion  von  x  und  y.  Setzt  man 


=  x  4-  yi. 


R (x,  y)  = 


G{x,y) 
F(x,  y)  > 


wo  G  und  r  teilerfremde  Polynome  sind,  so  erkennt  man  leicbt,  daB 
die  reellen  Nullstellen  von  r  nur  isoliert  auftreten  konnen.  Denn 
sonst  gabe  es  eine  analytische  Kurve  der  £-Ebene;  langs  deren  f(z)  =  oo, 
also  1  ff(z)  verscbwande,  und  daber  miiBte  1  /f(z)  identisch  null  sein. 
Hiernaeh  kann  R,  und  mithin  aucb  f(z),  sowie  endlich  f'  (z)  nur  iso- 
lierte  Sinsmlaritaten  baben.  Wir  scblieBen  ferner  aus  dem  Voraus- 
gescbickten,  daB  die  eindeutige  Funktion  f  (z)  bocbstens  Pole  bat. 
Die  einzigste  iibrige  Moglicbkeit  ware  namlicb  eine  wesentlicbe  singu¬ 
lar  Stelle.  Dann  miiBte  aber  die  Gleicb'ung  f  ( z )  =  C  bei  passender 
Wabl  von  C  unendlicb  viele  Wurzeln  baben  (vgl.  Kap.  7,  §  6,  9.  Satz), 
was  bier  zum  Scblusse  fiibrt,  daB  f'(z )  identiscb  gleicb  C  ware. 
Hiermit  ergibt  sicb,  daB  f'(z)  eine  rationale  Funktion  von  z  ist,  und 
da  nun  endlicb  R  rational  ist,  so  konnen  sicb  bei  der  Integration 
keine  logaritbmiscben  Glieder  einstellen. 


Vierzehntes  Kapitel. 


Konforme  Abbilduiigen  und  (lie  Uniformisierung  analytischer 

Fimktionen. 


§  1.  Uber  die  konforme  Abbildung  eines  einfach  zusammen- 
hangenden  Bereiches  auf  einen  Kreis. 

In  seiner  Dissertation  sprach  Riemann  den  Satz  aus,  daB  zwei 
beliebige  einfacb  zusamiiienkiingende  Bereicbe  ein-eindeutig  und  kon- 
form  aufeinander  abgebildet  werden  konnen.  Sein  Beweis  sttitzt  sich 
auf  das  sogenannte  Diricbletsche  Prinzip,  worauf  wir  nocb  im  fol- 
genden  Paragraphen  zuriickkommen  werden.  Es  geniigt  offenbar  zu 
zeigen,  daB  ein  beliebiger  derartiger  Bereich  T,  den  wir  uns  in  der 
^-Ebene  gelegen  denken  Avollen,  auf  den  Einheitskreis  K  der  w-Ebene 
als  Normalbereich  konform  bezogen  werden  kann.  Dabei  gibt  es 
zweierlei  Fragestellungen,  je  nachdem  man  verlangt, 

A)  daB  der  Rand  von  2  aus  einer  einfachen  gescblossenen  Kurve 
bestehe,  und  daB  der  Bereich  T  nebst  dem  Rande  ein-eindeutig  und 
stetig,  und  im  Innern  konform  auf  den  abgeschlossenen  Kreis  K,  oder  nur 

B)  daB  das  Innere  von  T  ein-eindeutig  und  konform  auf  das 
Innere  von  K  bezogen  werden  soil. 

Wir  beschranken  uns  zunachst  auf  FaR  A)  und  setzen  dabei 
voraus,  daB  1  endlick,  sowie  daB  der  Rand  von  T  regular  sei,  d.  h. 
daB  ein  Bereich  S  vorliege.  Behufs  der  Untersucliung  wollen  wir  vor- 
erst  eimge  notwendige  Bedin^ungen  herleiten.  Indem  wir  also  das 
Problem  als  gelost  voraussetzen,  bezeichnen  wir  mit 


die  Funktion,  welche  die  Abbildung  besorgt. 
tv  =  0  iibergehen:  f(0)  =  0. 

a)  Wir  wollen 


Dabei  soil  g  =  0  in 

\ 


fU)  -  z'f  U), 


v(p)-f'(0) 
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setzen.  Dann  haben  wir  in  <p(e)  eine  in  S  analytische  .Funktion 
von  2,  welche  dort  wegen  der  umkehrbaren  Eindeutigkeit  der  Ab- 
bildung  nirgends  verschwindet.  Sei  ferner 

(p  (z)  =  ep+^i. 

Die  hiermit  eingefiihrte  Funktion  P  ist  offenbar  eindeutig  und  stetig 
im  abgescblossenen  Bereicbe  S,  und  verhalt  sich  iiberdies  harmoniscb 
ini  Innern  von  S.  Gleiches  gilt  auch  von  der  konjugierten  Funktion  Q, 
sofern  man  ihr  etwa  im  Punkte  z  =  0  eine  besondere  ikrer  dort  mog- 
lichen  Bestimmungen  beilegt.  Im  iibrigen  nimmt  jetzt  w  folgende  Ge¬ 
stalt  an: 


=  glog  r  +  P  4-  (0  4-  Q)  I. 

b)  Da  wir  auf  der  Peripherie  von  K 

|  w  |  =  1 

haben,  so  muB  die  Funktion  log  r  +  P  langs  C  verschwinden.  Hier¬ 
mit  erweist  sich  diese  Funktion  als  die  negativ  genommene  Green- 
sche  Funktion  des  Bereiches  S: 

log  r  +  P  =  —  g, 

wobei  wir  kiinftigkin  von  der  Bedingung  d),  S.  631  absehen. 

Wir  wollen  uns  jetzt  die  Aufgabe  stellen,  diese  notwendigen  Be- 
dingungen  umzukehren  und  somit  den  folgenden  Satz  zu  beweisen. 

Theorem.  Sei  T  ein  beliebiger  einfach  zusammenhangender  Teu 
der  erweiterten  Ebene,  dessert  Band  aus  mehr  als  einem  Punkte  besteht, 
und  seien  ferner  g,  h  die  dazu  gehorige  Greensche  Funktion  resp.  die 
zu  g  konjugiertc  Funktion.  Dann  bildet  die  Funktion 

w  -  f{z)  -  <r’-k<  I 

das  Inner e  des  Bereiches  T  ein-eindeutitj  und  konform  auf  das  Inneri 

des  Einheitskreises  K  der  w-Ebene  ab.  , 

Liegt  T  insbcsondere  im  Endlichen,  und  besteht  der  Band  von 
aufierdem  aus  analgtischen  Kurven,  so  wird  die  AbUldung  auch  am 
llnnde.  ein-eindeutig ,  stetig  und,  von  etwaigen  Ecken  abgesehen, 
form  sein. 

Wir  setzen  zunachst  voraus,  daB  T  ini  Endlichen  liege,  — -  0  jj 
aber,  wenn  dies  nicht  direkt  durch  eine  lineare  Transformation 
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erzielen  ,ist,  daB  der  Rand  sich  ins  Unendliche  erstrecke,  —  erlegen 
dem  Rajide  aber  weiter  gar  keine  Bedingungen  auf. 

Naob  den  Entwicklungen  von  Kap.  13,  §  7  sfcellt  die  Gleichung. 

9  = 

wo  einen  positiven  Parameter  bedeutet,  eine  Schar  regularer  ge- 
scblossener  Kurveri  ohue  Ecken  oder  mehrfacbe  Punkte  vor,  welcbe 
das  Innere  von  T,  den  Pol  z  =  0  allein  ausgenommen,  gerade  aus- 
fiillen.  Dabei  ist  vor  allem  klar,  da8  die  Kurve  C:  g  =  g  in  eine 
auf  dem  Kreise 

F:  \w\  =  e~f‘ 


befindlicbe  Menge  des  Bereickes  K  ubergefiihrt  wird.  Wir  wollen 
jetzt  weiterhin  zeigen,  da8  die  Punkte  der  beiden  Mengen  C  und  F 
einander  umkelirbar  eindeutig  zugeordnet  sind.  In  der  Tat  ist,  sofern 
sich  die  Differentiation  nach  s  auf  die  positive  Tangente,  diejenige 
nach  n  auf  die  innere  Normale  bezieht, 


dji_ 

cs 


(*,  y) 


(*o»  Vo) 


Nun  ist  aber  innerhalb  C  g  >  g.  Daher  kann  die  nach  der  inneren 
Normale  genommene  Ableitung  dgfdn  jedenfalls  nicht  negativ  sein. 
Nach  dem  Zusatz  von  Kap.  13,  §  7  kann  diese  Ableitung  aber  auch 
nicht  verschwinden,  woraus  denn  folgt: 


Da  nun 


•  dg 
dn 


>0. 


arc  w  —  —  h 


ist,  so  erkennen  wir,  daB,  wenn  der  Pnnkt  (x,  y)  die  Kurve  C  in 

positive!,,  Slime  durchlauft,  dann  der  Bildpunkt  w  auf  dem  Kreise  f 

ebenfalis  in  positive!,,  Sinne  stetig  fortruckt.  Endlick  erheUt  aus 
cler  Kelation  $ 

—  h  =  0  + 

Z  ?’  "r  rHrm  SCh0n  1,emerkt-  eindeutig  ist,  daB  -  h  nach  voll- 
ndetem  (Jmlaufe  gerade  urn  2*  zunimmt,  und  hiermit  ist  die  Richticr- 
keit  der  Behauptung  dargetan.  0 

Es  hat  sich  also  ergeben,  .daB  die  inneren  Punkte  der  Bereiche  T 

Uad ,K  ein-emdeutig  aufeinander  bezogen  sind  Da  f(-\  . « , 

in  /  analytisch  ist  und  f'(g\  dort  n,Vl  f  . ^  auBerdem 

/  (,  )  doit  nicht  verschwmdet,  —  sonst 
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mufite  ja  cg/cn  =  0  resp.  /  '(())  =  0  sein,  —  so  1st  die  AJbbildnnJ 
im  Inneren  ausnahmslos  konform. 

\\  ir  wenclen  uns  jetzt  zum  Beweise  des  zweiten  Teils  des  Satzes. 
Sei  P  ein  gewobnlicber  Punkt  eines  analytiscben  Randstiicks.  Daun 
laBt  g  in  der  Nabe  von  P  nack  dem  3.  Satze  von  Kap.  13,  §  6  eine 
barmonische  Fortsetzung  fiber  T  binaus  zu;  dasselbe  gilt  daher  auch 
von  li,  und  somit  von  der  analytischen  Funktion  f(e).  Es  ist  ferner  klar 
daB  / ' (s)  im  Punkte  P  nicbt  verschwinden  kann,  denn  sonst  miiBten 
beide  partiellen  Ableitungen  dgjdx ,  cg/cy  dort  den  Wert  0  baben, 
was  dann  zur  Folge  baben  wfirde,  daB  die  Kurve  g  =  0  einen  melir- 
facben  Punkt  in  P  batte  und  somit  das  Innere  von  T  betrate.  Dem- 
gemaB  wird  die  voile  Umgebung  von  P  auf  die  voile  Umgebuug  des 
entsprechenden  Punktes  der  Kreisperipberie  ein-eindeutig  und  konform 
bezogen,  derart,  daB  diese  Abbildung  mit  der  frfiheren  innerhalb  T 
bzw.  K  fibereinstimmt,  was  insbesondere  ftir  die  Stetigkeit,  sowie  fiir 
die  konforme  Eigenscliaft  der  Abbildung  am  Rande  bfirgt. 

Wir  wollen  jetzt  den  Fall  betracbten,  daB  P  ein  Eckpunkt  des 
Randes  von  T  ist,  in  welcbem  zwei  analytiscbe  Randstficke  zusammen- 
stoBen.1)  Es  bandelt  sicb  um  den  Beweis,  daB  h  einen  Randwert  im 
Punkte  P  annimmt.  Um  P  legen  wir  einen  Kreis  $?,  dessen  Radius 

eine  geeignete  positive  GroBe  nur  nicbt  fibertrifi't,  und 
nebmen  dann  auf  dem  Rande  von  T  zwei  Punkte 
a,  (5  so  an,  daB  die  Bogen  Pa,  P/3  beide  ganz 
innerlialb  liegen  und  nur  den  einen  Punkt  P*  ge- 
meinsam  baben.  Wir  zeicbnen  ferner  die  in  a  bzw.  /3 
m finden den  Stromungdinien  h  =  ha,  Ji  =  h,  (ha  >  /^) 


Fig.  145. 


in  der  Umgebung  dieser  Punkte  auf.  Ibre  Scbnitt- 
punkte  mit  der  Niveaukurve  g  =  r\  mogen  mit  a,  ft'  benannt  werden. 
Dann  laBt  sicb  so  klein  wiiblen,  daB  der  ganze  Bogen  aft'  jener 
Niveaukurve  innerlialb  $  verlauft,  weil  namlich  g  sicb  dem  Rand- 
werte  0  gleiclimaBig  anscblieBt.  Im  tibrigen  nimmt  li  langs  des  Bo- 
gens  a' ft'  vom  Werte  ha  bis  zum  Werte  h?  monoton  ab.  Hieraus 
erkennen  wir,  daB  das  Innere  des  Bereiches  aPftft’a'a  ein-emdeutig 
und  konform  auf  den  Bereicb: 


1)  Zum  Beweise  ist  nicht  uotig,  daB  die  Randstucke  auch  im  VnnkU >P 
analytisch  seien,  vielmehr  gemigt  es,  wenn  der  Rand  nui  wic  og  ,  uar 

ist.  Sei  £  ein  Kreis  um  P,  dessen  Radius  erne  ge^gnete  positive  Gro 
nicht  iibertrifft.  Dann  soil  es  moglich  sein,  den  Bereich  T  \ermug 
schnitts  aft  derart  zu  zerlegen,  daB  der  eine  Teil  davmn  ganz  m  ft  g  j  g.nd 
rend  die  Bogen  Pa,  Pft  in  jedem  von  P  verschiedenen  Punkte  analytic 
und  im  iibrigen  nur  den  Punkt  P  gemeinsam  haben. 
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e-'<\w\<\,  -  K  <  arc  w  <  -  h 

abgebildet  wird. 

Lassen  wir  nuumehr  a  an  P  heranriicken.  Dabei  nimmt  ha  be- 
standig  ab  und  nakert  sick  somit  einem  Grenzwert  hp.  In  ahnlicher 
Weise  nimmt  h ^  bestandig  zu,  wenn  (1  dem  Punkte  P  zustrebt;  der 
Grenzwert  werde  hier  h+p  geuannt.  Und  nun  behaupte  ich:  es  ist 
=  hp.  Sonst  wiirde  narulich  die  Umkehrfunktion 

Z  =  tp  (w)  ,  WO  W  =  /'(^)  , 
in  jedem  Punkte  des  Kreisbogens 

|  tv  |  =  1 ,  —  h~  <  arc  tv  <  —  hp 


den  Randwert  zp  annekmeu.  Dann  miiBte  aber  tp  (w)  eine  analytische 
Fortsetzung  fiber  diesen  Bogen  kinaus  gestatten  und  somit  liings  einer 
innerkalb  seines  Definitionsbereickes  befindlicken  Kurve  konstant  blei- 
ben.  Infolgedessen  wiirde  tp  (w)  sick  fiberkaupt  auf  eine  Ivonstante 
reduzieren,  und  kiermit  ist  der  Beweis  erbrackt.1) 

W  ir  wollen  nock  die  Frage  stellen,  auf  wie  viele  versckiedene 
Weisen  die  Abbilduug  moglick  ist.  Da  seken  wir  erstens,  daB  der 
Pol  0  der  Greenscken  Funktion  innerkalb  T  willkfirlick  gewah.lt 
werden  kann,  wie  wir  spater  beim  Existenzbeweise  ffir  diese  Funktion 
mit  allei  Strenge  darlegen  werden  5  sodann  konnen  wir  nock  ver- 
moge  dei  in  h  entkaltenen  additiven  Ivonstante  bewirken,  entweder  a) 
daB  ein  willkfirlicher  Randpunkt  von  T  in  einen  bestimmten  Punkt 
der  Peripherie  von  K  fibergeffihrt  wird;  oder  b)  daB  einer  willkiir- 
licken  Ricktung  1m  Punkte  0  eine  bestimmte  Richtung  im  Mittel- 
punkte  des  Kreises  K  entspricht.  Dad  arch  wird  aber  auch  die  Ab- 
bildnng  vollig  bestimmt: 

w  =  f(z) . 

In  der  Tat  sei 


w 


1 1  W 


erne  zweite  solche  Abbildung.  Dann  wird  durch  Eliminatio 
aus  diesen  beiden  Gleickungen  der  Kreis  K  umkehrbar  eindei 
konlorm  auf  sick  selbst.  abgebildet- 


von  z 
g  und 


und  zwar  so,  I)  daB  sein 
1)  Dieser  Beweis  riihrfc  von 

Nr.  7. 


Mittelpunkt  in  sick  flbergeht,  wahrend 
Picard  her,  Traitc  d’amlyse ,  Bd.  2,  10.  Abschn., 
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entweder  IIa)  ein  bestimmter  Punkt  seines  Randes  oder  IIb)  eine  be- 
stimmte  Richtung  im  Mittelpunkte  ungeandert  bleibt.  Fiihren  wir 
bier  abnlicb  wie  vorbin 


W (w)  =  wSl  (w)  —  e(loge  +  $)  +  Ur  +  £)i 

ein,  so  finden  wir  zunacbst,  daB  log  q  +  ^  am  Rande  von  K  ver- 
scbwindet;  denn  ganz  abgeseben  davon,  ob  die  Abbildung  am  Rande 
stetig  ist  oder  nicbt,  erkennt  man  sofort,  daB  der  Bildpunkt  u\  dem 
Rande  docb  iminer  naber  riicken  muB,  wenn  w  dem  Rande  zustrebt. 
Daraus  folgt  aber,  da  log  q  am  Rande  von  K  konstant  ist,  daB 
sicb  auf  eine  Konstante,  und  zwar  die  Null,  reduzieren  muB.  Dem- 
nacb  muB  aucb  Q,  konstant  sein,  und  biermit  ergibt  sicb: 

W(w)  =  Cw,  C  =  eai. 


Endlicb  liefert  sowobl  IIa)  als  Ilb)  die  Bestimmung  (7=1,  also  ist 


fi  (^)  =  f(*)  > 

w.  z.  b.  w. 

Das  letzte  Resultat  wollen  wir  docb  nocli  durcb  einen  expliziten 
Satz  betonen. 

Satz.  Die  allgemeinste  ein-eindeutige  und  Tionforme  Abbildung 
eines  Kreisinnern  auf  sich  selbst  ivird  durch  eine  lineare  Transformation 
geleistet. 

Im  iibrigen  laBt  sicb  die  Abbildung,  falls  sie  stetig  am  Rande 
ist,  aucb  dadurcb  eindeutig  bestimmen,  daB  irgend  drei  getrennte 
Randpunkte  von  T  in  drei  in  gleichem  Sinne  aufeinander  f'olgende, 
sonst  aber  willkurliche  getrennte  Randpunkte  von  K  ubergefubrt 
werden. 

Auf  gab  e.  Wir  haben  in  Kap.  13,  §  1  eine  elektriscbe  Stromung  er- 
wabnt,  wobei  eine  nicbtleitende  Lamelle  aul  beiden  Seiten  mit  einei 
gleichmaBig  leitendbn  Schicht  flberzogen  wird  und  die  beiden  Elek- 
troden  eines  galvanischen  Elements  an  zwei  uberemander  liegenden 
Punkten  der  Schicht  aufgesetzt  werden.*  Dadurcb  entsteht  eine  Stro- 
munff.  welche  durcb  die  Greenscbe  Funktion  g  des  Bereichs  reguliert 
wird”  Wir  haben  damals  aucb  weiterhin  den  Grenzubergang  in  Be- 
tracht  gezogen,  wobei  das  genaimte  Punktepaar  an  den  Rand  heran- 
ruckt.  Da  zeigte  sich  ja,  daB  jene  beiden  loganthmischen  Quellpunkte 
sich  zu  einem  algebraischen  Quellpaare  erster  Ordnung  vereimgen. 

Wir  bringen  jetzt  in  Vorschlag,  den  ob.gen  physikalischen  \oi- 
<ranw  dadurch  geometrisch  zu  interpretieren,  daB  man  die  c  urc  1  jene 
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Greensche  Funktion  definierte  konfonne  Abbildung  beim  Grenzuber- 
gan„e  verfolgt.  Dabei  muB  sich  selbstverstandlich  der  Kreis  K  aucb 
Sndern  •  er  moge  in  der  oberen  Halbebene  liegen  und  die  Absz.ssen- 
aehse  im  Anfange  beriihren.  Wachst  sein  Radius  dann  in  geeigneter 
Weise  ins  Unendliche,  so  erhalten  wir  im  Grenzfalle  erne  konforme 
Abbildung  der  Lamelle  auf  die  obere  Halbebene. 

Ganz  abgeseben  von  einer  strengen  mathematischen  \  eifolgung 
des  soeben  gescbilderten  Grenziibergangs  kann  man  sich  nun  die 
Aufgabe  stellen,  das  Endresultat  direkt  zu  priifen,  indem  man  not- 
wendige  und  hinreichende  Bedingungen  liir  die  konfoi  me  Abbildung 
eines  durch  analytische  Kurven  begrenzten  Bereiches  T  auf  die  Halb¬ 
ebene  kerleitet.  Wir  empfehlen  dem  Leser  diese  Ubung. 


§  2.  Das  Thomson-Dirichletsche  Prinzip  und  die  Existenztheoreme. 

Im  voraufgehenden  Paragraphen  haben  wir  die  Existenz  der 
Greenscken  Funktion  vorausgesetzt.  Mit  Rucksicht  auf  die  Zer- 
legung: 

—  g  =  log  r  +  P , 


ist  das  gleicbbedeutend  mit  der  Annahme  der  Existenz  einer  Funk¬ 
tion  P,  welcbe  am  Rande  den  Wert  —  logr  annimmt  und  sich  im 
Innern  harmonisch  verhalt.  Dies  ist  nun  ein  spezieller  Fall  einer 
allgemeinen  Randwert aufgabe,  welche  man  friiher  mit  Hilfe  des  so- 
genahnten  D  irichletschen  Pr  inzips  zu  losen  suchte,  und  welche  auf 
folgendes  Existenztheorem  fiihrt. 


Existenz  theorem.  Langs  des  Landes  eines  regularen  Bereiches  S 
sei  eine  stetige ,  sonst  obey  willkurliche  I'olge  von  Wevten  vorgeschric- 
ben.1)  Dann  gibt  es  eine  in  S  eindeutige  Funktion,  icelche  sich 
diesen  Werten  als  Pandwerten  stetig  dnschlie/it  und  im  Innern  von  S 

harmonisch  verhalt.  Im  iihrigen  ist  die  Function  lurch  die  gemnnten 
Bedingungen  eindeutig  bestimmt. 

Durch  physikalische  Anscbiuungen  wird  der  Satz  scliou  plausibel. 

Denkt  man  sich  namlich  den  Bereich  S  mit  einer  diinnen,  o-leich- 

formigen,  Warme  leitenden  Membran  iiberzogen,  deren  Randpunkte 

durch  erne  geeignete  Vorrichtung  auf  der  vorgeschriebenen  Tempera- 

tur  erhalten  werden,  so  leuchtet  ja  ein,  dafi  ein  stationiirer  Strom  nrurs- 
*  ‘  © 


l)  Auch  gewisse  Unstetigkeiten ,  insbesondere 
licher  Sprunge,  diirfen  bei  geeigneter  Modifikation 
zugelassen  werden. 


eine  endliche  Anzahl  end- 
der  Formulierung  des  Satzes 
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zustand  angestrebt  wird,  derart,  daB  die  zugehorige  Temperaturvertei- 
img  im  Imiern  gerade  die  gesuchte  Funktion  liefert,  (vgl.  Kap.  13,  §  1). 

Um  derartige  Existenzbeweise  analytisch  zu  fiihren,  hatten  sick 
bereits  Green  und  GauB,  und  nack  iknen  auck  Thomson,  einer 
Metkode  bedient,  welcke  darin  bestand,  daB  man  sich  ein  Problem 
der  V  ariationsrechnung  aufstellt,  dessen  Losung  sick  genau  so  formu- 
lieren  laBt,  wie  das  Problem,  worum  es  sick  kandelt;  und  dann  sak 
man  es  als  selbstverstandlick  an,  daB  das  Hilfsproblem  dock  eine 
Losung  besitzt.  Allein  die  Variationsrecknung  war  bisker  nickt  im 
Stande,  tiir  die  Existenz  einer  Losung  derartiger  Probleme  Gewahr 
zu  leisten,  und  kiermit  wurde  die  Metkode  hinfallig. 

Im  Anscklusse  an  das  soeben  erwahnte  Yerfakren  versuchte  denn 
auck  Kiemann,  den  oben  ausgesprockenen  Existenzsatz  dadurck  zu 
beweisen,  daB  er  das  Doppelintegral 

//{&)’+ &)> 

iiber  den  Bereick  S  kin  erstreckt,  wobei  u  sick  an  die  vorsesckrie- 
benen  Randwerte  stetig  ansetzen  und  im  iibrigen  innerkalb  S  so  be- 
sckaffen  sein  soil,  daB  das  Integral  einen  Sinn  kat.  Da  der  Wert  des 
Integrals  niemals  negativ  ist,  so  kat  er  eine  untere  Grenze  Z^>  0. 
Und  nun  bestekt  die  SckluBweise  eben  darin,  daB  man  annimmt,  es 
miiBte  notwendig  eine  derartige  Funktion  u  geben,  fur  welcke  das 
Integral  den  Wert  1  wirklick  erreickt,  und  welcke  iiberdies  stetige 
Ableitungen  zweiter  Ordnung  besitzt.1)  Fur  eine  solcke  Funktion 
liefert  freilick  die  Variationsrecknung ,  als  notwendige  Bedingung: 

d-u  d*u  _  q 
dx 2  +  dyi  ~ 

Aber  die  Existenz  einer  solcken  Funktion  u  ist  ja  damit  ebensowenig 
besrriindet,  als  die  Existenz  der  Funktion,  um  welch e  es  sick  von 

o  / 

vornkerein  kandelte.  Man  kat  die  Fragestellung  bloB  versckoben. 

Diese  SckluBweise  wurde  1847 /.IS  von  Thomson  angewandt 
und  findet  sick  hernack  in  Diricklets  Vorlesungen.  Riemann  be- 
diente  sick  derselben,  wie  soeben  erwahnt,  in  seiner  Dissertation,  so- 
wie  in  den  Abkandlungen  iiber  Abelscke  Funktionen,  um  die  Existenz 
der  Greenschen  Funktion  bzw.  gewisser  Funktionen  auf  einei  vor 
gegebenen  Riemannschen  Flacke  zu  erscklieBen.  In  der  letztgenannten 

1)  Man  komint  allerdings  mit  weniger  als  der  Stetigkeit  dieser  Ablei¬ 
tungen  aus. 
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§  3.  Das  alternierende  Verfahren. 

Arbeit  bezeichnet  er  sie  auch  als  „Dirichletsehes  Prinzip".  Spate,- 
machte  WeierstraB  auf  den  vorhin  bezeichneten  Mangel  autmerksam, 
worauf  dann  erne  sichere  Grundlage  fur  die  Riemannschen  Existenz- 
' Satze  durcli  die  Untersuchungen  von  Neumann  und  Schwarz  ge- 
sckaffen  wurde.  Diese  Autoren  verwerteten  gewisse  schon  von  Murphy 
zu  einem  ahnlichen  Zwecke  verwendete  kombinatorische  Methoden, 
zu  deren  niiherer  Besprechung  wir  jetzt  iibergehen  wollen.  ) 


§  3.  Das  alternierende  Verfahren.2) 

Das  kombinatorische  Verfahren,  wovon  im  voraufgehenden  Para- 
graphen  die  Rede  war,  beruht  auf  zwei  Satzen,  welche  wir  jetzt  be- 
sprechen  wollen.  Bemerken  wir  vorab,  daB  die  Randwertaufgabe 
sicherlich  fiir  jeden  Bereich,  welcher  inkl.  seines  Randes  ein-eindeutig 
und  stetig,  und  im  Innern  konform,  auf  einen  Kreis  abgebildet  werden 
kann,  eine  Losung  zulaBt,  da  sie  ja  fiir  letzteren  Bereich  verraoge  des 
Poissonsclien  Integrals  erledigt  wird.  Hiermit  habeu  wir  gleich  von 
vornherein  eine  groBe  Klasse  von  Bereichen  erhalten,  wofiir  das  Pro¬ 
blem  als  gelost  gelten  darf. 


1.  Satz.  Es  seien  St,  S2  zwei  Bereiche,  wofiir  sick  die  Randwert¬ 
aufgabe  von  §  2  losen  la  fit,  und  deren  an  fere  Begrenzungen  sich  in 
einer  endliclien  Anzahl  von  Punkten 
miter  niclit  verschwindenden  Winkeln 
schneiden.  Dabei  soil  auferdem  der  J 

zu  Sl}  sowie  der  zu  S2  gehorige  Teil 
einer  bestimmten  Umgebung  ,eines  / 

Schnittpunktes  inkl.  des  Randes  auf 
einen  durcli  ein  Stuck  einer  geraclen 
Lime  begrenzten  Bereich  ein-eindeu- 
tig  und  stetig ,  und  im  Innern  kon- 

form  abgebildet  werden  konncn,  der-  \fE  rig  ue 

art,  daft  das  zu  S2  resp.  S2  ge- 

hbrige  Randstuck  in  die  Gerhdc  iibergeht.  Endlich  sollen  die  beiden 

1)  Es  sei  noch  an  cheser  Stelle  auf  die  Untersuchungen  von  Hilbert  ver 

r"Vthe  druf  aU8gehen’  die  Existenz  einer  Losung  des  Variation snrt 
vprT-  naC(hZUWeiSen’  und  80mit  Jene  Liicke  auszufiillen.  Insbesondere 

vergle.che  man  Courant,  Gottinger  Nachrichten ,  1910.  S  154  sowie  V  T 
Ann.,  Bd.  71  (1911),  S.  145.  04 ’  sowie  Math. 

—  nr^-  «”***»  Heat. 

“V1- °fT *8TO> 

Osgood,  Funktionentheorie.  I.  2.  Aufl.  ’ 
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Bereichen  gemeinsamen  Gebiete  sdmtlich  einfach  zusammenhangen.  Bam 
gestaUet  die  Randwertaufgdbe  auch  fiir  denjenigen  Bereich  eine'  Losung, 
welcher  aus  den  Punkten  von  S1  und  S2  besteht. 

Wir  denken  uns  die  Bereiche  8lt  S2  zunachst  als  schlicht.  Auf 
den  ball  mehrblattriger  Bereiche  kommen  wir  dann  in  §  9  zuriick. 

Dem  Beweise  schicken  wir  folgende  Uberlegung  voraus.  Sei  8 
ein  Bereich,  wofiir  wir  die  Randwertaufgabe  zu  losen  vermogen,  und 
sei  L  ein  Randstiick  dieses  Bereiches,  M  der  iibrige  Rand  (vgl.  Fig.  147). 
In  den  Endpunkten  A:  (x0,  y0)  und  B:  (xlt  yf)  von  L  soli  der  Rand 
zunachst  analytiscli  sein.  Dann  gibt  es  eine  Funktion  u,  welche  im 
Iunern  von  S  harmonisch  ist  und,  von  den  Punkten  A  und  B  ab- 
gesehen,  langs  L  den  Randwert  1,  dagegen  langs  des  iibrigen  Randes 
den  Wert  0  annimmt.  Soil  u  auBerdem  noch  endlich  bleiben,  so  ist 
u  hierdurch  eindeutig  bestimmt. 

In  der  Tat  bilde  man  die  Funktion 


c0  arc  tang 


y  —  y  o 


X  —  X 


0 


-f  cx  arc  tang 


y  —  y  i 

X  —  xp 


und  greife  man  je  eine  innerhalb  des  Bereiches  S  eindeutige,  stetige 
Bestimmung  der  Terme  heraus.  Die  entsprechende  Bestimmung  der 
Funktion  werde  mit  f(x,  y)  benannt.  Dann  verhalt  sich  f(x ,  y ) 
harmonisch  in  S  und  nimmt  im  allgemeinen  stetige  Randwerte  an, 
nur  in  den  Punkten  A  und  B  erleiden  letztere  einen  Sprung,  welcher 
mit  c0  resp.  cx  proportional  ist.  Durch  passende  Wahl  dieser  Kon- 
stanten  konnen  wir  es  daher  so  einrichten,  daB  derselbe  beidemal  ge- 
rade  1  betragt,  wobei  sich  f(oc,  y)  iiberdies  dem  groBeren  Wert  stets 
langs  des  Bogens  L  nahern  moge. 

Jetzt  wollen  wir  den  Randpunkten  von  S  folgende  Werte  beilegen: 
langs  L  sollen  sie  mit  denjenigen  von  f(oc,  y)  —  1,  langs  des  iibrigen 
Teils  des  Randes  hingegen  mit  denjenigen  von  f(x,  y)  ubereinstimmen. 
Hiermit  erhalten  wir  eine  Folge  von  Randwerten,  welche  bei  passendei 
Festsetzung  in  den  Punkten  A  und  B  durchweg  stetig  sind.  Sei 
(p{oc,  y)  die  denselben  entsprechende  Losung  der  Randwertaufgabe. 

Dann  haben  wir  in  * 

u  =  f{cc,  y)  -  cp  (x,  y) 


die  in  Aussicht  genommene  Funktion,  und  es  bleibt  nur  noch  ubng 
zu  zeigen,  daB  sie  auch  eindeutig  bestimmt  ist. 


Abekche  Integral e,  2.  Aufl,  1884,  Kap.  16-18.  Sch'pf"' 
Naturforschenden  Gesellscha/t  in  Zurich,  Bd.  16  (18 10),  S.ll-,-  _  • 

S  133.  Vergleiche  ferner  EnzyTcloptidie,  Burkbardt,  HA  ,  ’ 
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§  3.  Das  alternierende  Verfabren. 


Sei  also  w,  eine  zweite  derartige  Funktion.  Indem  wir  die  Differenz: 

u  —  Wj 

bilden,  wird  klar,  daB  letztere  Funktion  im  Inneren  von  S  harmonisch 
ist  und,  hochstens  you  den  Punkten  A,  B  abgesehen,  den  Randwert  0 
annimmt.  Nun  kann  man  sie  in  der  Niihe  you  A  liber  den  Land 
von  S  hinaus  harmonisch  fortsetzen,  indem  man  ibr  in  symmetrischen 
Punkten  entgegengesetzt  gleiche  Werte  erteilt,  vgl.  den  3.  Satz  von 
Kap.  13,  §  6.  So  kommt  eine  Funktion  zu  Stande,  welche  in  der 
Nahe  von  A  alien  Forderungen  des  8.  Satzes  von  Kap.  13,  §  4  ge- 
recht  wird,  und  daher  nimmt  sie  [auch  in  A  den  Randwert  0  an. 
Ahnliches  gilt  von  B.  Nach  dem  Zusatze  des  3.  Satzes  von  Kap.  13, 
§  3  erweist  sie  sich  mithin  als  identisch  null,  w.  z.  b.  w. 

Das  soeben  erhaltene  Resultat  konnen  wir  nun  nach  zwei  Rich- 
tungen  hin  erweitern.  Erstens  braucht  der  Rand  in  A  und  B  nicht 
analytisch  zu  sein,  es  geniigt  schon,  wenn  er  bloB  in  jener  Nachbar- 
schaft  aus  einer  reguliiren  Kurve  mit  einer  gewobnlichen  Ecke1)  be- 
steht,  vorausgesetzt  nur,  daB  die  Umgebung  des  betreffenden  Punktes 
konform  abgebildet  werden  kann,  dergestalt,  daB  der  Rand  in  ein 
Stuck  einer  geraden  Linie  iibergeht.  Letztere  Yoraussetzung  ist  vor 
der  Hand  deshalb  notig,  damit  wir  schlieBen  konnen,  daB  die  beim 
Beweise  der  eindeutigen  Bestimmuug  in  Betracht  zu  ziehende  Differenz 
u  —  ut  auch  im  Eckpunkte  den  Randwert  0  annimmt.  Zweitens 
diirien  offenbar  an  Stelle  des  einen  Bogens  L  mehrere  getrennte 
Bogen  Ll,  .  .  .  Ln  treten. 

Fahren  wir  jetzt  fort,  ipdem  wir  zeigen,  daB  u  in  alien  innern 
Punkten  von  S  positiv  und  kleiner  als  1  ist.  Sei  f  eine  beliebig 
klerne  positive  GroBe,  und  sei  P  ein  wiUkfirlicher  Bandpunkt.  Dann 
erkennt  man  leicht,  daB  es  eine  gewisse  Umgebung  von  P  gibt,  wofiir 


bleibt  sofern  der  Punkt  (*,  y)  innerhalb  S  liegt.  Ware  nun  etwa 
VY  "  T”  mnel'n  Puntte  G  ™„  S,  so  entwickele  man  S 
jeden  t'Z>  S  **“  V°n  Kap'  5’  §  3'  A“  1{“de  eines 

halt  dLdUgt”  k6““eD  2,lgelMSen  'verile“.  *•»«  der  Bereieh  8  auBer- 
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Hiermit  ist  zunachst  gezeigt,  daB  u  den  Wert  1  im  Innern  von  S 
niclit  iiberschreiten  kann.  Aus  dem  Satz  vom  Maximum  und  Minimum 
folgt  aber  weiter,  daB  u  den  Wert  1  im  Innern  auch  nicht  erreichen 
kann.  In  ahnlicher  Weise  beweist  man,  daB  u  im  Innern  von  S 
positiv  ist. 

Wir  wollen  die  Punkte  A  und  B  vermoge  eines  den  Rand  nicht 
beriihrenden  Querschnitts  C  miteinander  verbinden  und  den  Wert  der 

Funktion  u  auf  C  betrackten.  Ich  sage  nun: 
(he  obere  Grenze  q  von  u  Icings  C  ist  positiv 
und  Tdeiner  als  1:  0  <  5  <  1 .  In  der  Tat 
nahert  sich  u  sowohl  in  A  als  in  B  einem 
positiven  Grenzwerte,  der  kleiner  als  1  ist,  wie 
aus  der  Definition  dieser  Funktion  sofort  er- 
hellt.  Darum  kann  man  an  den  beiden 

Fig.  147. 

Enden  von  C  zwei  Bogen  abtrennen,  wot'iir 
die  obere  Grenze  von  u  sicherlich  positiv  und  kleiner  als  1  ist.  Da 
bleibt  noch  ein  abgeschlossener  Bogen  von  C  zuriick,  der  innerhalb  S 
liegt,  und  auf  welchem  u  seine  obere  Grenze  wirklich  erreicht.  Auch 
diese  GroBe  muB  indessen  kleiner  als  1  ausfallen,  womit  sich  denn 
die  Richtigkeit  der  Behauptung  ergibt.  Aus  diesen  Entwicklungen 
o;eht  nun  folgender  Satz  hervor. 

O  O 

Hilfssatz.  Verlidlt  sich  u  im  Inneren  von  S  harmonisch,  und 
nimmt  it  fernerhin  Idngs  M  inkl.  der  Endpunlde  A  und  B  den  Rand- 
wert  0,  l  dugs  L  Randwerte  an,  welche  dem  absoluten  Bet  rage  nach  eine 
Grbfie  G>0  nicht  iibcrtreffen,  so  ist 

* 

—  rl&  <1  it  c  qG. 

1st  G  =  0,  so  versckwindet  U  identisch,  und  der  Satz  ist  sicker 
richtig. 

Ist  G  dagegen  positiv,  so  bleibt  sowohl  Gu  —  it  als  Gu  +  11  im 
Inneren  von  S  durchweg  positiv,  wie  eine  der  obigen  ahnliche  Uber- 
leo-uno-  ergibt,  und  es  ist  insbesondere  fiir  solche  Punkte 

0  <  Gu  |c  —  u  \c,  0  <Gu\c+u  c, 

also 

0  <  Gq  —  u  \c,  0  <  Gq  -j-  it  \c. 

Da  diese  letzten  Ungleichungen  offenbar  auch  fur  die  Endpunkte 
von  C  gelten,  so  ist  der  Satz  hiermit  vollstandig  bewiesen. 

Wir  sind  nunme.hr  in  der  Lage,  den  Beweis  des  Hauptsatzes  in 
Angriff  zu  nehmen.  Am  Rande  des  aus  Sx  und  S.2  sich  zusamnten 
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§  3.  Das  alternierende  Verfahren. 

setzendeu  Bereichs  S  geben  wir  uns  also  eine  stetige  Folge  von  Hand- 
werten  U.  Der  Einfachbeit  halber  beschranken  wjr  uns  auf  den  kail, 
daB  Sx  und  S2  nur  einen  einzigen  gemeinsamen  Bereieh  haben.  Der- 
jenige  Teil  des  Randes  von  S1}  welcher  in  S2  liegt,  werde  mit  Llt 
der  iibrige  Rand  von  S1  mit  3I1  benannt,  und  abnlicb  fiii  >S2,  indem 
die  Indizes  1,  2  durchweg  vertauscht  werden.  Wie  man  siebt,  laBt 
sicb  die  Kurve  L2  als  ein 
Querscbnitt  Cx  des  Bereiebes 
Sx,  und  ebenso  Lx  als  ein 
Querscbnitt  C2  von  S2  auffas- 
sen.  Sei  qx  bzw.  q2  der  Wert 
der  vorhin  erklarten  oberen 
Grenze  q  fur  diese  beiden 
Kurven.  Im  iibrigen  moge  nocb  die  groBere  der  beiden  Zablen  qx,  q2 
schlecbtweg  mit  q  benannt  werden. 

Wir  stellen  jetzt  eine  Reibe  von  Annaberungsfunktionen  ux,  u3,. . 
sowie  u2,  ui,  .  .  .  auf,  wobei  sich  die  mit  ungeradem  Index  bebafteten 
u  auf  Sx,  diejenigen  mit  geradem  Index  auf  S2  bezieben,  und  zeigen, 

a)  daB  die  Grenzfunktion  von  ulf  us,  .  .  .  eine  in  Sx  harmoniscbe 
Funktion  ist,  welcbe  in  den  Punkten  von  Mx  die  vorgescbriebenen 
Randwerte  Ux  annimmt; 

b)  daB  die  Grenzfunktion  von  «e2,  u4,  .  .  .  eine  in  S2  barmoniscbe 
funktion  ist,  welcbe  in  den  Punkten  von  il/i,  die  vorgeschriebenen 
Randwerte  U2  annimmt; 

c)  da3  endlicb  diese  beitlen  Grenzfunktionen  in  dem  Sx  und  S2 
gemeinsamen  Bereicbe  miteinander  ubereinstimmen. 

Urn  dem  Beweise  nun  nalier  zu  treten,  so  soRen  vor  alien  Dingen 
die  Funktionen  ux,  u3,  .  .  .  barmoniscb  in  Sx,  und  u2,  u4,  .  .  .  harmo- 
msch  in  S2  sein.  Ferner  soil 


l(,2n  +  1  \M1  ~  7 


2  n  \M, 


-  U, 


sein  Endlich  moge  «,  langs  L,  eine  willkiirliche  stetige,  an  die 

r;re  '  “  l'?n  P"“kt,eu  A  “d  S  sich  °‘etig  anschlieBende 
Folge  von  Randwerten  annelimen.  Hiermit  ist  zunachst  u.  volIiff 

bestimmt.  Zur  endgultigen  Definition  dev  weiteren  u  setzen  wir  test 

A) 


l(2n  I L2  u2  n  -  1  |z„  ) 


l(2n  +  l  |z,  ~  U2n 


n 


1,2,.... 

W„-  untersuchen  jetzt  die  Konvergenz  der  Funktionen  «,  uud 
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^2»*  Bebufs  dessen  sclireiben  wir: 


(1)  •  %W2«  +  1  U1  +  (m3  —  +;•••  +  («2„  +  i  —  u.2n_l), 

^  M2n  =  U2  +  (m4  —  w2)  -f - +  (u.2n  —u.2n_2)} 

und  betrachten  da  niiber  den  Wert  des  allgemeinen  Gliedes  u9l  _ u 

-A  +  l  2  k  —  l 

resp.  u2k+2  —  u2k  am  Rande  seines  Bereiches  Sl  bzw.  S2.  Yor  allem 
ist  klar,  daB 


I  U2k  +  l  U2k-l  \jft  —  0  >  |  U2k  +  2  ~  U2 k  |jr,  =  ^ 

ist.  Indem  wir  den  groBten  Wert  von  |ms—  ut\  liings  Li  mit  H 
benennen,  haben  wir  dann  ferner  auf  Grand  des  obigen  Hilfssatzes: 

■^l)  I  ^1  I Lx  ^5  H ,  |  W3  Uy  | x2  ^  2  -H" • 

Andererseits  ist  unter  nocbmaliger  Anwendung  des  Hilfssatzes  nebst  A): 

I2  )  |  W2  \l2  =  |  U3  U1  U*  >  j  W4  %  I  Lt  =  Q2  H  . 

Hiermit  ist  das  alternierende  Verfabren  einseleitet.  Wir  folo-ern 
namlicb  weiter  aus  A)  und  I2): 

13)  j  %  -  u3  |Zl  =  '  w4  -  u2  k ,  I  %  -  %  k  ^ 

sowie  dann:  1 

14)  ]  m6  m4  z»  ~  w5  m3  z2  ?  zx  ^  H  ■> 

und  also  scblieBlicli  allgemein: 

I2re_l)  W2n  +  1  —  U2n-l  =  I  J 

'  U2  n  +  1  U2n-X  I  Z2  =  3  ^*7 

L>J  W2»  +  2  M2»  Z2  =  W2»  +  l  W2»-l  /-2  7 

I  M2  »  +  2  U2n  Lt  =  Q  H  ’ 

Hieraus  ergibt  sich  fur  die  Reiben  «(1)  und  (2),  daB 

M„  /;  +  1  —  «an_1  <^q2n~2H  in  inkl.  des  Randes, 

I  W2n  +  2  —  W3»  $2  77  v  7’ 

ist.  Infolgedessen  konvergiert  m2„  +  1  in  sowie  u2n  in  S2  gleich- 
miiBig,  und  darum  verbalten  sicb  aucb  die  Grenzfunktionen: 

w(l>  =  lim  u.2n  +  1 ,  «(2)  =  lim  u2n 


71  =  OO 


71  =  00 


695 


§  3.  Das  alternierende  Verfahren. 
harmomsch  in  S1}  resp.  in  S2.  Ferner  ist 

\Mi  =  U\  ,  m('}  =  ^2  • 

Letzten  Endes  folgt  noch  aus  A),  daB 

m(2)  =  w(i)  L ^  sowie  tt(1)  Li  =  «<(2)  £i 

ist,  worin  liegt,  daB  in  dem  beiden  Bereichen  St  und  S2  gemeinsamen 
Gebiete  ist.  Hiermit  ist  der  Beweis  des  Satzes  vollstandig 

geliefert. 

Aufo-abe.  Sei  S  ein  Bereich,  wofur  die  Randwertaufgabe  ge- 
lost  werden  kann,  und  dessen  Rand  zum  Teil  aus  eineni  analytiscken 
Einscbnitte  besteht,  vgl.  Fig.  86.  Man  zeige,  daB  sick  dann  die 
Randwertaufgabe  auch  fur  denjenigen  Bereich  losen  liiBt,  welcher  aus  S 
durch  Forthebung  des  Eiuschnitts  entsteht. 


2.  Satz.  Seien  S1 ,  S2  ivieder  zwei  Bereiche,  wofur  die  Randwert- 
aufgabe  gelost  werden  kann.  Dabei  noil  indessen  jetzt  Sx  mehrfach  zu- 
samnienhdngen,  walirend  S2  aus  dem  Innern  einer  Kurve  C  besteht, 
welche  innerhalb  St  verlduft  und  ein  Randstiick  Lx  von  Sx  umfafit. 
Dann  la  fit  sich  die  Randwertaufgabe  far  denjenigen  Bereich  losen > 
icelcher  sich  aus  den  Punkten  von  St 
und  S2  zusammensetzt. 

Es  ist  dies  der  Satz  der  sogenannteu 
„giirtelformigen  Verschmelzung“.  In  der 
Praxis  laBt  sich  C  meist  als  Kreis  an- 
nehmen,  wofur  denn  die  Randwertauf¬ 
gabe  vermoge  des  Poissonschen  Integrals 
gelost  wird.  Die  Entwicklungen  sind 
hiei  den  fiiiheren  analog,  nur  daB  sich  die  Beweise  etwas  einfacher 
gestalten.  Sei  u  eine  Funktion,  welche  im  Inneren  von  Sx  harmo- 
nisch  ist  und  langs  Lx  den.  Randwert  1 ,  langs  des  iibrigen  Randes 
Mx  den  Wert  0  annimmt.  Dann  springt  sofort  in  die  Augen,  daB 

0  <  u  |c  <i  q  <  1 

ist.  Hiermit  smd  wir  im  Stande,  den  hierher  gehorigen  Hilfssatz 
auszusprechen. 


Hilfssatz.  Verhalt  sich  u  im  Inneren  von 
nimmt  u  fernerhin  langs  Mx  den  Randwert  0,  Idn 


harmonischj  und 
Lx  Randiverte  an, 
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welch  c  dem  absoluten  Betrage  nach  eine  Grofie  G  >  0  nicht  tiler- 
steigen ,  so  ist 

qG  <^u  |  ct^qG . 

.  Die  Annahenmgsfunktionen  w2,  w4, .  . .  werden  nun, 

wie  tolgt,  definiert.  Die  mit  ungeradem  Index  behafteten  u  sollen  in 
Slf  die  mit  geradem  Index  in  S2  harmonisch  sein.  Die  Funktion  ul 
moge  eine  willkurliche  stetige  Folge  von  Randwerten  liings  Lx  an- 
nebmen,  wabrend  ux  ^  =  Ux  gesetzt  werde.  Sodann  soli  allgemein 

^  U2n  C  =  M2n-1  I  5 

U2n  + 1  ->/a  =  Glf  U2  „  + 1  \Li  =  U2n  |7i 

sein. 

Es  bandelt  sieb  jetzt  um  die  Konvergenz  der  beiden  Reiben: 


l(2n  +  l  ~  U1  +  (%  —  Mj)  +  •  *  •  +  (%n  +  1  —  U2n_1)  , 
U2n  U2  +  (W4  —  W2)  +  ’  ‘  ‘  +  (U2n  ~  U2n-2)  • 


Vor  allem  ist 


w2jt+1  |jfx  —  0  • 

Indem  wir  den  groBten  Wert  von  u3  —  ux 
friiber,  mit  H  benennen,  finden  wir  dann: 


langs  L1, 


ebenso  wie 


11)  :  w3  —  ux  Li  <;  H,  |  n3  —  ux  |c  <i  qH. 
Dagegen  ist  jetzt: 

12)  |  ^4  ^2  ic  =  ^3  ^1  C  >  •  ^4  M2  X,  = 


da  wir  namlicb  von  der  in  S2  barmoniscben  Funktion  —  u2  nur 
bebaupten  konnen,  daB  ihr  Wert  auf  Lx  dem  absoluten  Betrage  nach 
sicher  niclit  groBer  als  ibr  Wert  am  Rande  C  ist.  Hiermit  ist  klar, 
wie  sicb  die  allgemeinen  Relationen  gestalten  miissen: 

I2n_i)  I  M2fl  +  1  —  U2n-t  I Ly  =  I  U2n  ~~  U2n-2  \l1  > 

l^2ra  +  l  n  -  1  I C  =  2  ^1 

I2n)  I  U2n  +  2  —  U2n  I C  =  I  l,2n  +  1  _  U2n-1  I Ct 

I  U2n  +  2  U2n  Ui  =  # 

Hieraus  ergibt  sicb  fiir  die  in  Rede  stehenden  Reiben: 

I  «2n  +  i  -  w2w_ i  |  £qn-'H  in  Sx  inkl.  des  Randes, 
l  u2n  +  2  -  u2n  I  £q"H  in  S2  inkl.  des  Randes. 


§  4.  Losung  d.  Randwertaufgabe  fur  e.  durch  anal.  Kurven  begrenzten  Bereicb. 
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Von  hier  ab  gestaltet  sich  der  Beweis  genau  ebenso  wie  im  vorher- 
gehenden  Falle. 

Aufgabe.  Man  bebandele  in  ahnlicber  Weise  den  Fall,  daB  die 
Punkte  A  und  B,  Fig.  147,  Spitzen  sind,  deren  Seiten  aus  Kreisbogen 
besteben.  Dabei  soli  die  Ivurve  C  in  der  Niibe  von  A  stetige  Ivriim- 
mung  aufweisen,  und  zwar  soil  das  KriimmungsmaB  derselben  in  A 
init  demjenigen  keines  der  beiden  von  A  auslaufenden  ivieisbogen 
libereinstimmen.  Akuliches  gelte  aucb  fur  den  Punkt  B. 

Fingerzeig.  Um  eine  derFunktion  arc  tang  y  ~y°  entsprecbende 

Funktion  zu  erbalten,  bilde  man  den  Bereicb  S  mittels  der  am  Ein- 
o-ano-e  des  §  6  erorterten  Transformationen  auf  einen  (ein-  oder  mebr- 
bliittrigen)  Bereicb  ~  ab,  derart,  daB  eine  Spitze  in  einen  Wink  el 
von  der  Offnung  ;r  iibergekt. 


§  4.  Losung  der  Randwertaufgabe  fur  einen  beliebigen  durch 
analytische  Kurven  begrenzten  Bereich. 

Auf  Grund  der  voraufgebenden  Entwicklungen  liifit  sicb  nun  die 
Randwertaufgabe  von  §  2  allgemein  fiir  jeden  Bereich  S  losen,  dessen 
Rand  in  jedetn  Punkte  analytiscb  ist  oder  hochstens  gewoknlicke 
Ecken  aufweist.  Wir  erinnern  vorab  daran,  daB  ein  Kreisabschnitt^ 
dessen  Wink  el  in  den  reellen  Punkten  t,  =  a,  t  —  ft  (a.  <  /3)  liegen 
und  die  GroBe  g  baben,  aul  einen  Vollkreis  konform  abgebildet  werden 
kann,  indem  man  die  Transformation: 


T  —  a  .  (t  —  a\  /< 

-m  ( ) 

ausubt. 

Um  das  \erfabren  in  einfacher  Weise  darzulegen,  denken  wir 
uns  den  Bereich  S  als  ein  krummliniges  Dreieck  mit  nicbt-verschwin- 
denden  Wmkelu.  An  den  4.  Satz  von  Kap.  13,  §  6  ankniipfend,  bilden 
wir  dann  die  Umgebung  einer  Seite  ab  desselben  auf  die  Umgebung  eines 
Stuckes  a/S  der  reellen  Achse  der  t-Ebene  ab.  Sodann  konstruieren 
Wlr  ®Tn  krewabschnitt  mit  der  Sehne  a/S,  wobei  wir  die  Ausdeh- 
nnug  desselben  so  beschranken  , nogen,  daB  er  ganz  innerhalb  der 
genannten  Umgebung  enthalten  ist,  und  aucb  auf  derienigen  Seite 
von  a/5  l.egt,  welcbe  rnueren  Punkten  des  Dreiecks  entspricbt"  F<Len 
wir  nun  das  Abb, Id  des  Kreisabsclmitts  in  der  r-Ebene  ins  Zae 
so  erkennen  wir,  daB  ein  bestimmter,  an  die  Dreiecksseite  ab  stoZ 
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der  Streifen,  welcher  bei  eventueller  weiterer  Einschriinkung.  von  u 
ganz  lm  Dreiecke  liegt  und  ubrigens  die  beiden  anderen  Seiten 
ac,  be  desselben  mit  seinem  Rande  nicht  beriihrt,  durch  Vermittlung 
des  Kreisabschnitts  ein-eindeutig  und  konform  auf  einen  Vollkreis  be- 
zogen  werden  kann.  Infolgedessen  laBt  sich  die  Randwertaufgabe  fur 
diesen  Streifen  losen,  wahrend  er  auBerdem  noch  alien  anderen  For- 
derungen  des  erweiterten  1.  Satzes  von  §  3  hinsichtlich  des  Bereiches  5 
-Geniige  leistet. 


a 


Die  soeben  auseinandergesetzte  Konstruktion  wollen  wir  jetzt 
auch  an  den  beiden  anderen  Dreiecksseiten  ac,  be  wiederholen,  in- 
dem  wir  diese  mit  ahnlichen  Streifen  versehen,  welche  im  iibrigen 
weder  iibereinander  nocb  iiber  den  ersten  greifen  diirfen.  Sodann  ver- 
einigen  wir  diese  drei  Bereiche  zu  einem  Krauze,  wofiir  sich  die 
Randwertaufgabe  ebenfalls  losen  laBt.  Das  geschieht,  wie  folgt.  Wir 
schicken  die  Bemerkung  voraus,  daB  ein  Kreissektor  nach  Kap.  6, 
§12  konform  auf  einen  Halbkreis,  und  somit  vermoge  der  am  Ein- 
gange  dieses  Paragraphen  angefiihrten  Formel  weiter  auf  einen  Voll¬ 
kreis  abgebildet  werden  kann.  DemgemaB  legen  wir  einen  Kreis¬ 
sektor  an,  dessen  Sckeitel  mit  dem  Punkte  a  zusammenfallt  und  dessen 
Schenkel  in  den  beiden  an  a  heranreich^nden  Streifen  verlaufen,  ohne 
diese  jedoch  zu  beriihren.  Bei  passender  Wahl  seines  Radius  wird 
dann  seine  dritte  Seite  die  Riinder  des  Streifens  je  in  einem  einzigen 
Punkte,  und  zwar  unter  nicht  verschwindendem  Winkel  tieffen.  Auch 
diese  Konstruktion  wiederholen  wir  noch  an  den  beiden  anderen 
Ecken. 

Wir  sind  nunmehr  in  der  Lage,  das  alternierende  Verfahren  in 
Anwendung  zu  bringen,  indem  wir  einen  Streifen  zunachst  mit  den 
beiden  iiber  ihn  greifenden  Kreissektoren  yerschmelzen,  den  neuen 
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Bereieh  dann  mit  einem  zweiten  Streifen  vereinigen,  wozu  noch  der 
dritte  Kreissektor  hinzutreten  moge,  um  endlich  den  hieraus  erwachsen- 
den  Bereieh  durch  den  dritten  Streifen  zu-  dem  in  Aussicht  genom- 

inenen  Kranze  zu  erganzen.  ' 

Jetzt  sind  wir  gleich  am  Ziele.  Es  bleibt  nur  noch  tibrig,  den 
Innenraum  des  Krauzes  vermoge  Kreisscbeiben  „dachziegelartig  zu 
iiberdecken“  wie  Herr  Klein  sicli  ausdriickt,  indem  man  jeweils  da- 
far  Sorge  triigt,  daB  die  Bediugungen  des  1.  Satzes  von  §  3  erfullt 
sind.  So  sebrumpft  jener  Innenraum  allinahlicb  so  weit  zusammen, 
bis  er  scklieBlich  durch  einen  ganz  im  Kranze  gelegenen  Kreis  um- 
sparing  und  somit  vermoge  des  2.  Satzes  von  §  3  entfernt  werden  kann. 


Fig.  151. 


Hiermit  ist  der  Beweis.  fertig.  Auch  der  Fall  spitzer  Winkel 
kanu  zugelassen  werden,  sofern  die  Seiten  des  Wiukels  aus  Kreisbogen 
(mlil.  geradliniger  Strecken)  besteken.  Der  allgemeine  Fall  wild  am 
besten  vermoge  der  Methode  von  §  5  behandelt.  Bei  der  Uberdeckung 
des  Bereiches  S  haben  wir  uns  auf  die  Anschauung  berui'eu.  Indessen 
laBt  sick  dieser  Teil  des  Beweises  auf  Grund  der  Entwicklunoen  von 
Ivap.  o,  §§  9,  10  mit  aller  Strenge  durchfuhren. 


§  o.  Existenzbeweis  fur  die  Greensehe  Funktion  eines  aUgemeinen 
schliehten  Bereiohs  von  endlichem  Zusammenhange. 

rr2, '  S'''  1  e‘“  Miaiger  einfach  eusammenjidnqender 

schhchter^  Bereieh,  acssen  Band  aus  mehr  als  einem  Punlde  IMt  Z 

aber  gilh  der  Funktioifw  =  f'S* von  a'li'bed'  Ji™es  !  Hilfasatzes  entrat,  dafiir 
Amer.  Math.  Soc.,  Bd.  l  (1900),  S.  310  gegebe^1  ’  1  °  ^  1Q  den  Transactions 
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sei  P  ein  beliebiger  Bandpunkt  von  T.  Dann  lafit  sich  das .  Innere 
von  T  ein-eindeutig  und  konform  auf  einen  schlichten  Bereicli  %  ab- 
hilden,  dcrart,  da/3  %  im  Innern  eines  Kreises  Si  und  P  auf  dem  Bande 
desselben  liegen. 

\\  ir  diirfen  vor  allem  voraussetzen,  daB  T  im  Endlichen  liegt. 
Hat  1  nainlick  auBere  Punkte,  so  kann  dies  direkt  durch  eine  lineare 
Transformation  erreicht  werden.  Im  anderen  Falle  bringe  man  zuerst 
vermoge  einer  linearen  Transformation  alle  die  Randpunkte  von  T 
auf  die  Halbebene  91  ( z )  ^  0,  wobei  auBerdem  die  Punkte  z  =  0  und 
^  =  oo  zum  Rande  gehoren  sollen.  DaB  dies  in  der  Tat  angeht,  wird 
sogleick  gezeigt.  Verstekt  man  nun  unter 

IV  =  log  z 

denjenigen  Zweig  dieser  Funktion,  welcher  in  einem  innern  Punkte 
z0  von  T  den  Wert  iv0  annimmt,  so  wird  T  durch  diese  Gleickung 
auf  einen  Bereich  T'  der  w-Ebene  bezogen,  woftir  w  =  w0  -f  2ni 
ein  auBerer  Punkt  ist7  vgl.  Kap.  8?  §  10,  und  hiermit  haben  wir  An- 
schluB  an  den  am  Eingang  erwahnten  Fall  erreicht. 

Um  noch  die  bewuBte  Erganzung  zu  liefern,  bringe  man  die 
Randpunkte  von  T  zunachst  ins  Endliche  und  nehme  man  dann  einen 
Kreis  so  an,  daB  er  alle  diese  Punkte  umfaBt,  und  daB  auBerdem 
zwei  davon,  A  und  B,  am  Rande  desselben  liegen.  Die  Existenz 
eines  solchen  Kreises  sielit  man,  wie  folgt,  ein.  Man  betrachte  die 
Menge  der  Kreise: 

0  -  a)2  +  (y  -  by  =  rS 

welche  die  Randpunkte  von  T  umfassen.  Sei  p  die  untere  Grenze 
der  Radien  derselben,  und  man  nehme  eine  abzaklbare  I  olge  von 
Wertetripeln  ( an ,  bn,  rj  an,  wofur  die  entsprechenden  Kreise  jener 
Menge  angehoren,  und  auBerdem  lim  rn  —  p  ist.  Dann  haben  die 
Mittelpunkte  (an,  bn)  eine  Haufungsstelle  (a,  b),  und  man  erkennt 
sofort,  daB  alle  Randpunkte  von  T  im  Kreise 

K:  0  ~  d)2  +  O  -  bf  £  p2 

liegen.  Des  weiteren  miissen  mindestens  zwei  Randpunkte  von  T  am 
Rande  von  K  liegen.  Im  anderen  Falle-  sei  P  der  einzige  solche 
Randpunkt,  und  seien  Pu  Ps  zwei  getrennte^  nahe  bei  P  gelegene 

Punkte  der  Peripherie  von  K,  wofur  P Px  =  PP2  lst-  Dann  kann  man 

den  groBeren  der  beiden  Bogen  PJ\  mit  einem  Streifen  umgeben, 
der  frei  von  Randpunkten  von  T  ist,  und  darauf  einen  Kreis  durch 
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F  und  Po  legen,  dessen  Rand,  sofern  derselbe  in  K  liegt,  auch  mner- 
Lalb  dieses  Streifens  verlauft.  Dieser  Kreis  umfaBt  ebenfalls  alle 
Randpunkte  von  T.  Sein  Radius  ist  aber  kleiner  als  p,  und  mit 
diesem  Widersprucb  ist  die  Richtigkeit  der  letzten  Behauptung  dar- 
getan.  —  Jetzt  bleibt  nur  nocli  iiber,  das  Punktepaar  A,  1>  durcli 
eine  geeignete  lineare  Transformation  ins  Punktepaar  z  =  0,  oo  fiber- 
zufiibren. 

Sei  also  T  ein  endlicker  Bereicb,  und  sei  P  ein  Randpunkt 
von  T.  Wir  verlegen  den  Anfang  z  =  0  in  P  und  versteben  dann 
unter 

w  =  log  z 

einen  dem  Bereich  T  entsprecbenden  Zweig  dieser  Funktion.  Sei 
r  =  R  die  obere  Grenze  von  ( z  |  fiir  die  Punkte  von  T.  Dann  liegen 
die  Bildpnnkte  von  T  in  der  et>-Ebene  samtlich  links  von  der  Ge- 
raden  u  =  \ogR.  Ferner  werden  die  in  der  Niihe  von  P:  z  =  0  ge- 
legenen  Punkte  von  T,  \z\<.6,  in  Punkte  w  iibergefuhrt,  welcbe  in 
der  Nabe  des  Punktes  w  =  oo  liegen,  91  («y)  <  log  6.  DemgemaB 
wird  man  nur  noch  die  Halbebene  91  (tv)  <  log  R  auf  das  Innere  eines 
Kreises  abbilden  miissen,  um  den  in  Aussieht  genommenen  Bereicb  X 
nebst  dem  Kreise  il  zu  erbalten. 

Hauptsatz.  Einem  beliebigen  einfach  zusammenhdngenden  schlich- 
ten  Bereich  T,  dessen  Rand  aus  melir  als  einem  Punkte  besteht,  ent- 
spricht  eine  Greensche  Funktion. 

Dem  Hilfssatz  gemiiB  geniigt  es,  den  Beweis  fur  einen  endlicben 
Bereicb  zu  fiihren. 

Sei  A  ein  beliebiger  innerer  Punkt  von  T.  Wir  woilen  T  nacli 
dem  Satze  von  Kap  5,  §  3  in  Teilbereicbe  Tn  entwickeln,  deren  alle 
den  Punkt  A  umfassen,  und  die  Greensche  Funktion  gn  des  Bereichs  Tn 
bilden,  deren  Pol  in  A  liegt.  Letzteres  wird  dadurcb  erreicbt,  daB 
man  eine  Funktion  con  vermoge  des  kombinatoriscben  Yerfabrens 
von  §  4  aufsteUt,  welcbe  im  Innern  von  Tn  barmoniscb  ist,  und  die 
Randwerte  log  v  annimint.  Dann  wird 

0.  =  log  4  + 

die  gesuelite  Funktion  sein. 

Wir,]  tn1  M  ein  iDnerer  TOn  A  Ter8chiede“or  Punkt  von  Tv  Dann 


ti  1 


On  <  0, 
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sein.  Denii  die  Funktion  gn+1  -  gn  ist,  von  einer  hebbaren  Unstetig- 
keit  im  Punkte  A  abgesehen,  ausnahmslos  harmonisch  in  Tn  urTd 
positiv  am  Rande  dieses  Bereichs,  mithin  hat  sie  einen  positiven 
Wert  im  Punkte  M.  Es  handelt  sicli  nun  um  folgende  zwei  Punkte: 

a)  Die  Funktion  gn  konvergiert  im  Punkte  M.  Nach  dem  Harnack- 
sehen  batze,  Kap.  13,  §  4  konvergiert  sie  dann  gleichmaBig  in  einem 
Bereicke,  welcher  aus  einem  beliebigen  Tq  mit  Ausnahme  des  Punktes  A 
besteht,  womit  sich  denn  die  Grenzfunktion  g,  vom  Punkte  A  ab¬ 
gesehen,  harmonisch  in  T  erweist.  Im  iibrigen  wird  in  der  Nahe 
von  A 

9  =  log  y  +  « 

sein,  wo  co  im  Punkte  A  endlich  bleibt,  wie  aus  der  Darstellung 
9  =  9i  +(92-  9i)  +  Os  ~  9a)  +  •  •  • 

=  l°g  ~  +  ^1  +  (C02  —  ^l)  +  (W3  —  ^2)  +  '  ‘  ' 

sofort  erhellt. 

b)  die  Grenzfunktion  g  nimrnt  den  Randwert  0  in  einem  beliebi¬ 
gen  Randpunkt  P  von  T  an. 

Beide  Beweise  werden  zugleich  geliefert,  indem  man  T  auf  Grand 
des  Hilfssatzes  in  einen  Bereick  %  iiberfiihrt  und  die  Greensche 
Funktion  G  des  Kreises  $  bildet,  deren  Pol  im  Bildpunkte  51  von. .4 
liegt.  Bezeichnet  man  mit  g;1,  %n  die  Funktion  resp.  den  Bereick,  in 
welche  gn,  Tn  hierdurch  transformiert  werden,  so  ist  in  alien  innern 
von  51  versckiedenen  Punkten  von  STW 

0  <  G  —  Qn ,  also  0  <  g  n<G  . 

Ferner  ist  die  Grenzfunktion 

0  <  9  G , 

und  da  G  den  Randwert  0  im  Kreise  ®  annimmt,  so  nimrnt  9  eben- 
falls  den  Randwert  0  im  Bildpunkte  von  P  an. 

Die  im  vorkergehenden  benutzte  Beweismethode  gestattet,  sowohl 
im  Hilfs-  als  auck  im  Hauptsatze,  eine  allgemeinere  Formulierung 
des  Resultats,  indem  wir  von  der  Forderung  des  einfacken  Zusammen- 
hangs  abselien  und  nur  verlangen,  dcifi  der  Hand  van  1  aus  eine) 
endlich en  Anzahl  von  Handstiicken  (Kap.  5,  §  7)  bestehe,  deren  jedes 
mehr  als  einen  Punkt  besitzt. 
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Hat  T  dagegen  einen  isolierten  Randpunkt,  so  ist  wegen  des 
Satzes  "vom  Maximum  und  Minimum  keine  Green  sche  Funktion 


moglick. 


§  6.  Uber  Kreisbogendreiecke  mit  verschwindenden  Winkeln. 

Durch  das  Ergebnis  des  vorhergehenden  Paragraphen  ist  ins- 
besondere  festgestellt,  dab  ein  Kreisbogendreieck  mit  nicht  versckwin- 
denden  Winkeln  auf  einen  Kreis,  und  mithin  auch  aut  eine  Halb- 
ebene  konform  abgebildet  werden  kann.  Beriikren  sich  dagegen  zwei 
Seiten  des  Dreiecks  in  einem  Eckpunkte  A,  so  kann  man  sich,  wie 
folgt,  helfen.  Durch  A  lege  man  einen  Kreis,  welcker  die  Dreiecks- 
seiten  in  A  rechtwinklig  trifft  und  daher  bei  geeigneter  Einschran- 
kung  seines  Radius  ein  Kreisbogendreieck  2J  mit  den  Winkeln  0r 

,  —  aus  dem  vorgelegten  Dreiecke  S  kerausschneidet.  Ich  sage 


Dreieck  E  in  einen  Halbstreifen  iiber.  Dieser  w 
Geraden  gespiegelt,  und  der  neue  Streifen  wi- 
Logarithmus,  Kap.  6,  §  15,  auf  einen  Halbkreis 
schlieBlich  noch  durch  die  Transformation  von 


eue  Streifen  wird  dann  vermoge  des 
emen  Halbkreis  abgebildet,  und  somit. 


verwandelt. 


von  §  4  in  einen  Vollkreis 
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Hieimit  erkeimen  wir,  dab  ein  vollig  beliebiges  Kreisbogendreieck 
aut  eine  Halbebene  kouform  bezogen  werden  kann,  —  ein  grund- 
legender  batz  in  der  Theorie  der  elliptiscben  Modulfunktionen.  Wir 
wollen  nun  imsere  besondere  Aufmerksamkeit  dem  Falle  widmen,  dab 
aUe  dl'ei  Winkel  verscbwinden.  Durch  geeignete  lineare  Transforma- 
tionen  konnen  wir  es  vorab  so  einricbten,  dab  einerseits  das  Drei- 
eck  S  gleichscbenklig  wird  und  dem  Einkeitskreise  der  z^-Ebene  ein- 
beschrieben  ist,  wahrend  andererseits  die  Halbebene  T  aus  der  positiven 
Halfte  der  #-Ebene  bestebt.  Dabei  mogen  auberdem  die  Dreiecks- 
ecken  w  =  wa,  wb ,  wc  beziehungsweise  in  die  Punkte  0,  1,  oo  iiber- 

gehen.  Sei 

w  =  t(z) 

die  analytiscke  Funktion, 
welche  dnrch  die  Abbil- 
dung  definiert  wird,  und 

sei 

z  =  s  (w) 

die  Umkehrfunktion.  Dann 
ist  zunachst  t(z)  blob  in 
der  oberen  Halbebene,  s(iv ) 
blob  in  jenem  Kreisbogen- 
dreiecke  erklart.  Indessen 
lassen  beide  Funktionen 
auf  Grund  der  Entwick- 
lungen  von  Kap.  13,  §  0 
analytische  Fortsetzungen 
zu.  Nach  dem  Zusatze  des  5.  Satzes  jenes  Paragraphen  wird  man 
diese  namlich  dadurcb  erhalten,  dab  man  S  an  einer  beliebigen 
seiner  Seiten,  und  T  zugleich  an  der  entsprecbenden  Strecke  der 
reellen  Achse  spiegelt.  Hiernach  kann  man  t{z)  liber  jeden  der 
drei  Teile  der  reellen  Acbse,  01,  loo,  ooO,  hinaus  in  ein  negatives 
Halbblatt  der  *-Ebene  analytisch  fo'rtsetzen.  Durch  fortgesetzte 
Wiederholung  dieses  Prozesses  an  den  neuen  Kreisbogendreiec  en 
und  den  zugehorigen  Halbebenen  erhalten  wir  einerseits  einen 
Komplex  von  Kreisbogendreiecken  in  der  w- Ebene,  welche  sich 
augenscheinlich  glatt  nebeneinander  lager n  und  das  Inneie  es 
heitskreises  gerade  einmal  ausfullen.  Andererseits  erwachst  im  Pe- 
reiche  der  Veranderlichen  5  eine  Riemannsche  Flache  nut  Veizwei- 
gungspunkten  unendlich  hoher  Ordnung  in  ~  =  0,  1,  oo, 
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§  G.  Uber  Kreisbogendreiecke  mit  verschwindenden  Winkeln. 

die  Anzahl  der  Verzweigungspunkte  in  jedem  dieser  Punkte  unendlich. 
Die  Funktion  s(iv)  ist  eindeutig,  und  zwar  verhalt  sie  sich  analytisch 
innerhalb  des  Einheitskreises,  laBt  sich  aber  nicht  daruber  hinaus 
analytisch  fortsetzen. 

Nahere  Besprechung  der  Kreisbogenfigur .  Beim  letzten  Feile  der 
vorangehenden  Uberlegung  haben  wir  keinen  genugenden  Beweis  da- 
fur  geliefert,  daB  die  Kreisbogenfigur  in  der  w-Ebene  das  Innere  des 
Einheitskreises  wirklich  ausfiillt.  Erganzen  wir  jetzt 
diese  Liicke!  Dazu  erupfiehlt  es  sich,  jenen  Einheits- 
kreis  durch  eine  Halbebene  zu  ersetzen,  indem  wir  S 
so  annehmen,  wie  in  der  beigesetzten  Figur  angedeutet 
ist.  Nun  wollen  Avir  S  zunachst  bloB  am  Halbkreise 
spiegeln,  wodurck  ein  Bereich  entsteht,  welcher  am 
unteren  Rande  von  Kreisen  mit  dem  lialben  Durcli- 
messer  jenes  Halbkreises  begrenzt  ist.  Hierauf  spie- 
geln  wir  die  Figur  der  beiden  Dreiecke  an  jedem  der 
letzteren  Kreise.  Dabei  haben  die  Kreisbogen,  welche 
die  untere  Begrenzung  der  neuen  Figur  bilden,  einen 
den  halben  Durchmesser  ihrer  Vorganger  wieder  nicht 
iibertreffenden  Durchmesser,  da  die  Ecke  w  =  oo  des 
Bereiches  S  ja  in  die  Mitte  eines  jeden  der  genaunten 
Kreisbogen  projiziert  Avird.  Jetzt  wird  die  Gesamt- 
figui  abermals  an  jedem  Kreise  der  unteren  Begrenzung  gespiegelt  und 
eine  ahnliche  Uberlegung  beziiglich  des  Maximaldurchmesrers  der 
Kreisbogen  am  unteren  Rande  angestellt. 

Indem  man  dieses  Verfahren  fortgesetzt  Aviederliolt  und  dabei 
stets  dafur  Sorge  tragt,  daB  die  Dreiecke  abwechselnd  schraffiert 
werden  erwachst  ein  Ivomplex  von  Kreisbogendreiecken,  welcher 
iolgendermaBen  beschatfen  ist: 

a)  jedes  Dreieck  ist  das  Spiegelbild  aller  seiner  Nachbarn; 

b)  die  Dreiecke  liegen  alle  im  Halbstreifen : 


“  t  ^  u  £  £ ,  v  >  0 , 

und  fallen  diesen  Bereich  gerade  einmal  aus1); 

doppelt  rollS  ttuchSnur46- dey  ers<*iedenen  Dreiecke 

man  nur  von  den  Eckpunkten  absiebt  welch  leLrA^  gezAUt  Werderk  sofern 
punkte  des  Periodenstreifens  der  eiufach  ncrinr  i  gerade  wie  die  End- 

je  unendlichfach  auftle^ A- 
Osgood,  Funktionentheorie.  I.  2.  Aufl.  °U  *U1  ^1G  lller  verfolgten 
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c)  jedes  schraffierte  Dreieck  stoBt  nur  an  nicht  schraffierte  Drei- 
ecke,  und  umgekehrt. 

Jetzt  bleibt  nur  noch  iibrig,  diesen  Komplex  an  seinen  gerad- 
linigen  Begrenzungen  zu  spiegeln,  wobei  sckraffiertes  wieder  in  nicbt 
schraffiertes  iibergeben  soil,  und  umgekehrt.  Dieser  Schritt  soli  gleich- 
falls  unbegrenzt  wiederholt  werden.  So  kommt  scklieBlich  die  in 
Aussicht  genommene  Figur  zu  Stande.* 1) 

Wir  wollen  die  Funktion,  welche  aus  der  Abbildung  des  Drei- 
ecks  S  von  Fig.  154  auf  die  Halbebene  erwachst,  indem  dabei  die 
Punkte  w  =  —\i  oc  bzw.  in  z  =  0,  1,  co  iibergehen,  mit 

w  =  P  (z) 

bezeichnen.  Die  derselben  entsprechende  Umkehrfunktion 


z  —  S  (tv) 


ist  eindeutig,  sie  verhalt  sicb  analytiscli  in  der  obern  Halbebene  und 
laBt  keine  analytische  Fortsetzung  daruber  hinaus  zu.  Im  iibrigen 
ist  P  (z)  eine  lineare  Funktion  von  t(z).  Denn  durch  die  beiden  Glei- 


chungen 


iv 


t(z),  W=  P  (z) 


wird  die  obere  TF-Ebene,  indem  z  die  bewuBte  Riemannsche  Fliiche 
gerade  einmal  durchlauft,  —  d.  k.  analytisch,  indem  z  zwischen  den 
beiden  letzten  Gleichungen  eliminiert  wird,  —  ein-eindeutig  und  kon- 
form  auf  das  Innere  des  Einheitskreises  bezogen. 

Hieraus  erkennt  man  nachtraglich ,  daB  jede  andere  Reihenfolge 
der  Spiegelungen  der  Kreisbogendreiecke,  von  S  ausgehend,  notwendig 


Zwecke  der  Funktionentbeorie  weiter  nicbt  in  Betracht  koinmen.  —  Die  hier 

gegebene  Behandlung  riihrt  von  B ocher  her. 

In  GauB  NachlaB  findet  sich  die  Figur  des  Fundamentalraums  der  iunk- 

tion  P(«);  Werke,  Bd.  3,  1866,  S.  477.  . 

1)  Dieser  Fi°-ur  ist  man  zum  ersten  Male  in  der  Theone  der  elliptischen 
Modulfunktionen  begegnet.  Aus  der  im  Texte  verwendeten  Erzeugungsweise 
derselben  erbellt  scbon,  daB  jeder  scbraffierte  Bereicb  in  jeden  anderen  solch 
vermoge  einer  linearen  Transformation : 


w 


,  aw  +  p 


ylV  -f-  8 

ibergefiihrt  werden  kann.  In  der  Tat  geht  ein  belielriger  schraffierter  Bereicb 

,us  f  durch  eine  gerade  Anzahl  von  Spiegelungen  hervor.  Hierdurcl, 

ine  ausnahmslos  ein-eindeutige  und  konforme  Tran.format.on  der 

ibene  in  sich  ohne  Unrlegung  der  Winkel  deSmert,  wa,  semen 

iusdruck  in  einer  linearen  Transformation  findet,  Kap.  ,  §  .  '  , 

m  iibrigen  sind  die  Koeffizienten  «....?  ga, rzzahhg  u, rd  zw. >r  is  - fr-£ 

cahrend  (3,  y  gerade  Zablen  sind;  vergleicbe  Klem-Fncke,  ElhpMcHe 

unktionen,  Bd.  1,  8>.  270. 
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auf  die^elbe  Figur  fuhren  muBte.1)  Denn  auch  der  zweiten  Figur  ent- 
spricht  auf  Grund  der  namlichen  Abbildung  von  S  auf  die  obere 
^-Ebene  eine  analytiscbe  Funktion,  welche  zunachst  in  S  mit  der 
fruheren  Funktion  e  =  S(w)  ubereinstimmt.  DeragemiiB  fallt  sie 
durehweg  mit  S (w)  zusammen.  Andererseits  geben  ihre  analytischen 
Fortsetzungen  eben  zu  den  Dreiecken  der  zweiten  Figur  AnlaB,  welch 
letztere  sich  dann  hiermit  als  identisch  mit  jenen  friiberen  erweisen. 


§  7.  Der  Picardsche  Satz. 

Wir  haben  bereits  in  Kap.  7,  §  6  (10.  Satz)  den  WeierstraBschen 
Satz  kennen  lernen,  wonach  eine  Funktion  einer  komplexen  Yerander- 
lichen  in  der  Nahe  einer  wesentlichen  singularen  Stelle  jedem  vor- 
ofegebenen  Werte  beliebig  nahe  kommt,  sowie  auch  die  Erweiteruns: 
desselben,  welche  sich  auf  die  Existenz  unendlich  vieler,  in  der 
wesentlichen  singularen  Stelle  sich  haufender  Wurzeln  der  Gleichung 
f(z)  =  C'  bezieht,  (a.  a,  0.,  11.  Satz).  Mit  Hilfe  der  in  §  6  aufge- 
stellten  Funktion 

w  =  P(e) 

hat  Picard  einen  Grad  der  Allgemeinheit  erreicht,  welcher  dem 
Wesen  der  Sache  entspricht.  Beginnen  wir  mit  dem  besonderen 
Falle  des  Satzes,  welchen  auch  Picard  zuerst  behandelte. 

Der  Picardsche  Satz  fiir  gauze  Funktionen.  Eine  game 
Fiinidion  G  (z),  welche  nur  Iceine  Konstante  ist ,  nimmt  jeden  T Vert, 
hochstens  mit  Ausnahme  eines  eimigen,  wirJclich  an. 

Gesetzt,  es  giibe  zwei  Werte,  C  und  C',  welche  G{z)  nicht  an- 
ninnnt.  Dann  meidet  die  Funktion 

(1)  Cr{Z)-C 

C'-C 

die  Werte  0  und  1.  Indem  wir  die  in  §  6  eiugefiihrte  Funktion 

#  w  =  P  (z) 

heranziehen,  bilden  wir  die  Funktion: 


-  L 

c 


) 


(2)  «•  -  p 

Dieser  Ausdruck  ist  zunachst  unendlich  vieldeutia  Tn  l  , 

V  d,  di.  Funktion  (l)  j.  in 

1)  Diesen  Beweis  kann  u,a„  auch  geometriach  fahreu. 


45* 
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lytisck  ist  und  einen  yon  0  und  1  verschiedenen  Wert  hat,  zu  einer 
Reihe  yon  eindeutigen  Funktionen  zusammenfassen,  welch  e  sick  dort 
alle  analytisch  yerhalten.  Infolgedessen  gilt  dies  aucli  im  GroBen, 
Kap.  8,  §  10.  Fassen  wir  eine  dieser  Funktionen  ins  Auge,  so  kaben 
wn  eine  ganze  Funktion  vor  uns,  welcke  menials  einen  mit  negativeni 
rein  imaginaren  Bestandteile  bekafteten  Wert  annimmt.  Dies  ver- 
stoBt  aber  gegen  den  oben  zitierten  WeierstraBcken  Satz  von  Kap.  7, 
§  6,  und  hiermit  ist  unser  Satz  bewiesen. 

Der  soeben  bewiesene  Satz  beziekt  sic-k  auf  das  Yerhalten  einer 
Funktion  im  GroBen,  indem  wir  voraussetzten,  daB  die  Funktion  sick 
in  der  ganzen  eigentlicken  Ebene  analytisch  yerkiilt.  Wir  wollen 
den  Satz  jetzt  dadurch  yerallgemeinern,  daB  wir  nur  verlangen,  daB 
die  vorgelegte  Funktion,  welcke  wir  nun  cp(g)  nennen  wollen,  eine 
wesentlicke  singuliire  Stelle,  dieses  Wort  in  der  Bedeutung  yon  Kap.  7, 
§  6,  S.  312  genommen,  im  Punkte  g  =  a  kabe.  Denken  wir  uns  a 
wieder  als  den  Punkt  oo,  und  bilden  wir,  unter  gleicher  Annakme 
wie  vorkin  kinsiclitlick  C  und  C',  die  Funktionen  (1)  und  (2).  In¬ 
dem  wir  die  Umgebung  des  Punktes  oo  langs  der  positiven  reellen 
Aehse  aufschneiden,  entstekt  dadurch  ein  einfach  zusammenkangender 
Bereick,  worm  sick  die  versckiedenen  Bestimmungen  von  (2)  zu  ein¬ 
deutigen  Zweigen  zusammenfassen  lassen.  Es  kann  offenbar  keiner 
derselben  im  nicht  aufgeschittenen  Gebiete  eindeutig  sein,  denn  sonst 
konnte  man  gerade  so  scklieBen,  wie  im  vorkin  erledigten  Falle. 
Setzen  wir  also  einen  derselben  fiber  den  Scknitt  kinaus  analytfsck 
fort,  so  seken  wir,  daB  die  Umgebung  eines  Punktes  g0  des  doppelt 
iiberdeckten  Gebietes  auf  die  Umgebungen  zweier  getrennter  Punkte 
zv0  und  w0[  abgebildet  wird.  Mithin  werden  letztere  beiden  Urnge- 
bungen  auck  ein-eindeutig  und  konform  aufeinander  bezogen,  und 
zwar  so,  wie  man  sofort  erkennt,  daB  je  zwei  einander  entspreckende 
Punkte  w  und  w  vermoge  der  Funktion 

(3)  w  =  P  (0  4 

zu  zwei  gleieheu  Werten  von  t  fuhren.  M.  a.  W.  werden  jene  beiden 
Umgebungen  in  der  w-Ebene  auf  zwei  kongruente,  in  verschiedenen 
Blattern  der  zu  (3)  gehorigen,  fiber  der  *-Ebene  ausgebreiteten  E.e- 
mannschen  Flacbe  belegene  Bereiche  abgebildet.  Hieraus  folgt  aber, 
daB  besagte  Umgebungen  linear  aufeinander  bezogen  sine  : 


(4) 


,  aw  +  |5 
W  =  y  w  +  8 
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Wir  schlieBen  also,  daB  cine  Reibe  der  Zweige  von  (2)  durch  die 
Funktionalgleicbung  (4)  linear  miteinander  yerknupft  Bind. 

Wir  miissen  nock  auf  die  Bescbaffenheit  der  lmearen  trans¬ 
formation  (4)  naber  eingeben.  Was  zunachst  lhre  Fixpunkte  an- 
betrifft,  so  ist  klar,  daB  diese  beide  auf  der  reellen  Acbse  liegen 
mussen,  da  kein  Punkt  der  oberen  Halbebene  ungeandert  bleibt,  sofern 
wir  nur  von  der  identischen  Transformation  abseben,  wabrend  die 
reelle  Acbse  in  sicb  ubergefuhrt  wird.  Aus  letzterem  Grunde  sind 
namlich  alle  loxodromiscben  Transformationen  von  vornberein  aus- 
gescblossen.  Aber  auc-b  die  elliptiscben  sind  unzulassig,  denn  diese 
konnten  ja  bocbstens  die  obere  und  die  untere  Halbebene  miteinander 
vertauscben.  Da  bleiben  also  nur  nocb 
a)  die  paraboliscben: 

—  1—T  =  -1—  +  k  resp.  w  =  w  +  k,  k  reell  und  =H  0 ; 
w— £  w  —  £  1 


b)  die  byperbolischen: 


A,  reeU,  positiv  und  =\=  1,  £x  <  t2, 


iibrig,  und  diese  wollen  wir  nun  der  Reibe  nacb  besprechen. 
ad  a)  Bilden  wir  uns  bier  die  Funktion 


2  n  i  1  2  ni 

-  •  i  77-;  m> 

k  w  —  i.  i  k 

e  bzw.  e 

wo  w  sicb  auf  jene  linear  verknupften  Zweige  der  Funktion  (2)  be- 
ziebt,  so  liaben  wir  biermit  cine  Funktion  von  z  erlangt,  die  in  den 
eigen tlicben  Punkten  der  Umgebung  der  Stelle  z  =  oo  eindeutig  und 
analytiscb  ist,  deren  absoluter  Betrag  aber  stets  kleiner  als  1  bleibt. 
Mit  diesem  Widersprucb  ist  also  Fall  a)  erledigt. 

ad  b)  Hier  geben  wir  aucb  in  abnlicber  Weise  vor,  indem  wir 
uns  jetzt  der  Funktion: 


bedienen  und  daraus  gleicbe  Scblusse  wie  vorbin  ziehen. 


Das  biermit  gewonnene  Ergebnis  wollen  wir 


in  einen  Satz  zu- 


sainmenfassen  und  zugleicb  aucb  erganzen. 

Der  allgemeine  Picardsche  Satz.  In  der  Umgebung  einer 

7TZenWWe^m,  f***™  ^  '  =  0  nimmt  “»*  Fun Uion 
<p(e)jeden  Wert,  hochstens  nut  Ausnalnne  eines  einzigm,  wirklieh  an. 
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Hat  <p  (*)  dagegen  Pole,  welche  sieh  im  Punkte  a  _  a  trnufen 
wahrend  <p  (z)  sonst  in  der  Umgebung  dieses  PunUes  analytisch  ist ')’ 

so  gibt  es  lwchstens  sswei  Werte,  welche  <p  (*)  in  jeuer  Umgebung  nicht 
anmmmt. 


Um  den  letzten  Teil  des  Satzes  noch  zu  beweisen,  betrachten 
wir  die  Funktion 


wo  C  einen  Wert  bedeutet,  welchen  cp(z)  nicbt  annimmt.  Nacb  ge- 
eigneter  Erklarung  des  Wertes  von  &(z)  in  den  hebbaren  singularen 
Stellen  der  recbter  Hand  stekenden  Funktion  erhiilt  man  so  eine 
Funktion,  welche  alien  Forderungen  des  ersten  Teils  des  Satzes  ge- 
nugt  und  daher  nur  einen  Wert  meiden  kann.  Hiermit  ist  der  Be- 
weis  vollstandig  erbracht. 

Die  Funktion  P{z)  entnahm  Picard  der  Theorie  der  elliptischen 
Modulfunktionen.  Wie  Avir  aber  geselien  haben,  gebraucht  man  nur 
folgende  Eigenschaften  derselben:  a)  P(^)  hat  nur  zwei  getrennte 
singulare  Stellen  im  Endlichen;  b)  es  gibt  einen  Bereich  in  der 
w-Ebene,  den  die  Funktion  w  =  IJ [£)  nicht  betritt;  und  endlich 
c)  irgend  zwei  Zweige  der  Funktion,  welche  beide  in  der  Umgebung 
ein  und  desselben  Punktes  betrachtet  werden,  sind  linear  miteinander 
verkniipft. 


§  o.  Uber  die  Uniformisierung  analytischer  Funktionen. 

Wenn  wir  es  mit  einer  mehrdeutigen  Funktion  zu  tun  haben, 
empfiehlt  es  sich  meist,  dieselbe  durch  eindeutige  Funktionen  dar- 
zustellen.  So  dient  beispielsweise  die  Riemannsche  Flache  vor  allem 
dem  Zwecke,  einen  Bereich  zu  schaffen,  in  welchem  eine  vorgelegte 
vieldeutige  Funktion  eindeutig  wird.  Ein  anderer  Fall  ist  der  in 
Kap.  8,  §  14  behandelte,  wo  eine  analvtische  Funktion: 

™  =  f(z)  f 

einen  YerzAveigungspunkt  endlicher  Ordnung  in  z  =  a  hat.  Hier 
gelang  es  uns,  die  Bestandteile  eines  der  Funktion  zugehorigen  Werte- 
paares  (w,  z)  vermoge  zweier  eindeutiger  Funktionen  ernes  Para¬ 
meters  t  auszudriicken : 

z  =  a  +  tm,  w  =  (p  (0  • 


1)  Nach  der  Definition  von  Kap.  6,  §  5  muB  c p  ( s )  dann  im  genannten  Be 
reiche  notweudig  eindeutig  sein. 


§  8.  Uber  die  Uniformisierung  analytischer  Funktionen. 
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Duch  gait  diese  DarsteUung  nur  im  Klemcn,  also  fur  ‘'lllL‘n  ‘ 
schriinkfen  Tell  des  Definitionsbereiches  der  Funktion.  Dagegen  sin 
schon  von  der  Integralrechnung  her  gewisse  Klassen  von  Funktionen 
bekannt,  wobei  es  moglich  1st,  die  Funktion  in  ihrem  Gesamtverlaufe 
durch  eiDdeutige  Funktionen  zur  DarsteUung  zu  bringen,  —  zu  um- 
formisieren,  wie  man  sich  wohl  auszudriieken  pilegt.  Handelt  es  sich 
beispielsweise  darurn,  das  Integial. 


wo  B  eine  rationale  Funktion  bedeutet,  durch  elementare  Funktionen 
auszuwerten,  so  stellt  man  zunachst  x  und  ]/  (i“  x“  duich  rationale 
resp.  eindeutige  trigonometrische  Funktionen  eines  Parameters  t  dar: 

2 at  _  a (1  —  t 2) 

x  =  l  -f  t-  ’  y  ~~  1  +  t*  ~’ 

beziehungsweise: 

x  =  a  sin  t ,  y  =  a  cos  t . 


Im  Anschlusse  hieran  gibt  es  folgende  Yerallgemeinerungen: 

a)  Die  rationalen  Kurven.  Sei 

(1)  f(x,y)  =  0 

die  Gleichung  einer  irreduzibelen  algebraischen  Kurve,  welche  die 
Maximalzahl  von  Doppelpunkten  besitzt.  Dann  wird  in  der  algebrai¬ 
schen  Geometrie  gezeigt,  daB  sich  die  Ivoordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  derselben  mit  Hilfe  zweier  rationalen  Funktionen: 

darstellen  lassen,  derart,  daB  jeder  Wert  von  t,  inkl.  des  Punktes 
t  =  w,  einen  Punkt  ( x ,  y )  der  Kurve  liefert,  wahrend  umgekehrt 

jedem  Punkte  der  Kurve  ein  und  nur  ein  Punkt  der  erweiterten  ^-Ebene 
entspricht. 

b)  Die  algebraischen  Kdrven  vom  Geschlechte  1.  Hat  die  Kurve 
(1)  dagegen  einen  Doppelpunkt  weniger  als  jene  Maximalzahl,  so  ist 
keme  rationale  DarsteUung  mehr  moglich,  wohl  aber  eine  Darstellum- 
vermoge  doppeltperiodischer  Funktionen.  So  kaim  man  etwa  zwei 
rationale  Funktionen  zweier  Argumente  finden,  wofiir  die  Formeln: 

die  Kurve  vollstandig  darstellen.  Dabei  liefert  jeder  endliche  Wert 
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von  t  wieder  einen  Punkt  (*,  y)  der  Kurve,  aber  jetzt  entsprechen 
emeni  willkurlicben  Punkte  der  Kurve  unendlich  viele  WertS  t.  Die 
Beziebung  wird  mdessen  wieder  zu  einer  ein-eindeutigen,  weun  wir  t 
aut  em  Penodenparallelogramm  der  Funktion  p(t)  bescbranken. 


c)  Die  algebraischen  Kurven  vom  Geschlechte  p>  1.  Hat  die  Kurve  ( 1) 
nocb  weniger  Doppelpunkte  als  in  den  Fallen  a)  und  b),  so  kann 
man  sie  immer  nocb  uniform  isieren,  indem  man  sicb  jetzt  eindeutiger 
automorpber  Funktionen  bedient;  Satz  von  Poincare  und  Klein.1) 
Unter  einer  automorphen  Funktion  versteht  man  namlicb  eine  Funk- 

tion  /  (*)>  welche  eine  Gruppe  linearer  Transformationen  in  sich 
zuliiBt: 


Darunter  subsumieren  sicb  als  einfacbste  Beispiele  die  gewohnlicben 
peiiodiscben  Funktionen,  sowie  die  Funktionen  mit  multiplikativer 
Periode,  vgl.  Ivap.  10,  §  9. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zum  Beweise  des  Unifonnisierungssatzes. 


§  9.  Der  algebraische  Fall.  Uniformisierung  vermoge  auto- 
morpher  Funktionen  mit  Grenzkreis. 

A)  Von  der  Konstruktion  einer  besonderen  Riemannscben 

Flacke. 

Vorgelegt  sei  eine  irreduzible  algebraiscbe  Gleicbung 
(1)  F(w,  z)  =  0 

vom  Grade  n^>  1  in  w.  1st  n  =  1,  so  ist  w  eine  rationale  Funktion 
von  z,  und  die  Uniformisierungsfrage  ist  somit  von  vornberein  erledigt. 

Im  Falle  n>  1  zeicbne  man  die  Verzweigungspunkte  . . .  |9 
in  der  erweiterten  2-Ebene  auf,  breite  iiber  letzterer  n  Blatter  aus, 
and  schneide  diese  langs  einer  von  ausgebenden,  iiber  |2,  •  •  • 
nacb  |  fubrenden  einfachen  Kurve  G  auf.  Im  iibrigen  soil  C  aus 
einer  endlicben  Anzahl  geradliniger  Strecken  besteben.  Bei  dei  fpl- 
genden  Untersuchung  spielt  der  Punkt  z  =  oo  keine  Sondenolle. 
Wir  denken  uns  die  in  Betraclit  kommenden  Flacben  als  erweiterte 
^-Ebenen  resp.  als  Kugelfbicben. 

1)  Poincare,  Comptes  Hendus ,  Bd.  93  (1881),  S.  303;  Math.  Ann.,  Bd.  19 
(1882),  S  501.  Klein,  Math.  Ann.,  Bd.  19  (1882),  S.  566. 
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Wir  konstruieren  jetzt  eine  besondere  Art  Riemannscher  Flache 
fur  die  Fuuktion  w,  welche  im  allgemeinen  unendlich  vielblattrig 
wird.  Zu  dern  Zwecke  gehen  wir  von  einem  beliebigen  Zweige  der 
Funktion  w  aus,  dessen  Definitionsbereich  aus  einem  langs  C  auf- 
geschnittenen  Blatte  besteben  soil,  llabei  wird  dei  Hand  \on  J\ 
von  den  2q  —  2  Stiicken  gebildet,  in  welche  C  durck  die  q  Punkte 
zerlegt  wird,  jeden  Bogen  |i+1),  den  beiden  Ufern  des  Schnittes 
entsprechentl,  doppelt  gezahlt.  Wenn  in  der  Folge  von  einem  Rand- 
bogen  (£r,  £s)  die  Rede  ist,  so  wird  stets  nur  das  eine  Ufer  damit 
gemeint.  Das  Yerhalten  eines  Zweiges  der  Funktion  in  einem  Punkte 
tt  kann  ganz  versckieden  ausfallen,  jenaclidem  dieser  Punkt  als  zum 
einen  oder  zum  andern  Ufer  gekorig  betrachtet  wird. 

An  Tj  hangen  wir  ein  zweites  Blatt  T2  liings  eines  einzigen 
Randbogens  (£.,  resp.  (£(,  %i  +  l)  an.  Dabei  sei  der  erste  der 

Punkte  ,  $2,  .  .  .,  in  denen  jener  erste  Zweig  der  Funktion  tv  ver- 
zweigt  ist,  wahrend  den  Punkten  §i  +  1,  .  .  .  £t.+J_x,  falls  l  >  1  ist,  keine 
Yerzweigung  entspricht  und  erst  im  Punkte  £ .  +  {  eine  Singularitiit  des 
genannten  Zweiges  sich  wieder  einstellt.  1st  i  >  1,  so  soil  das  Blatt  T1 
liings  des  Bogens  (|A,  g4)  von  C  zu  einem  dort  unversehrten  Blatte 
wieder  hergestellt  werden.  So  entsteht  ein  zweiblattriger  Bereicb 
mit  einem  einzigen  Ramie,  welch  letzterer  mogliclierweise  noch,  wie 
folgt,  vereinfacht  werden  kann.  Sollte  niimlich  der  erste  Zweig  in 
den  Punkten  i5_i, .  .  •  l3_r  nicht  verzweigt  sein,  so  soil  Tt  auck 
liings  des  Bogens  (£3_r,  von  C  wieder  zusammengeheftet  werden. 
Lnd  ebenso  soil  mit  T2  verfahren  werden,  falls  der  entsprechende 


Zweig  in 


.  •  i*,  sowie  in  |9,  .  . 


t 


nicht  verzweigt  ist.  Dock 


soli  eine  solche  Zusammenheftung  am  anderen  Randbogen  eben  nicht 
vorgenommen  werden,  es  sei  denn,  dafi  dies  geschehen  kann,  oline 
den  Rand  zu  zerstuckeln.  So  wilre  dies  beisnielsweise  erlanbt  w0nn  fc 


luautjbonaere  vor- 
man  denke  etwa 
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an  das  Beispiel  w 3  —  z  =  0 .  Das  ist  eben  ein  besonderer  Fall,  worauf 
wir  spater  zuruckkommen  wollen.  Tritt  dieser  Fall  nicbt  ein,  so 
baben  wir  einen  KompleX'  von  fi  Blattern,  welcbe  durch  einen 
einzigen  aus  einer  geraden  Anzahl  von  Randbogen  bestebenden  Rand 
begrenzt  ist. 

W  ir  denken  uns  diesen  Komplex  in  unbegrenzt  vielen  Exem- 
plafen  vorbanden  nnd  bangen  dann  an  <Z>X  ein  zweites  Individuum 
liings  eines  einzigen  Randbogens,  worauf  dann  eventuell  nocb  ein 
Teil  des  Randes  in  der  Form  eines  Einscbnitts,  wie  vorbin  aucb  in 
abnlicben  Fallen  gescbeben  ist,  zu  entfernen  sein  wird.  Hierdurcb 
entstebt  eine  Flacbe  (Z>2,  welclie  abnlicb  bescbaffen  ist,  wie  <Z>a. 

Dieser  Scbritt  soil  nun  wiederbolt  werden,  bis  alle  Randbogen 
von  besetzt  sind.  Sodann  besetzt  man  der  Reibe  naeb  die  Rand¬ 
bogen  des  gegenwartigen  Komplexes  mit  weiteren  Exemplaren  jenes 
ersten  Komplexes,  usw.  f.  Denkbar  ware  es,  dab  der  Rand  nacb 
einer  endlichen  Anzabl  von  Scbritten  ganz  verscbwinden  sollte.  Auf 
die  Moglichkeit  dieses  Yorkommnisses  braucben  wir  indessen  nicbt 
weiter  einzugeben,  da  wir  hiermit  docb  blob  wieder  auf  einen  Son- 
derfall  gefubrt  wiirden,  welcber  sicli  durcb  ahnlicbe  Hilfsmittel,  wie 
der  vorbin  erwiibnte,  erledigen  liibt. 

Im  alloremeiuen  Falle  erwacbst  durcb  das  obige  Yerfabren  als 
Grenzflacbe  eine  unberandete  unendlicb  vielblattrige  Riemannscbe 
Flacbe  (P  mit  keinen  anderen  Singularitaten,  als  Verzweigungspunkte 
endlicher  Ordnung.  Im  folgenden  Paragrapben  wird  bewiesen,  dab 
sicb  dieselbe,  als  Kugelflacbe  aufgefabt,  ein-eindeutig  und  stetig1 *),  und 
von  Verzweigungspunkten  abgeseben,  aucb  konfortn  auf  das  Innere 
eines  Kreises  resp.  auf  die  ganze  eigentlicbe  Ebene  abbilden  labt. 


B)  Yon  der  Abbildung  der  Flache  0  auf  einen  Kreis  resp. 

auf  die  eigentlicbe  Ebene. 

Anlage  -des  Beweises.  Nacbdem  die  Greenscbe  Funktion  gn  des 
Bereicbes  0n  in  nahe  liegender  Weise  erklart  und  deren  Existenz 
nachgewiesen  ist,  stellt  sicb  folgende  Fallunterscbeidung  ein: 

I)  bei  unendlich  wacbsendem  n  konvergiert  gn  gegen  einen  Grenz- 
wert  g\ 


1)  Wir  sagen,  die  Abbildung  der  (ein-  oder  mehrblattngen)  Umgebung  des 

Punktes  z  =  oo  auf  einen  endlichen  Teil  der  *-Ebene  ist  stettg, ^wenn  <he« .to 

den  vermoge  der  Transformation  *'  =  ljz  aus  jenem  ersten  Gebxete  hei  m 
gehenden  Bereich  gilt.  Wegen  einer  ahnlxchen  Definition  bezugw  d  ^1 
formen  Abbildung  der  Umgebung  des  Punktes  z  oo  vg  .  m  <  p- 


§  9.  Der  algebraische  Fall.  Unifonnisierung  vermoge  automorpher  Funktionen.  7  lo 


II)  es  ist 


lim  <jn  =  oo. 

n  =  cc 


Im  Falle  I)  wire!  die  Flaclie  *Z>  durch  die  Funktion 

t  =  e-o-ik, 


wo  h  die  zu  g  konjugierte  Funktion  bedeutet,  auf  den  Einheitskfeis 
1 1  j  1  bezogen.  Dagegen  laBt  sicb  im  Falle  II )  aut  die  ganze 
endliebe  Ebene  abbilden.  Endlicb  entspriebt  dem  fiirs  erste  aus- 
geschlossenen  Sonderfall,  daB  der  Rand  der  unter  A)  beschriebenen 
Riemannscben  Flacbe  naedi  Aufnahme  einer  endlicben  Anzabl  yon 
Blattern  ganz  verscbAvindet,  eine  Abbildung  auf  die  erweiterte  Ebene 
resp.  auf  die  Yollkugel. 

Die  Greensche  Funktion.  Unter  der  Greenschen  Funktion  des 
Bereicbes  @n  verstebt  man  eine  Funktion  gn  von  folgender  Beschaffenheit. 

a)  Im  Innern  von  (l\t  soil  gn,  von  einem  einzigen  Punkte  0  und 
von  den  Verzweigungspunkten  abgesehen,  eindeutig  und  barmoniscb 
sein: 


und  auBerdem  soli  gn  in  den  endlicben  V erz weigun gspunkten  stetig 
sein.  In  den  Punkten  z  —  cx>,  gleichviel  ob  diese  Verzweigungspunkte 
sind  oder  nicht,  soil  gn  endlicb  bleiben;  dann  nlihert  sich  gn  in  jedem 
Bi'atte  einem  Grenzwerte,  und  soli  im  ubrigen  durch  diesen  Grenz- 
wert  im  betreffenden  Punkte  erklart  werden. 

b)  In  der  Umgebung  der  Stelle  0,  welcbe  aucli  eiu  gewoknlicker 
Punkt  der  Flache  sei  und  dem  Werte  z  =  0  entspreche,  soil 


(Jn  =  log  \  +  g i(x,y) 

sein.  wobei  co(oc,  y)  in  0  endlicb  bleibt. 

c)  Am  Rande  von  $oll  gn  versebwinden. 

Was  nun  den  Existenzbeweis  fur  diese  Funktion  anbetrifft  so 
"Z  ZUnaCh.8t  den  FaU  der  aUS  T'  und  T z  I'srvorgegangenen 

zzzzs: ?.  s?*  ~  * 

etwa  den  Randboaen  O.  *  ^  i~  i  1  ho  kaun  maL1 

(S„  S<+;)>  langs  (lessen  1\  und  T,  zusammen- 
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geheftet  wurden,  durch  einen  von  geradlinigen  Strecken  begrenzten, 
den  Kreis  (  nicht  beriibrenden  Streifen  umgeben,  wie  in  cfer  bei- 
getiigten  Figui  des  uaheren  angedeutet  ist,  und  diesen  Streifen  dann 
kings  des  einen  Ufers  jenes  Scbnittes  mit  Tlf  —  oder  vielmebr  mit 
dem  Rest  von  Tx,  nachdem  der  Kreis  C  aus  Tx  entfernt  ist,  —  ver- 
schmelzen,  wie  dies  in  §  3,  1.  Satz  im  Falle  der  Bereicke  8l  und  S2 

gesckehen  ist.  Dieser  neue  Be- 
reicli  wird  dann  mit  ver- 
sckmolzen,  und  nun  bleibt  nur 
nock  iibrig,  etwaige  Einschnitte 
auf'zuheben,  indem  man  diese 
der  Reihe  nach  auch  mit  solcken 
Streifen  iiberdeckt,  und  dann 
aknlick  wie  beim  obigen  Ver- 
schmelzungsprozesse  verfakrt. 
DaB  der  Beweis  der  soeben  zitierten  Satze  auch  fiir  den  yorlie- 
genden  Fall,  sowie  fiir  die  weiter  unten  in  Betrackt  kommenden 
Fiille  gilt,  erkennt  man  leicht.  Nur  in  einem  Punkte  ist  eine  Er- 
sanzung  notig.  Die  friiher  in  §  3,  S.  690  auftretende  Funktion  u 
wird  im  Falle  der  kier  in  Betrackt  kommenden  ein-  oder  mekrblatt- 
rigen  Bereicke  durck  Anwendung  der  kombinatorischen  Metkode  yon 
§  4  erkalten.  Im  Punkte  A,  wo  also  der  Sprung  in  den  Randwerten 

stattfmden  soil,  Aveist  der  Rand 
einen  geradlinigen  Winkel  ajif. 
Ein  demselben  entspreckender 
Kreissektor  laBt  sick  in  bekann- 
ter  Weise  auf  einen  Vollkreis 
abbilden.  Lost  man  fiir  diesen 
die  Randwertaufgabe  derart,  daB 
den  Scbenkeln  des  genanten 
Winkels  die  Randwerte  0  resp.  1 
zukommen,  so  erlialt  man  Her¬ 
mit  die  Ausgangsfunktion  fiir  das  altemierende  Verfakren.  In  der 
Umgebung  von  A  verkalt  sich  diese  Funktion  gerade  wie  jene  friihere 

Funktion 

c  arc  tang 

und  dasselbe  gilt  auch  von  alien  spateren  daraus  hervorgehenden 
Funktionen.  Im  Punkte  B  gekt  man  in  aknlicher  Weise  yor,  und  so 
kommt  denn  die  in  Aussicht  genommene  Funktion  u  zu  Stande. 
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Fur  den  Bereich  W2  ist  man  also  jetzt  in  der  Lage,  die  Rand- 
wertaufgabe  zu  losen.  Derjenige  Teil  des  Randes  von  W2't  welcher 
mit  dem  Rande  von  zusammenfallt,  werde  mit  i)/  bezeichnet. 

Sei  L:  •  z\=D,  ein  Kreis,  welcher  im  selben  Blatte  von  v/j2 ,  wie 
der  Kreis  C,  liegt,  diesen  umfaBt,  und  keinen  Punkt  von  M  im  Innern 
oder  am  Rande  enthiilt.  Urn  nun  die  Greenscke  Funktion  fiir  4Fa 
aufzustellen,  bilde  man  folgende  Funktionen. 

Die  Funktion  u2n  soli  im  Ivreise  L  mit  Ausnakme  des  Punktes  0 
harmonisch  und  am  Rande  desselben  stetig  sem.  kernel  soli 

%=1°g7  +  k»» 


wo  i2n  im  Punkte  0  endlich  bleibt.1) 

Die  Funktion  w2n  +  1  soil  in  den  gewobnlicben  Punkten  von 
harmonisck  und  in  den  Verzweigungspunkten  und  in  den  Punkten 
z  =  oc,  so  wie  am  Rande,  stetig  sein. 

Endlich  sei 

uo  =  log  ,7, 


u 


2  n+  1  I Jf' 


0, 


u 


2  n  +  1  C 


,  =  U9 


n  I 


n^>  0; 


M2nlf  ^2  n  —  1  r)  l>  0 . 


Hiermit  sind  die  Funktionen  u2n,  u2n+1  fiir  aUe  Werte  von  n 


1)  Mit  denselben  Hillsinittejn  kann  man  einen  allgemeineren  Satz  beweisen. 
Sex  F(z)  =  U- f-  Vi  eine  Funktion,  welche  in  den  Punkten  der  Kreisperipherie  C 
ausnahmslos  eindeutig  und  analytisck  ist;  innerhalb  C  kann  F{z)  beliebige  Sin- 
gulantaten  aufweisen  und  aucb  analytische  Fortsetzungen  in  andere  Zweio-e 
gestatten.  Dana  gibt  es  eine  in  kannonische  Funktion  w,  welche  langs  M  vo°r- 

geschriebene  Randwerte  annimmt  und  sich  auBerdem  innerhalb  C  so  verkalt 
wie  U,  indem  die  Differenz 

u—U 


an  der  Peripherie  von  C  harmonisch  ist  und  eine  karmonische  Fortsetzung  iiber 

wLfTi?""  T0”  *  gertaMet  Vgl  *>**•  ^e, rau  ilX 

Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  die  Falle: 


(a) 

(b) 


1 


cos  0 


F(z)  =  log*-^ 
h  z—  b' 


—  sinO 
r 


wo  a,  fe  zwei  innere  Punkte  von  C  bedeuten. 
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eindeutig  bestimmt.  Setzt  man  nun  u2n+1  und  u2n  in  der  Fqrm  an: 

Ms«+i  =  +  (%  —  Mi)  H - b  (w2w+1  —  w2n_1), 

=  M0  +  (W2  —  Uo)  + - b  (m2„  —  U2n-i)) 

so  IciBt  sich  durcb  eine  dem  Beweise  des  2.  Satzes  von  §  3  genau 
nacbgebildete  bcbiuBweise  zeigen,  daB  diese  Reiben  gleichmaBig  kon- 
vergieren,  woraus  dann  folgt,  daB  die  Grenzfunktionen 

u  =  lim  u2ri  +  1,  u"  =  lim  u2n 

n—  co  n  =  a, 

barmoniscb  siud.  Ferner  stimmen  u  und  u"  am  Rande  des  durcb  C 
und  L  begrenzten  Kreisrings  iiberein,  und  daber  stellen  sie  gegen- 
seitige  harmoniscbe  Fortsetzungen  voneinander  vor.  Durcb  die  beiden 
Funktionen  u  und  u'r  zusammengenommen  wird  nunmebr  die  in  Aus- 
sicbt  genommene  Greenscbe  Funktion  des  Bereiclis  geliefert. 

Fiir  einen  beliebigen  Bereicb  $>u  laBt  sicb  der  Existenzbeweis 
fiir  die  Greenscbe  Funktion  mit  denselben  Hilfsmitteln  fiibren. 


Konvergenz  der  Greenschen  Funktion  gn  fiir  n  =  oo .  Sei  m  eine 
beliebig  groBe  naturlicbe  Zahl,  so  wird  die  Funktion 


U„  On  -f 1  Om 


n  m , 


von  einer  bebbaren  Unstetigkeit  im  Punkte  0  abgeseben,  in  den  ge- 
wobnlicben  Punkten  von  barmoniscb,  und  in  den  Verzweigungs- 
punkten  und  den  Punkten  z  =  co,  sowie  am  Rande,  stetig  sein.  Im 
Punkte  0  werde  un  nocb  als  der  Grenzwert  von  gn+1  —  g„  erkliirt, 
wenn  der  Punkt  ( x ,  y)  dem  Punkte  0  zustrebt.  Dann  gilt  fiir  un 
der  Satz  vom  Maximum  und  Minimum.  Da  nun  fernerhin  am  Rande  M 


ist, 

von 


vvobei  das  untere  Zeicben  nicbt  durcb weg  gilt,  so  ist  im  Innern 

0  «' 

u  >  0,  und  insbesondere  0>0. 

II  ^  * 


Scbreibt  man  hiernacb  g„  in  der  Form  ber: 


On  =  Om  +  ( Ok  4- 1  Ok  )  ~  0 m  +  ^  Ut> 

k  =  m  *=m 

so  erkennt  man  aus  dem  Harnackscben  Satze,  Kap.  13,  §  4,  daB,  we^|n 
gn  in  einem  einzigen  von  0  verschiedenen  innbrn  Punkte  von 
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konvergiert,  gn  dann  im  ganzen  Bereick  <Pm  ( nach  Entfernung  des 
Punktes  0)  gleichmaBig  konvergiert. 

In  der  Umgebung  von  0  sei 


S'.  =  +  an(X>’j)>  lim  °>(x>  y)  =  0  ■ 

'  x  =  0,  J/  =  o 

Dann  wild 

«»  =  7n+i  -  rn+  +  an> 


un\o  =  rn+i-rn 

Daraus  erbellt,  a)  daB 

Yn<  Yn+ 1 

ist;  sowie  b)  daB  eine  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  fiir 
die  Konvergenz  von  gn  in  darin  bestekt,  daB  yn  bei  unbegrenzt 
wacbsendem  n  einem  Grenzwerte  zustrebt.  DemgemaB  lassen  sich 
die  vorbin  schon  erwiihnten  Falle  I)  und  II)  jetzt,  wie  folgt,  charak- 
terisieren: 

I)  lim  yn  existiert; 

n—  oo 

II)  lim  yn  =  +  oo  . 


Analysis  situs.1)  \\  ir  betrachten  dreierlei  mehrblattrige  Bereiche  S, 
worunter  keine  Doppelflachen  auftretcn,  und  zwar  sind  das 

a)  berandete  Flaehen  der  erweiterten  Ebene  mit  einer  endlichen 
Anzabl  von  Blattern  und  Verzweigungspunkten.  Dabei  soil  der  Band 
aus  einer  endlichen  Anzabl  analvtiscber  Kurven  bestehen,  welche  in- 
dessen  niclit  gescblossen  zu  sein  brauchen,  sie  konnen  auck  als  Ein- 
scbnitte  auftreten.2)  Die  Verzweigungspunkte  sind  notwendig  von 
endlicker  Ordnuno-. 

n 


Beispiele:  Die  vorstehenden  Flaehen  On)  sowie  die  zweiblattrige 
elliptische  Flacbe  mit  Verzweigungspunkten  in  z  =  +  1 ,  -f  2,  aus  deren 
emem  Blatte  die  Punkte  e,  wofiir  |s|>  3  ist,  nun  entfernt  sein  sollen; 

*  D  Die  bier  zur  Sprache  kommenden  Verhiiltnisse  sind  zum  ersten  Mnlo 
dGr  ^^dissertation,  sowie  in  den  AbhandWen  fiber 

2)  Sei  C  eine  durch  den  Punkt  z  =  no  trpi,0„(iD  v 
die  z- Ebene  einer  linearen  Transformation  "wodurch  "ntfzielie 

gelegene  Kurve  C'  iibergefuhrt  wird  Dauu’  heist  r  °  ,  nC  ™  Endlichen 
lytisch,  falls  C'  e<  ist.  •  hei6t  C  reSu’<"'  (S.  150)  resp.  ana- 
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1) )  unbei  andete  nicht  geschlossene  Flachen  mit  Verzweigungspunk- 
ten  endlicher  Ordnung.  Dabei  hangt  das  ii-te  Blatt  durch  eine  end- 
liche  Anzalil  k  von  A  erzweigungspunkten  mit  seinen  Nacbbarn  zu- 
sammen.  ktii  nnsere  Zwecke  wird  /j  fiir  alio  Werte  von  w  unter  einer 
festen  Zalil  bleiben,  doch  kbnnte  diese  Bedingung  ftiglick  aufgehoben 
werden.  Audi  kbnnte  man  Verzweigungspunkte  unendlidi  holier  Ord- 
nung  zulassen.  Wir  wollen  mdessen  an  der  engeren  Forderung  fest- 
halten.  Als  Beispiele  einer  solcken  Flache  seien  die  vorstekende 
Grenzflache  Q>,  sowie  die  einem  iiberall  endlichen  elliptischen  Integral 
entsprechende  Flache  erwiihnt* 

c)  algebraische  Fliichen,  d.  h.  geschlossene  Flachen  mit  einer 
endlichen  Anzalil  von  Bliittern  und  Verzweigungspunkten. 

Yon  einer  solchen  Flache  S  sagen  wir,  sie  hangt  einfach  zusammen, 
falls  sie,  wie  folgt,  beschaffen  ist.  Gehort  sie  zur  Klasse  a),  so  soil 
sie  durch  jeden  Querschnitt  zerfallen.  Gehort  sie  dagegen  zur  Klasse  b) 
oder  c),  so  soil  sie  durch  jeden  Rtiekkehrschnitt1)  zerlegt  werden,  und 
zwar  soli  der  eine  der  beiden  dadurck  entstekenden  Teile,  falls  sie  zur 
Klasse  b)  gehort,  stets  zur  Klasse  a)  gekoren  und  einfach  zusammen- 
hangen. 

Yermoge  der  in  Kap.  5,  §  6,  7  entwickelten  Satze  und  im  An- 
schluB  an  Neumann,  a,  a.  0.,  beweist  man  folgende  Theoreme. 

1)  Hangt  ein  Bereick  S  der  Klasse  a)  einfach  zusammen,  so 
besteht  sein  Rand  aus  einem  Stiicke.  Durch  einen  Rtiekkehrschnitt 
wird  S  dann  in  zwei  Bereiche  zerlegt,  die  beide  zur  Klasse  a)  gekoren, 
und  wo  von  der  eine  einfach  zusammenkangt  und  lediglich  von  den 
Punkten  des  Sclmittes  berandet  wird. 

2)  Sind  S2  zwei  einfach  zusammenhangende  Flachen  der 
Klasse  a),  welche  ein  Sttick  C  ilires  Randes  gemeinsam  haben,  indem 
sie  von  verschiedenen  Seiten  her  an  C  stoBen,  und  vereinigt  man  bj 
und  S2  langs  C,  aber  sonst  nirgends,  zu  einem  einzigen  Bereiche  S, 
so  hiingt  auch  S  einfach  zusammen.  t 

3)  Ein  Bereich  S  der  Klasse  a)  liiBt  sick,  falls  er  im  Endlichen 
liegt,  in  eine  endliche  Anzahl  von  Bereichen  a  (Kap.  5,  §  0)  zerlegen. 
Hat  er  dagegen  den  Punkt  g  =  oo  zum  innern  oder  Randpunkt,  und 


1)  Die  Erweiterung  der  in  Kap.  5,  §  7  gegebenen  Defimfaon  e  nes  Quer 
resp  Riickkehrschnittes  liegt  bier  auf  der  Hand.  So  besteht  z.  B.  leteto^  aus 
einer  ganz  innerhalb  der  Flacke  gelegenen  einfachen  regularen  geschlo.s 

Kurve. 
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schneidet  man  ihn  langs  eines  geeigneten  Kreises  \e  =G  m  alien 
Blattera  auf,  so  gilt  der  soeben  ausgesprochene  Satz  fur  den  nn  Knd- 
lichen  gelegenen  Teil  der  also  resultierenden  Flaclie,  wahrend  die 
ubrigen  Stucke  durcb  die  Transformation  I/m  in  Bereicbe  iiber- 

o-efiihrt  werden,  welcbe  ihrerseits  in  eine  endlicke  Anzabl  von  Be- 
reichen  a  zerfiillt  werden  konnen. 

4)  Sei  SL  ein  einfach  zusammenhangender  Bereicb  der  Klasse  a), 
dessen  Rand  im  Innem  einer  scklichten  Kreisflacbe  K  liegt,  derart, 
dab  durcb  Yerscbmelzung  von  St  und  K  eine  gescblossene  bbicbe  S 
der  Klasse  c)  entstebt.  Dann  h’angt  aucb  S  einfacb  zusammen. 

DieFliicben  des  gegenwartigenParagraphen,  sowie  aucb  dieGrenz- 
flacbe  &,  sind  offenbarBeispiele  von  einfacb  zusammenbangenden  Flacben. 

Abbildung  des  Bereiches  <Pn  auf  einen  Kreis.  Vermoge  der  Green- 
scben  Funktion  gn  des  Bereichs  &n  und  der  zu  gn  konjugierten  Funk- 
tion  h  wird  der  Bereicb  durcb  die  Funktion 

n  7i 

tn  =  e-9n-tkn 

ein-eindeutig  und  stetig,  und  im  allgemeinen  konform  auf  den  Ein- 
beitskreis  1 1  \  ^  1  abgebildet. 

Der  Beweis,  dab  der  Ort 

W  9n  =  [*  >0 

aus  einer  oder  mebreren  regularen  Kurven  bestebt,  gestaltet  sicb  niim- 
licb  genau  so,  wie  frtiher.  Daraus  setzt  man  dann  eine  auf  der  Fliicbe 
einfacbe  gescblossene  regulare  Kurve  jT  zusammen,  wodurcb  denn  S 
in  zwei  Teile  zerlegt  wird,  wovon  der  eine  all  ein  durcb  die  Punkte 
von  I  begrenzt  ist  und  einfacb  zusammenhangt.  1st  (a)  damit  nocb  nicbt 
erschopft,  so  wird  es  entweder  einen  aus  einem  Teil  von  (a)  bestelienden 
Querscbnitt  des  einen  dieser  beiden  Bereicbe  oder  aber  einen  in  einem 
der  beiden  Bereicbe  gelegenen  und  aus  einem  Teile  von  (a)  besteben- 
den  Ruckkebrscbnitt  geben.  In  jedem  dieser  Falle  scbliebt  man  nun 
auf  die  Existenz  eines  Bereicbes,  der  ganz  von  Punkten  von  (a)  be¬ 
grenzt  wird  und  den  Punkt  0  nicbt  enthalt.  In  diesem  Gebiete  mUbte 
also  durchweg  gn=  g  sein.  -  Yon  bier  aus  gilt  der  frubere  Beweis 
im  falle  eines  schlicbten  Bereicbes  ungeandert 


§  10.  Fortsetzung;  die  Abbildung  im  Falle  I. 

Em  Hilfssatz.  Der  Beweis  des  Hauptsatzes  grundet  sicb  auf 

fge“  Satz  <le>'  runktionentheorie,  den  %b  Hurwitr” 
verdanken  haben,  und  welchen  wir  nun  vorausschicken  woUen 

Osgood,  Funktionentlieorie.  I.  2  Aufi 

46 
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Sat*  von  Hurwitz.* 1 2)  In  einem  Bereiche  S  dcr  komplexen  z-Ebene 
sn  ,p  (z,  n)  fur  jeden  ganzzahligen  Wert  des  Parameters  n  eine  analy- 
hsche  Funktion  von  z,  wdche  iiberdies  am  Rande  von  S  stetig  ist.'1) 
Ferner  nioge  <p  (z,  n)  beim  Grenzubergange  n  =  oo  gleichmdfiig  konver- 
gicren,  und  cndlich  soil  die  Grenz funktion: 

(p  ($)  ==  lim  y  (z,  n ) 

11  =  00 

am  Rande  von  S  nicht  verschwinden.  Gann  stimmt  die  Anzahl  der  in 
S  befndlichen  Wurzeln  von  q>(z)  mit  derjenigen  der  Wurzeln  von  cp(z,  n) 
fiir  alle  uber  einer  bestimmten  Grenze  gelegenen  Werte  von  n:  n  >  u 
iiberein. 

An  S telle  des  schlichten  Gereichs  S  kann  <xuch  eine  mehrblattrige 
Biemannsche  Fldche  der  Klasse  a),  §  9,  treten.  Id  dcmn  ein  Punkt 
z  =  co  ein  inner er,  ein  Verzweigungs-,  oder  ein  Bandpunkt,  so  soil 
(p  (z,  n)  dort  im  ersten  Falle  analytisch,  im  zweiten  stetig,  und  im  dritten 
stetig  und  von  Nidi  verscliieden  sein. 

Um  den  Kern  der  SckluBweise  deutlich  hervortreten  zn  lassen, 
wollen  wir  den  Beweis  zuerst  bloB  fiir  den  Fall  eines  regularen  Be- 
reichs  S  (vgl.  Ivap.  2,  §  2)  fiikren,  und  dabei  auBerdem  nocli  voraus- 
setzen,  daB  auch  <p'(z,  n)  =  ccp  iz,  n)/dz  stetige  Randwerte  annimmt 
und  in  S  gleichmaBig  konvergiert.3)  Die  Anzahl  der  in  Rede  stekenden 
Wurzeln  wird  dann  nach  Kap.  1,  §  11;  3.  Satz  durcli  das  Integral: 

1  Gcp'(z)dz  _  1  /  qp '(z,  n )  dz 

2  %  i  f  cp(z)  1  eS>P '  2  n  ij  cp  (z,  n ) 

c  c 

gegeben,  wobei  die  Integration  in  positivem  Sinne  liber  den  Rand 
von  S  zu  erstrecken  ist.  Nun  liaben  wir 

<p(e,  n)  =  (p  (s)  A  £», 

<p'(*f  »)  =  <p(?)  +  L', 

wobei 

|S„I<£,  IS»'I<£ 

C 

bleibt,  sobald  nur  n  >  p  genommen  wird.  Nimmt  man  bier  £  klemer 

-  • 

1)  A.  Hurwitz,  Math.  Ann.,  Bd.  33  (18s8),  S.  248. 

2)  An  Stelle  der  besonderen  Menge  a  =  n  mit  der^  Haufungsstelle  a  ==  oo 
kann  eine  beliebige  Menge  mit  der  Haufungsstelle  a  =  a  treten,  iilmhcb  wie  m 

Kap.  7,  §  5,  6.  Satz.  . 

3)  Wir  erinnern  daran,  dab  die  gleichmabige  Konvergenz  der  Funktionen 
(p(z,n),  cp'(z,  n )  im  abgeschlossenen  Bereiche  S  gleichbedeutend  mit  der  gleic  - 
mabigen  Konvergenz  dieser  Funktionen  auf  dem  Rande  von  S  ist. 
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als  der  Minimalwert  von  am  liande  von  S,  so  wird  v(t,n)  am 

Iiande  n'icht  verschwindeu.  Aus  der  Rir  die  Randpunkte  von  >  ge 


sckriebenen  Relation : 


tp'(g,n)  (p'(g) _ y  (z)£n  —  V  (z)£n 

cp(z,ri)  cp(z)  <p(^)[y  (z)  +  tn] 


erkennen  wir  nun,  daB  die  Differenz  der  Werte  der  obigen  Integrate 
bei  o-eeisrneter  Wahl  von  u  weniger  als  1  betragt.  Da  diese  Diffeienz 
aber  ganzzahlig  ist,  so  muB  sie  eben  gleich  0  sein,  und  niermit  ist 
der  Beweis  unter  den  genannten  Yoraussetzungen  fertig. 

Treffen  jene  Annahmen  bzgl.  cp'  (z,  n )  nicbt  zu,  so  kann  man  den 
Bereick  S  immerhin  nacb  dem  Satze  von  Kap.  5,  §  3  in  Teilbereicke  Tn 
entwickeln,  um  dann  ein  geeignetes  Tk  an  Stelle  von  S  treten  zu  lassen. 

Dann  wird  cp  (z)  am  Rande  von  Tk  nicht  verschwindeu.  DaB  aber 
auch  cp\z,  n)  in  Tk  gleichmaBig  konvergiert,  beweist  man  dadurcb,  daB 
man  cp'(z,n)  im  Bereieli  Tk+1  durch  die  Cauchysche  Integralformel, 
S.  298,  darstellt. 

Der  Fall,  daB  der  Punkt  oo  im  Innern  oder  am  Rande  von  S 
liegt,  bietet  nun  keine  Sckwierigkeit. 

Endlicb  laBt  sicli  ein  Bereich  S  der  Klasse  a),  §  9,  in  eine  end- 
liche  Anzahl  schlichter  Bereiclie  und  mebrfach  iiberdeckter,  je  mit 
einem  Windungspunkte  ausgestatteter  Kreissclieiben  derart  zerlegen, 
daB  der  Satz  fur  jeden  dieser  Bereich  e  gilt. 

Beweis  des  Hauptsatzes.  Wir  nehmen  jetzt  an,  daB  Fall  I)  vor- 
liegt,  und  setzen 


iim  9n=9, 


{*,  y) 


(a,  b) 
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jugiert  sein: 


(*>  y) 


lim  h„  =  h=l-^dx  +  ^ 

n  =  <x>  J  cy  ox 


dy 


(a,  b) 


Wir  zerlegen  jetzt  nach  dem  3.  Satze,  S.  720,  in  eine  end- 
hche  Anzahl  emfach  zusammenhangender  Bereiclie,  wovon  keiner  den 
Punkt  0  im  Innern  enthalt.  In  jedem  davon  konvergiert  dann  ein 
Zweig  der  Funktion 

On  +  *K 


gleichmaBig.  Hieraus  erkennt  man,  daB  die  in  eindeutige  analy- 
tische  Funktion 

(1)  tn  =  e~gn~ihn 


gleickmaBig  gegen  eine  auch  in  &m  analytische  Grenzfunktion 

(2)  t  =  e~9~ih 

konvergiert. 

Ick  bekaupte  nun:  die  Funktion  t  nimmt  niemals  den  gleicken 
Wert  A  in  zwei  getrennten  Punkten  P  und  Q  der  Flache  <X>  an.  Im 
andern  Fall  sei  <2>w  eine  Flache,  welche  P  und  Q  im  Innern  umfaBt. 
Sollte  t  den  Wert  A  auch  am  Rande  von  <Pm  annelimen,  so  andere 
man  Oin  in  der  Nahe  solcher  Punkte  ein  wenig  ab,  damit  dieser  Ubel- 
stand  vermieden  wird.  Im  abgeanderten  Bereiche  geniigt  nun  die 
Funktion 

K  ~  A 


alien  Bedingungen  des  Hurwitzschen  Satzes.  Demnach  hat  sie  fur  ge- 
niio-end  o-roBe  Werte  von  n  dieselbe  Anzahl  von  Nullstellen  in  d>in, 

O  O 

wie  die  Funktion 

t  —  A. 


Nun  nimmt  aber  tn  einen  Wert  hochstens  einmal  an.  Hiermit  ist  man 
zu  einem  Widerspruch  gefiihrt,  und  die  Behauptung  ist  erwiesen. 

Es  hat  sich  also  ergeben,  daB  die  Grenzflache  vermoge  der 
Funktion  (2)  auf  einen  schlichten,  innerh,alb  des  Einheitskreises  |<|  <1 
gelegenen  Bereich  ein-eindeutig  nnd  stetig,  und  im  allgemeinen  kon- 
form  abgebildet  wird.  Ob  dieser  Bereich  indessen  das  ganze  Innere 
des  Kreises  ausfullt,  tritt  durch  die  vorausgehenden  Entwicklungen 
nicht  zu  Tage.  Wir  wissen  aber,  daB  er  nachtraglich  auf  einen  Yoll- 
kreis  konform  bezogen  werden  kann,  vgl.  §  1.  Daraus  erkennt  man, 
daB  die  Flache  doch  vermoge  einer  Funktion 

0  =  (pit) 
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auf  das.  Innere  des  Einheitskreises  |£|<1  ein-eindeutig  und  stetig, 
und  im  allgemeinen  konform  bezogen  werden  kann.  Dabei  geht  w 
ebenfalls  in  eine  eindeutige  Funktion  ip(t)  fiber,  welche  im  Bereiche 
|^|  <1  keine  anderen  Singularitaten  als  Pole  aufweist.  Hiermit  ist 
denn  das  vorgelegte  algebraiscbe  Gebilde  vermoge  der  bunktionen 

Z  =  <p(t),  W  =  ll>(f),  |^|  <1 

uniformisiert. 

DaB  y(t),  ip(t)  in  der  Tat  automorphe  Funktionen  sind,  d.  h.  daB 
sie  lineare  Transformationen  in  sicli  zulassen,  erbellt  darans,  daB  die 
Flache  (P  konform e  Transformationen  in  sich  gestattet,  indem  man 
eiy  Blatt,  etwa  1\,  des  ersten  Komplexes  auf  das  entsprechende 
Blatt  des  zweiten  Komplexes  projiziert.  Deni  entspricbt  eine  Trans¬ 
formation  des  Kreisinnern  auf  sich  selbst,  welche  ausnabmslos  ein- 
eindeutig  und  konform  ist.  Nach  §  1,  Ende,  kann  aber  eine  solcke 
Transformation  nur  eine  lineare  sein. 

Die  hiermit  erkaltene  Funktion  y  (t)  hat  iibrigens  den  Einheits- 
kreis  zur  natfirlichen  Greuze.  Im  andern  Falle  wfirde  man  namlich 
cp(t)  bis  an  einen  Punkt  t  =  t0  dieses  Kreises  analjtisch  fortsetzen  konnen. 
Das  wfirde  aber  zu  einem  Punkte  z0  der  Flache  (P  ffihren,  in  welchem 
die  Greensclie  Funktion  g  verschwiinde,  und  das  trifft  eben  nicht  zu. 


§  11.  Der  Koebesche  Satz. 

Dei  Fall  II )  von  §  9 :  lim  yn  =  oo ,  subsumiert  sich  unter  einem 

n  =  oo 

sehr  allgemeinen  Satze,  den  Koebe1)  bewiesen  hat.  Ivoebe  betrachtet 
eine  unendliche  Folge  von  Bereichen  &lf  ...f  welche  folgender- 
maBen  beschaffen  sind. 

a)  gehort  zur  Klasse  a),  §  9,  und  biingt  auBerdem  einfach 
zusammen. 


b)  Jeder  innere  Punkt  von  <Pn  ist  auch  als 
<Pn+i  entbalten.  . 


innerer  Punkt  in 


.  ^  —  lim  <Pn  die  Grenzflache,  d. 

n  =  oo 

Bereicb  $n  enthalt,  wahrend  andererseits 


h.  eine  blache,  welche  jeden 
ein  beliebiger  Punkt  P  von 


1)  Koebe,  Math.  Ann.,  Bd.  67  (190Q1  S  iac  tv  •  j  t,  , 

Resultate, '-eowie  die  Fallunterscheidung  von  s  9  m  r!.f, 1D  1  61  F°lge  abgeleiteten 
auch  die  Beweismethoden  sind  in,  wesentlichi  in  X  !'  !’°“  Koebe  b<*.  und 
den  Einzelheiteu  der  Ausfahrung  ™cht aber  ^b?iten  enthalte“-  I" 

der  Koebeschen  ab.  gegenwartige  Darstelluno- 


von 
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°  in  einem  bestimmten  &n  vorkommt.  Dann  kangt  <Z>  auck,  einfack 
zusammen. 

Fiir  den  Bereick  lliBt  sich  die  Existenz  der  Greenschen  Funk- 
^on  deren  Pol  in  einem  inneren  Punkte  0 :  x  =  0,  y  =  0,  von 
0l  liegt,  in  derselben  Weise  feststellen,  wie  in  dem  §  9  behandelten 
besonderen  Falle.  In  der  Nake  von  0  sei 

9n=  log  l  +  yn+con(x,  y), 

wo  con  sicb  in  0  karmonisck  verkalt  und  dort  versckwindet. 

Satz  von  Koeke.  1st  lim  yn  =  oo ,  so  la  fit  sich  O  ein-eindeutig 

n  =  oo 

und  stetig,  und  im  allgemeinen  honform  auf  die  game  endliche  Ebene 
abbilden. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  kerukt  auf  einem  Abbilduno-ssatze, 
welcken  wir  jetzt  entwickeln  wollen.  Letzterer  Satz  spielt  auck  bei 
den  Untersuchungen  von  Koebe  iiber  die  Uniformisierung  algebrai- 
scker  Gebilde  vermoge  automorpher  Funktionen  des  Sckottkyscken 
Typus  eine  wicktige  Rolle. 

§  12.  Ein  Abbildungssatz. 

Sei  S  ein  scklickter,  endlicker  oder  unendlicker,  einfack  zusammen- 
kangender  Bereick  der  2-Ebene,  0:  2  =  0  ein  innerer  Punkt  desselben, 


Fig.  157. 

und  g  die  Greenscke  Funktion  von  S,  deren  Pol  in  0  liegt.  Was 
den  Rand  von  S  anbetrifft,  so  geniigt  es  wokl  fiir  die  Anwendungen 
vorauszusetzen,  daB  er  aus  einer  endlicken  Anzakl  analytiscker  Ivurven 

bestekt.  Setzt  man 


§12.  Ein  Abbildungssatz. 
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•  (j  =  log  y  +  y  +  to1(x,  ij), 


lim  ax(x,  y)  =  0; 

x  =  0,  y  =  0 


li  =  —  0  +  co2  (x,  y ) , 

wo  h  die  zu  g  konjugierte  Funktion  bedeutet,  so  wird  S  vermoge  der 
Funktion 

l  =  =  e~9~th  =  e~Yze rwi-,<0* 

auf  den  Einheitskreis  der  £-Ebene  abgebildet.  Dabei  hat  das  V  er- 
o'rbBerunffsverbaltnis  ini  Punkte  0  den  \\  ert 

f\ 0) 

Anstatt  den  Bereich  S  auf  den  Einheitskreis  zu  beziehen,  be- 
trachtet  Koebe  die  Abbildung  von  S  auf  einen  Kreis 

t  <  Q, 

wobei  das  VergrbBerungsverhaltnis  im  Punkte  0  jetzt  den  Wert  1 
bat.  Diese  Abbildung  wird  offenbar  durch  die  Funktion 

t  =  eyf(z )  = 

geleistet,  woraus  aucli  erbellt,  daB 

(1)  q  =  ey 

ist. 

.  Endlicb  werde  die  ktirzeste  Entfernung  eines  Randpunktes  des 
Bereicbs  S  vom  Punkte  0  mit  d  bezeicbnet. 

1.  Satz.1)  Sei  A  eine  beliebige  positive  Grbfic,  und  man  betraclite 
alle  diejenigen  Bereiche  S,  wofiir  d  =  A  ist  Fiir  diese  Bereiche  geniigt 
der  zugehorige  Wert  von  q  der  Relation: 

A  <  q  <  f  A , 

ivo  f  eine,  die  Einheit  ubertreffende  numerische  Konstante  bedeutet. 

Behufs  des  Beweises  zeigen  wir,  a)  daB  ^  der  Minimalwert  Ton 
q  ist,  b  )  daB  q  eine  obere  *Grenze 


besitzt;  c)  daB 


It  - 1  w 

zW-n 


ist,  wo  f>  1  eine  numerische  Konstante  bedeutet. 


stimmt  aber  nicht  die  Abhtn^glseit' ^melbinV'T6  r”  Ea,lien  ''  fest"  be" 
-tante  ,  w,re  der  Name,  die  ^ 
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ad  a)  DaB  p  den  Wert  A 
man  als  Bereieh  S  den  Ivreis 


wirklich  annimmt,  erhellt  sofort,  indem' 
0  <  1  nimmt,  wofiir  denn  d  =  A  und 


f  W  =  eci  ~ ,  i  =  ey  =  Q 

ist. 

1st  nun  S  irgend  ein  anderer  der  bewuBten  Bereiche,  so  bilde 
man  die  Greensche  Funktion  G  des  Kreises  K:  z\<^d=h  deren 
Pol  in  0  liegt: 

>t  1 

G  =  lo * * * *s  -  =  log  —  +  r,  r=  log  a. 


Dann  ist  die  funktion  y—G  in  K  harmonisch *),  und  ferner  ist 

0  y  —  G  am  Rande  von  K, 

wobei  iibrigens  das  untere  Zeicken  nicht  durchweg  gelten  kann 
Daber  ist 

0  <C  y  —  G  im  Innern  you  K, 
woraus  nun  folgt,  daB 

lim  (g  —  G)  —  y  —  T>0 

x  =  0,  y  =  0 

ist.  Darum  ist 

e 7  <  ey,  oder  A  <  p,  w.  z.  b.  w. 


ad  b)  Sei  z  =  a,  a  =  d  =  A,  ein  Randpunkt  von  S,  und  man 
ziehe  die  zweibliittrige  Riemannscbe  Flache  heran,  deren  Blatter  bloB 
in  den  beiden  Vbrzweigungspunkten  z  =  a  und  z  =  cv>  zusammen- 
haneren,  Ygl.  Fig.  157.  Wir  denken  uns.  S  im  ersten  Blatte  dieser 
Flache  gelegen,  und  heben  aus  dem  zweiten  Blatte  derselben  den 

Kreis  \z !  <  A  fort.  Sei  G  die  Greensche  Funktion  der  resultierenden 

1  ' 

Flache,  und  sei  der  im  ersten  Blatte  gelegene  Punkt  0:  z  =  0  deren 
Pol.  In  der  Nahe  von  0  sei  ferner 

G  =  log  —  +  r  +  w  (%,  y)  > 

•  • 

wo  lim  co  (x,  y)  —  0  ist.  Dann  wird  die  Funktion  G  —  y  im  Bereiche 

x  =  0,  y  =  0  * 

1)  Diese  Funktion  liat  zwar  in  0  eine  kebbare  Singularity,  Wir  denken 

uns  aber  die  Funktion  in  diesem  Punkte  durch  ihren  Grenzwert: 

lim  (g  —  G) 

x  =  0 ,  y  =  0 

erklart.  ,  ...  ,• 

Eine  ahnlicke  Bemerkung  bezuglicb  der  Funktion  toRs,  y)  ware  voriun 

auch  am  Platze  gewesen. 


§  12.  Ein  Abbildungssatz. 
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'S  harmonisch1)  sein,  and  auBerdem  wird 

0  <  G  —  g  am  Rande  von  S, 
wobei  das  untere  Zeichen  nicht  durchweg  gilt.  Daher  ist 

0  <  G  —  g  im  Innern  von  S, 
woraus  nun  folgt,  daB 

lim  ( G  —  g)  =  T-y>0 

x  =  0,  y  =  0 

ist.  Darum  ist 

eY  <  er,  oder  q  <  e1  . 

Die  Zahl  er  liangt  aber  von  S  nicbt  ab.  Hiermit  ist  die  Existenz 
einer  oberen  Grenze  B  fur  q  festgestellt.  Diese  ist  eine  Funktion  von 
A  und  werde  mit  ^(A)  bezeichnet: 

R  =  i  W- 

Ob  die  obere  Grenze  fur  einen  bestimmten  Bereich  lvirklich  erreiclit 
wird  und  somit  zum  Maximum  wird,  bleibt  dahingestellt.2) 

ad  c)  Seien  A0  und  At  >  A0  irgend  zwei  Werte  von  A,  und  seien 

=  %{h),  Ri  =  %  (^J- 

Daun  konnen  wir  zeigen,  daB 


*1 


ist,  woraus  dann  folgt,  daB  %  (A)  =  (i?0/A0)  A  ist. 

G.bt  es  einen  dem  Werte  X0  entsprecfcnden  Bereich  S0  der 
^-Ebene,  wofur  p0  die  obere  Grenze  S0  wirklich  erreicht,  so  sei  S, 
erjenige  Bereich  der  z'-Ebene,  weleher  durch  die  Transformation 


Z  —  /  z 


aus  S„  hervorgeht.  Dann  ontspricht  S.  dem  Werte  X  „„d 
gehorige  Zahl  p  hat  den  Wert  u  lmd  d'e  Zu‘ 


Hiernach  ist  sicher 


“  £  *»■ 


/  K  <  Ti, 


1)  Man  vergleiche  die  vorstebende  Anmerkunn 

"  16r  ITereleiCh6  Koebe,  a.  a.  0.,  S.  210,  Ann.. 
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Wurde  nun  das  obere  Zeichen  gelten,  so  miiBte  es  eiuen  be-' 
stimmten  dem  Werte  l  =  entprechenden  Bereicb  Sx  der  ^'-Ebene 
geben,  wofiir 

Pl  >  -B„ 

ist.  b  iikrt  man  jetzt  Sl  vermoge  der  Transformation 


in  einen  Bereicbe  S0  der  2-Ebene  iiber,  so  wird  fiir  S0 

^  ~  >  Q  ~  Qo  =  i  Qi  ^  Rn 

sein,  und  kiermit  stoBt  man  auf  einen  Widerspruch. 

Wird  dagegen  die  obere  Grenze  R0  nickt  erreickt,  so  wird  man 
Sq  immerhin  so  annekmen  konnen,  daB 

•  ( 

Qo  ^  Ko  £ 

wird,  wo  £  eine  beliebig  kleine  vorgegebene  positive  Zakl  bedeutet. 
Dann  wird  vermoge  der  ersten  Transformation,  z'  =  z,  aus  S0 

ein  Bereick  Sx  entsteken,  wofiir 

(k  =  i  Qo  =  -^i 

ist.  Mitkin  wird 

A0 

Hier  sind  A0,  Ax,  R0,  R1  unabkangig  von  e,  folglick  muB 

^  P'o  £  K. 

Ao 

sein.  Von  kier  ab  wiederholt  sick  die  friikere  SckluBweise. 

Der  saeben  bewiesene  Satz  laBt  sick  pock,  wie  folgt,  aussprecken. 

2.  Satz.  Die  Konstanten  y  und  d  eines  JBereichs  S  sind  an  die 
Relational  gekniipft: 

i)  log  d  <i  y  log  d  -T  log  f; 


oder,  under s  geschrieben: 


§  13.  Beweis  des  Hauptsatzes. 
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§  13?  Beweis  des  Hauptsatzes. 

Die  Bereiche  S}n).  In  §  9  ist  gezeigt  worden,  daB  sich  der  Be- 
reicli  (P;/  vermoge  der  Greenschen  Funktion 


9n 


log  l  ■+  Yn  +  y), 


wo  lim  an  (x,  y)  =  0  ist,  ein-eindeutig  und  stetig,  und  im  allgemeinen 

x=  0,  j/  =  0 

konforra  auf  den  Einheitskreis  der  GEbene  abbilden  laBt.  Indem  wir 
ibn  jetzt  statt  dessen  auf  einen  Kreis  t  <C  Qn  beziehen,  derart  dab 


das  VergroBerungsverhaltnis  —  oder 
z  =  0  den  Wert  1  bat,  wild 

Qh  =  eYn- 

Legen  wir  n  einen  festen  Wert  n  =  v 
bei  und  bezeicbnen  wir  den  Kreis 

j  t  j  <  pr  =  eyy  mit  Sr, 

so  werden  zugleieb  durcb  diese  Ab- 
bildung  die  Bereiche  G>n,  n<v,  auf 
Bereiche  Sv^  (Sv^  =  Sv)  bezogen,  wel- 
che  ineinander  eingeschacbtelt  lieo-en 
Und  nun  behaupte  icb,  da/3  die 
Greensche  Function  des  Bereichs  St/n\ 
n<.v\ 

9v(n)  =  log  y  +  r,.(n)  +  ov(n)(F,  y 


vielraebr  dtjdz  —  im  Punkte 


),  lim  &(n\x,  y')  =  0, 

*'=  0 ,  y'  =  0 


t  , 


t  =  x  +iy\  r' 
dieselbe  Konstante  yW  hat,  wie  die  Greensche  Funktion  gn  des  Bereichs  <2>  : 


n(rt)  =  yn. 


In  der  Tat  werde  &,t  auf  den  Einheitskreis  $  :  w  =  1 
der  Funktion 


vermoge 


W  =  F  0),  F{  0)  =  0,  F\ 0)  =  e~yn 

abgebiklct.  Ferner  werde  <P„  auf  S,C)  mittels  der  Funktion 
t  =  G{z),  G(  0)  =  0,  G'(0)=-1 

bezogen.  Und  endlich  soli  S«  in  S?  durch  die  Funktion 
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IV  =  H{t),  H(0)  =  0,  J7'(0)  =  e-nn) 

ubergefiihrt  werden.  Dann  ist 


DemgemaB  wird 


F(z)  =  H(G(z)). 
F'(z)  =  H'(G(z))G'(z). 


Setzt  man  in  dieser  letzten  Relation  z  =  0,  so  kommt: 


e-yn  =  e-yin), 

also  ?n  =  7,/^  W-  z-  b.  W. 

Auf  Grand  dieser  Erkenntnis  nebst  dem  letzten  Satze  von  §  12 
konnen  wir  jetzt,  wie  tolgt;  weiter  scblieBen.  Einer  beliebig  groBen 
positiven  Zabl  B  entspricbt  nach  Voraussetzung  eine  natiirliche  Zabl 
m,  derart  daB 

Y  eY™  >  D 


wird.  Bezeicbnet  man  nun  mit  K  den  Kreis  der  £-Ebene:  \t\<B, 
und  nimmt  man  v>m,  so  wird  jenem  Satze  zufolge 


wo  d  die  geringste  Entfernung  eines  Randpunktes  von  $r(m)  vom 
Punkte  t  =  0  bedeutet,  und  dal  ter  ivird  jeder  Bereich  S^n\  m  ^  n  <  v, 
den  Kreis  K  im  Innern  enthalten. 

Der  Beiveis.  Nach  diesen  Vorbereitungen  gehen  wir  nunmebr 
zum  eigen tlicben  Beweise  des  Ivoebescbefi  Satzes  von  §11  tiber.  Sei 

t  =  fn  0) 

die  F unktion,  welche  <Dn  auf  den  Kreis 

Sn:  t\  £Qn=eYn 

abbildet.  Hinsicbtlich  dieser  Funktion  wollen  wir  nun  folgendes  be- 
weisen :  • 

Sei  S  ein  beliebiger  Bereich,  welcher  nebst  seinem  Bande  innerhalb 
der  Grenzfldche  #  liegt.  Dann  konvergiert  fn  (z)  gleichmafiig  in  S.  Es 
werde 

lim  fn  (z)  =  f  (js) 


gesetzt. 

Burch  die  Funktion 


t  =  f{z) 
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§  13.  Beweis  ties  Hauptsatzes. 

.  wird  die  Grenzfldche  <1>  ein-eindeutig  und  stetig,  und  im  allgememen 
konform  auf  die  gauze  eigeniliche  Ebene  abgehldet. 

Wir  bilden  uns  zunachst  die  Funktion 

„  .  F-v-m 

und  zeigen, 

a)  daB  Fn  (z)  im  Bereiche  S  gleichmaBig  konvergiert,  —  sollte  S 
den  Punkt  0  umfassen,  so  soli  dieser  ja  erst  aus  S  entfernt  werden,  — 

b)  daB  der  Wert  der  Grenzfunktion  F(z)  auBerhalb  &n  gleich- 
mafiig  gegen  0  abnimmt. 

o  o  o  • 

ad  a)  Sei  s  eine  beliebig  kleine  positive  Gr5Be  und  sei  ein 
Bereich,  welcher  S  umfaBt.  Dann  soli  bewiesen  werden,  daB  es  eine 
naturliche  Zabl  m  ^  q  gibt,  derart,  daB  im  Bereiclie  q 

Fv,{z)-F,(z)\<‘ 


bleibt,1)  sobald  nur  v,  v  ^  m  sind. 

Zu  dem  Zwecke  nehmen  wir  eine  Zalil  D  =  2/e  an  und  bestimmen 
die  dazu  gehdrige  Zabl  in,  die  im  iibrigen  q  genommen  werde. 

Sei  v  >  m  eine  beliebige  Zabl,  und  man  bilde  den  Bereick  Ov 
auf  den  Kreis  Sv  ab.  1st  n  an  die  Bedingung  geknupft:  ‘m<Cn<Cv. 
so  wird  der  Rand  GG)  yon  S™  auBerhalb  K  liegen. 

Andererseits  geht  dabei  die  Funktion  Fv  (z)  in  I  t  iiber,  und  da  nun 


i  c  ,  ,  j  ^ 

•  t  =  :)  ist,  so  wird  <  — 

sem.  A  cm 

Kebrt  man  jetzt  zum  Bereich  <Z>rt,  n  m,  zuruck,  so  ergibt  sick, 
daB  am  Rande  En  desselben 


(1) 


ist,  wobei  also  n  und  v  zwei  beliebme, 
m  gekniipfte  Zablen  sind. 

Hieraus  folgt,  daB  die  Relation 


bloB  an  die  Bedingung 


I K  W  -  Fv  (g)\Cs 

zunachst  am  Rande  von  &n,  sodann  aber  nacb  Aufgabe  2 
ganzen  Innern  von  also  aucb  insbesondere  in  S  o-ilt"' 
ist  der  in  Aussicbt  genommene  Beweis  geliefert. 


S. 623  im 
und  damit 


1)  Es  sei  ein  fiir  allemal  bemerkt,  daB  wir  uns  dip  n-.fi 
tion  in  einer  hebbaren  Singularitat  dnivVi  n  .  '  6  ^e®nitl0n  eiuer  Funk- 

Stelle  ergiinzt  denken.  °  11  lenzwert  der  Funktion  an  dieser 
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ad  b)  Lafit  man  in  (1)  v  unendlich  werden,  so  findet  man: 

(2)  •  *»£"• 

Sci  nun  z  ein  beliebiger  Punkt  von  <2>,  welcher  auBerhalb  <2>  lie^t 
Dann  ist  m  °  ' 


In  der  Tat  nehme  man  n  —  m  so  an,  daB  &m,  diesen  Punkt  im 
Innei  n  einschlieBt.  Dann  wird  F  (z')  nacb  (2)  am  Rande  desjenigen 
Teils  von  welcher  zwischen  Fw  und  Fm,  liegt,  absolut  genommen,  den 
^  ei't  2  nicbt  iibersteigen,  darum  gilt  dasselbe  aucb  im  Innern  dieses 
Bereichs,  also  insbesondere  im  Punkte  /,  w.  z.  b.  w. 

Jetzt  sind  wir  in  der  Lage  die  gleicbinaBige  Konvergenz  der 
Funktion  fn(z )  in  S  nachzuweisen.  Da  F(z)  sicber  nicht  identisch 
verscbwindet,  und  da  ferner  der  Rand  von  S  im  Innern  von  0  liegt, 
so  wird  F(z)  bochstens  in  einer  endlicben  Anzabl  von  Randpunkten 
verschwinden.  Man  kann  also  S  notigenfalls  durcb  einen  umfassenderen 
Bereich  ersetzen,  an  dessen  Rand  r  die  Funktion  F{z)  iiberhaupt 
niclit  verscbwindet.  Sei  M  der  Minimalwert  von  \F(z)\  langs  F. 
Dann  ist  M  >  0. 

Zur  gleichmaBigen  Konvergenz  von  fn(z)  in  S  geniigt  die  gleicb¬ 
maBige  Konvergenz  von  fn (z)  am  Rande: 


\fr'(z)-fv(e)\r<y>  m£v,v.  • 

Nun  ist  aber 

-  , ,  i  i  ^  _  FA‘)~FM 

“  TAZ)  —  FJZ)  FJz)  I\,(z)FJz) 

Darum  ist  langs  F: 

!  F.  (z)  —  F  (z)  r  £  , 

\fM-fM\r <  - < 3T* “ m^v’v’ 


und  biermit  ist  der  Beweis  des  ersten  Teiles  des  Satzes  erbracbt. 
DaB  die  Grenzfunktion 

einen  Wert  A  nicbt  mebr  als  einmal  in  0  annimmt,  wird  mit  Hilffe 
des  Hurwitzscben  Satzes  gerade  so  gezeigt,  wie  friiber  im  Falle  I), 
S.  724,  woraus  denn  folgt,  daB  das  Abbild  von  0  ein  scblicbter  Be¬ 
reich  T  der  FEbene  ist.  Mit  Rucksicht  auf  die  Eigenscbaft  b)  der 
Funktion  F(e)  erkennt  man  aucb,  daB  T  keinen  endlicben  Randpunkt 
baben  kann,  und  der  Beweis  ist  nun  fertig. 
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§  13.  Beweis  <les  Haupteatzes. 

Wie  am  Elide  von  §  10,  so  schlieBt  man  auch  liier  auf  den 
automorphen  Charakter  der  durch  die  Abbildung  der  Grenztlache  0 
auf  die  £-Ebene  definierten  Funktion 

nur  wird  hier  durcb  jede  Substitution  der  automorphen  Gruppe  die 
ganze  endliche  Ebene  in  sich  transformiert.  Die  dabei  moglichen 
Gruppen  umfassen  zunachst  die  zu  den  doppeltperiodischen  Funktionen 
gehorigen,  wofiir  also  ein  Fundamentalbereich  aus  einem  Perioden- 
parallelogramm  bestelit.  Hiermit  sind  sie  aber  aucli  erschcipft.  Denn 
die  Funktion  cp  (t)  kann  nicht  einfach  periodisch  sein,  da  ein  Funda¬ 
mentalbereich  der  Gruppe  im  Endlichen  liegt;  und  fernerhin  laBt  sich 
zeigen,1)  daB  alle  anderen  in  Betracht  kommenden  Gruppen  elliptische 
Substitutionen  umfassen,  woraus  dann  folgen  vviirde,  daB  die  Beziehuncr 
der  vorgelegten  Fliiche  zur  GEbene  nicht  stets  im  Kleinen  ein-ein- 
deutig  ist. 

Hieraus  erkennt  man,  daB  der  Fall  II)  von  §  9  lediglich  auf  die 
Gebilde  vom  Geschlecht  p  =  1  fiilirt.  Dazu  treten  noch,  dem  in  §  9 
ausgenommenen  Falle  entsprechend,  die  im  naclifolgenden  Paragraphen 
zu  besprechenden  Gebilde  p  =  0. 

Das  Emheitliche  an  den  E alien  I),  II j.  WFnn  die  Beweismethoden 
in  diesen  beiden  Fallen  auch  wesentlich  voneinander  verschieden  waren, 
so  kann  man  doch  die  Ergebnisse  unter  einen  einheitlichen  Gesichts- 
punkt  bringen,  indem  man  auch  im  Falle  I)  darauf  verzichtet,  die 
Flachen  <Z>;1  auf  den  Einheitskreis  abzubilden  und  sie,  so  wie  im 
Falle  II),  auf  den  Kreis  t  •<pn=e'/„  bezieht.  Sei 


*  “  fn  (*) 

die  dazu  gehorige  Funktion.  Dann  konnen  wir  sagen: 

timohl  in,  Falle  I)  als  im  Falle  II)  konvergiert  fn(,)  mil  wach- 

9<Tn  emeH  Gren™er<  m-  In  beiden  Fallen  wird  die 
G,  enzflache  ®  ein-eindeutig  And  stetig,  and  im  allgemeinen  konform  auf 

tz%J;  ft  Tri  “  *  -4 — 

btuaui  ivreise  t  <  Qn  ausgcfegt,  wird. 

_ lm  Falle  I}  Strebt  einem  ^newerte  zu,  und  dementspreekmd 

“u’  B",  *’  S,  2'22’  Koobe, 

gegeben,  welcber  der  zitierten  Resultate  entbebrt n°Ch  ®ln  anderer  Beweis 
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besteht  T  aus  deni  Kreise 

|  <  |  <  lim  Qn. 

n—  oo 

hn  Falle  II)  wird  lim  (>,=  00,  wobei  nun  T  sich  auf  die  yanze 
eigentliche  Ebene  erstreclct. 


§  14.  Nachtrag;  der  Fall  einer  geschlossenen  Flache. 

Wir  baben  von  vornberein  den  Fall  ausgenommen,  daB  der  Rand 
der  Flacbe  (oder  aucli  derjenige  einer  spateren  &n)  gaDz  eingebt 
In  dem  Falle  wiirde  man  zu  einer  geschlossenen  Flacbe  der  Klasse  c) 
gefulirt.  Und  nun  braucbt  man,  um  AnscbluB  an  den  soeben  bebandelt(Jn 
allgemeinen  Fall  zu  erreicben,  bloB  das  letzte  Blatt  von  <£  mit  einem 
Rande  zu  verseben,  indem  man  etwa  um  einen  gewobnlicben  Punkt 
z  =  a  desselben  einen  Kreis  |  z  —  a  =  c  legt,  welcber  dann  nocb  so 
eingesclirankt  wird,  daB  er  keine  Singularity  der  Flacbe  entbalt. 
Yerstebt  man  nun  unter  G>n  die  Flacbe,  die  zuriickbleibt,  wenn  man 
aus  dem  genannten  Blatte  von  &  die  Punkte  des  Kreises  |  z  —  a  |  <  c/n 
forthebt,  so  bangt  einfacb  zusaramen.  Sei 

9n  =  log  !•  +  Vn  +  lim  =  0> 

'  x=0,  y  =  0 

die  zugehorige  Greenscbe  Funktion.  Dann  laBt  sicb  die  im  vorlier- 
gehenden  entwickelte  Tlieorie  aucb  hier  anwenden.  DemgemaB  ist. 

yn<yn+ 1- 

1. 

Wiirde  nun  yn  bei  wacbsendem  n  gegen  einen  Grenzwert  kon- 
vero-ieren,  so  lieBe  sicb  die  GrenzfUicbe  0,  welcbe  bier  docb  aus  <P 
mit  Ausnabme  des  einen  Punktes  z  =  a  bestebt,  ein-eindeutig  und 
stetig  und  im  allgemeinen  konform  auf  den  Einheitskreis  der  tf-Ebene 
abbilden.  Insbesondere  miiBte  dann  z,  als  Funktion  von  t  betrachtet, 
langs  des  ganzen  Randes  jenes  Ivreises  sicb  dem  Randwert  a  stetig 
anscblieBen,  was  zu  einem  Widersprucb  liibrt. 

Hieraus  erkennen  wir,  daB  lim  yn  =  +  00  wird  und  scblieBen 

71  =  00 

somit,  daB  die  Grenzflaehe  0  vermoge  der  wie  vorbin  definierten 
Funktion  t  =  f(e)  auf  die  gauze  endlicke  rf-Ebene,  also  die  geschlossene 
Flache  0  auf  die  erweiterte  Ebene,  eineindeutig  und  stetig  und  im  all¬ 
gemeinen  konform  abgebildet  werden  kann.  Dabei  wird  a,  sowie  aucb  w 
rational  von  t  abbiingen. 
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§  14.  Nachtrag;  der  Fall  einer  geschlossenen  Flilche. 

Umgekehrt  umfaBt  dieser  Fall  aber  auch  alle  Gebilde  vom  Ge- 
schlecht  p  =  0,  wie  wir  nun  streng  beweisen  wollen. 

Begrundung  der  Klassifkation  von  §  8.  In  der  Tat  ist  die  Klassi- 
fikation  a),  b),  c)  von  §  8  eine  im  Wesen  der  Sache  begriindete,  in- 
dem  ein  und  dasselbe  algebraiscbe  Gebilde  niemals  unter  zwei  ver- 
schiedene  dieser  Rubriken  fallen  kann.  Wiirde  sieh  z.  B.  ein  solches 
Gebilde  sowohl  durcb  doppeltperiodische  Funktionen 

(1)  *  =  iv  =  t(f), 

als  aucb  durcb  automorpbe  Funktionen  mit  Grenzkreis, 


(2)  e  iv  ='<¥($), 

uniformisieren  lassen,  so  sei  z0  eine  gewohnliche  Stelle  der  dazu  ge- 
horigen  Riemannschen  Flache  F,  und  seien  t0,  g0  zwei  entsprecbende 
Werte  der  Parameter.  Durcb  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  wird  dann 
eine  Funktion  g  von  t  zunacbst  in  der  Umgebung  von  t  =  t0  definiert, 
welcbe  sicb  daselbst  analytisc-b  verbalt  und  im  Punkte  t  =  t0  den 
Wert  g  =  g 0  annimmt.  Und  nun  erkennt  man,  daB  diese  Funktion 
sicb  iiber  die  ganze  endliche  GEbene  analytisch  fortsetzen  laBt. 

Ware  dem  namlich  nicbt  so,  so  sei  \  t  —  t0 1  <  Q  ein  Kreis,  in 
welcbem  die  genannte  Funktion  sicb  analytisch  verbalt,  auf  dessen 
Rand  aber  ein  singularer  Punkt  t  =  tx  sich  befindet.  Man  lasse  t  den 
Radius  (/„,  tx)  von  t0  aus  bescbreiben.  Dann  durchlauft  z,  der  Rela¬ 
tion  (1)  zufolge,  einen  Weg  auf  F,  der  zu  einem  bestimmten  Punkte  zl 
hinfubrt.  Dementsprechend  bescbreibt  auch  g  auf  Grund  der  Glei- 
cbung  (2)  einen  M  eg,  der  zu  einem  bestimmten  Punkte  gx  binfiibrt. 
Nun  wird  aber  die  Umgebung  von  zx  auf  F  einmal  durcb  (1)  auf 
die  scblichte  Umgebung  von  tx,  daun  aber  durcb  (2)  auf  die  scblicbte 
Umgebung  von  gt  abgebildet.  Demnacb  wird  eine  Funktion  g  von  t 
durcb  (1)  und  (2)  in  der  Umgebung  von  t  =  tx  definiert,  welcbe  sicb 
dort  analytisch  verbalt  und  im  Punkte  tx  den  Wert  g,  annimmt  und 
zwar  werden  durch  diese  Funktion  alle  Wertepaare  (g,  t)  erscliopft 

die  durcb  (1)  und  (2)  einander  zugeordnet  werden  und  zugleicb  an 
die  Relationen 

bedeuten.  SiDd’  *’  *  geeignet  SewShlte  Zahlen 

Dieses  f'gebnis  Tersto6t  aber  gegen  die  Voraussetzun-  dab  iene 
fruhere  Funktion  {,  welcbe  dock  liinos  eines  Toil.  l  °’i  17 

Osgood,  Funktionontheorie.  I  2  Aufl  °  *  C  eS  >e"  uBten 
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Had  ms  mit  der  gegenwartigen  Funktion  ubereinstimmt,  im  Punkte 

1  =  eine  Singularity  liabe,  woraus  sich  denn  die  Richti^keit  der 
Behauptung  ergibt. 

Hiermit  sind  wir  also  zu  einer  ganzen  Funktion  g  von  t  gefuhrt 
worden,  welclie  dem  absoluten  Betrage  nacb  stets  unterhalb  der  Ein- 
lieit  bleibt.  Das  stebt  aber  im  Widersprucli  mit  dem  WeierstraB- 
schen  Satze,  Ivap.  7,  §  6,  10.  Satz,  resp.  mit  der  Eigenschaft  eines 
mcht  konstanten  Polynoms,  im  Punkte  ce  unendlicb  zu  werden. 

In  ahnlieher  Weise  kann  man  zeigen,  daB  ein  Gebilde  vom  Ge- 
schlechte  p  =  0  nicbt  durch  doppeltperiodiscbe  Funktionen  oder  auto- 
morphe  Funktionen  mit  Grenzkreis  uniformisiert  werden  kann,  oline 
daB  die  Beziehung  der  £-Ebene  zur  s-Flache  aufhort,  im  Kleinen  ein- 
eindeutig  zu  sein.1) 

Uber  schlichte ,  einfach  zusammenhangende  Bereiche.  Zum  ScbluB 
betonen  wir  noch  den  Umstand,  welcher  bei  der  yorstehenden  Klassi- 
fikation  den  Aussclilag  gab,  daB  nainlicli  die  schlichten,  einfach  zu- 
sammenhangenden  Bereiche  der  erweiterten  Ebene  ihrerseits  einer 
Rlassifikation  unterworfen  sind,  welche  der  obigen  genau  entsprickt, 
und  zwar  zerfallen  diese  Bereiche  in  folgende  drei  Klassen: 

a)  die  unberandete  Ebene; 

b)  die  durch  einen  Punkt  berandete  Ebene; 

c)  die  Bereiche,  deren  Rand  aus  mehr  als  einem  Punkte,  aber 
nicht  aus  mehr  als  einem  Stiicke  (Kap.  5,  §  7)  besteht. 

Auf  Grund  des  WeierstraBscken  Satzes  von  Kap.  7,  §  6,  10.  Satz, 
laBt  sich  folgender  Satz  direkt  beweisen. 

1.  Satz.  Die  allgemeinste  ein-eindeutige  Abbildung  der  ganzen  end- 
lichen  Ebene  auf  sich  selbst  Id  ft  sich  durch  eine  ganze  linear  e  Trans- 


1)  Man  konnte  beispiels weise  das  Gebilde  ic  =  z  durcb  die  doppeltperio¬ 


discbe  Funktion 


z  =  p(t),  w  =  p{t) 

uniformisieren.  Dann  wurde  die  automorphe  Gruppe  als  erzeugende  Substitu- 
tionen  auBer  den  beiden  paraboliscben  Substitutionen  . 


St :  t'  —  t  -f-  «i  >  ^2 :  t'  =  t  -f-  w2 , 


noch  die  elliptische  Substitution 


Ss:  t'  =  -t 

enthalten,  wobei  also  der  Fundamentalbereich  aus  einem  halben  Periodenparallelo- 
o-ramm  besteht.  Dem  Punkte  t  =  0  entspricht  aber  ein  Yerzweigungspunkt  z i  —  co, 
und  mithin  geniigt  diese  (Jniformisierung  den  Bedingungen  von  §  8  mcht. 
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'formation: 

tv  =  az  +  b ,  a  =j=  0, 

darsteilen.  Sie  hangt  mithin  von  vier  reellen  Konstanten  ab. 

An  diesen  Satz  in  Verbindung  mit  dem  Zusatze  von  Ivap.  7,  §  10, 
Ende,  nebst  dem  Satze  von  S.  686  schlieBt  sich  noch  der 

2.  Satz.  Der  einfach  zusammenhdngende  Bereich  a)  Id  fit  ooG,  ein 
Bereich  der  Klasse  b)  oo4,  und  endlich  ein  Bereich  der  Klasse  c)  oo3 
h  on  for  me  Transformationen  in  sich  zu. 


§  15.  Uniformisierung  einer  allgemeinen  analytischen _ 

vermoge  der  automorphen  Funktionen  mit  Hauptkreis. 

Erueiterung  des  Bee/riffs  eines  Funlitimselements.  Im  9.  Kapitel 
betrachteten  wir  als  Funktionselement  eine  Funktion  f  (z),  welche  sicli 
in  einem  schlichten  Bereiche,  insbesondere  im  Innern  eines  Kreises, 
analytisch  verhalt.  Jetzt  wollen  wir  diesen  Begriff  nach  zwei  Seiten 
hin  erweitern.  Wir  fassen  einen  beliebigen  der  beiden  Bereiche  ins 
Auge,  in  welche  die  erweiterte  Ebene  durch  einen  Kreis  resp.  eine 
Geiade  zerlegt  wird,  und  nehmen  sowobl  diesen  Bereich  als  auch  eine 
endlich-vielblattrige,  einen  einzigen  Verzweigungspunkt  enthaltende 
Wmdungsflache  zum  Definitionsbereich  von  f  (*).  Im  letzten  Falle  soli 
jedes  Blatt  den  erstgenannten  Bereich  vollstandig  iiberdecken,  und 

aufierdem  soli  der  Verzweigungspunkt  eine  beliebige  Lage  innerhalb 
jenes  Bereiches  haben. 

Zweitens  soil  f  (z)  im  Innern  des  soeben  erklarten  Definitions- 

ereichs  bis  auf  Pole  und  den  Verzweigungspunkt  analytisch  sein. 

m  etzteren  Punkte  soli  \(z)  fernerhin  entweder  stetig  sein  oder  un- 
endlich  werden. 

Darstellung  der  Function  vermoge  ihrer  Elemente.  Wir  crehen  ietzt 
von  einer  beliebigen  analytischen  Funktion  ° 

^  »  w  =  f  (z) 

aus.  1st  f  (z)  eine  rationale  Funktion  so  bnt  ;«  i 

weiterten  Ebene  nur  Pole.  Die  Uniformisierung  ist  hiermit ” 

herein  bewerkstelligt,  und  zwar  besteht  der'  Definitions] er h T 

uniformisierenden  Variabelen  —  bier  t  =  ,  __  .  ^ltl0nsbeieich  ^er 

terten  Ebene.  ai1*  cer  ganzen  erwei- 

misierenden  trialllt 
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dei  eines  beliebigen  algebraischen  Gebildes  vooi  Geschlechte  p  =  0) 
wie  *m  vorigen  Paragraphen  des  naheren  erortert  wurde.  Dies  ist 
aber  auch  zugleicb  der  allgemeinste  derartige  Fall,  und  hiermit  ist 
dieses  Vorkommnis  allgemein  erledigt. 

Hat  der  Defmitionsbereich  der  uniforinisierenden  Variabelen  hin- 
gegen  notwendig  einen,  aber  nur  einen  Randpunkt,  so  hat  mindestens 
eine  der  beiden  Funktionen 

(2)  z  ^  (p{t),  w  =  f(t) 

dort  eine  wesentliche  singulare  Stelle  erster  oder  zweiter  Art.  Sonst 
sind  beide  Funktionen,  von  Polen  abgeseken,  in  der  ganzen  erweiterten 
Ebene  analytisck.  Dieser  Fall  umfaBt  die  Exponentialfunktion  und 
die  trigonometrischen,  sowie  auch  die  doppeltperiodischen  Funktionen. 

Wir  kehren  jetzt  wieder  zum  allgemeinen  Fall  zuriick  und  schlieBen 
den  bereits  besprochenen  Fall  aus,  daB  f  (z)  eine  rationale  Funktion 
ist,  sowie  ferner  den  Fall,  daB  ein  Element  von  f  (z)  sich  so  fort- 
setzen  lafit,  daB  der  neue  Defmitionsbereich  dieser  Funktion  die  ganze 
erweiterte  Ebene  bis  auf  einen  einzigen  Punkt  ein-  oder  mehrfach 
liberdeckt  und  im  letzten  Falle  einen  einzigen  Verzweigungspunkt  um¬ 
faBt,  wahrend  die  Funktion  im  Innern  dieses  Bereichs  hochstens  Pole, 
am  Rande  aber  eine  wesentliche  singulare  Stelle  resp.  einen  zweiten 
Verzweigungspunkt  aufweist.  Hiermit  haben  wir  also  auBer  den  ein- 
deutigen  Funktionen  mit  einer  einzigen  wesentlichen  singularen  Stelle 
noch  gewisse  mehrdeutige  Funktionen  mit  zwei  Verzweigungspunkien 
endlicher  Ordnung  ausgeschlossen.  Fiir  letztere  Funktionen  wird  die 
Uniformisierung  durch  die  Transformation 

z  ~  “  =  tm,  resp.  g  —  a  =  tm 

geleistet. 

Indem  wir  an  das  Verfahren  von  Kap.  9,  §  3  ankniipfen,  gehen 
wir  yon  einem  Element  f0 )  =  foW  auB^  wie  dieser  Begriff  im  gegen- 
wartigen  Paragraphen  auseinandergesetzt  ist,  und  numerieren  die  inneren 
rationalen  Punkte  der  verschiedenen  Blatter  des  zugehorigen  Defim- 
tionsbereichs  T0  desselben: 

(3)  %,%>•••• 

Dabei  wird  der  Verzweigungspunkt  nicht  mit  aufgenommen,  und  auch 
alle  Punkte  an  =  0  sollen  fortgelassen  werden. 

Jedem  der  Punkte  an  sollen  nun  zwei  Bereiche,  wie  folgt  zu- 
geordnet  werden.  Der  erste  besteht  aus  dem  groBteu  Kreise  \s  — 
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•in  welcbem  sich  ein  in  der  Niihe  von  «.  mil  f,(g)  fiberemstimmendes 
Element'  ?,._&)  definieren  laBt.  DaB  ein  soleher  Kreis  auch  wirk- 
lieh  vorliegt,  folgt  daraus,  daB  der  sonst  eintretende  Fall  eines  un- 
endlichen  Definitionsbereicbs  bereits  vorweggenommen  ist. 

Der  zweite  Bereich  wird  erhalten,  indem  man  die  Kreise 

z  —  cin  . 

- - 5  <  r 

i  2 

in  Betracht  ziekt  und  eine  aknlicke  Uberlegung  anstellt.  Diese  Kreise 
bilden  namlich  eine  Scbar  ii)  im  Sinne  von  Kap.  6,  §  1 7,  wofiir 


?i  =  «„,  e2  =  0 

ist.  Fiir  kleine  Werte  von  r  wird  sick  kierdurck  sicker  ein  Element 
ergeben,  welckes  dem  zugekorigen  Kreise  entsprickt  und  in  der  Nalie 
von  an  mit  /  0(V)  zusammenfallt.  Und  nun  laBt  man  r  stetig  wacksen. 
Mit  Riicksicht  auf  die  vorweggenommenen  Falle  erkennt  man,  daB  r 
endlick  bleibt,  und  die  dabei  sich  einstellende  obere  Grenze  von  r 
liefert  eben  den  gesuckten  Wert.  Das  entspreckende  Funktionselement 
keiBe  f2n{z)-  In  beiden  Fallen  kann  der  betreffende  Bereick  sowokl 
ein-  als  mekrblattrig  sein. 

So  erkalt  man  eine  abziiklbare  Menge  von  Elementen 

AO),  AO),  •  •  • 

nebst  den  dazugekorigen  Bereicken.  Wir  verfakren  jetzt  der  Reike 
nack  mit  jedem  Element  dieser  Menge,  wie  ursprtinglick  mit  dem 
Element  AO),  un(I  erhalten  zunackst  eine  doppelt  unendlicke  Menge 
von  Elementen  und  Bereicken,  welcke  dann  nacktraglich  in  eine  ein- 
fack  unendlicke  Reike  umgeordnet  werde: 


t  1,1  0),  /  1,2  0),  /  l,s 


In  der  ersteren  Menge  kamen  gewisse  Elemente  mekrfack  vor.  Solcke 
mogen  je  nur  einmal  in  die  letzte  Reike  aufgenommen  werden. 

Mit  jedem  dieser  Elemente  werde  nun  das  Verfakren  wiederkolt. 
So  ergibt  sick  eine  zweite  ‘abziiklbare  Menge  von  Elementen 


»  _ 

A,lO),  A  ,  2  0) ,  /  2,3  0) ,  •  •  • 

nebst  den  dazu  gelmrigen  Bereicben  2’,„.  Das  Endresultat  ist  eine 
doppelt  iinendhcbe  Menge  von  Elementen  nebst  den  dazu  gehorioe,, 
Bereicben  Tm<„  deren  m-te  Reihe,  wie  folgt,  lautet: 

f  m,  1  0)  ,  f  »»,  2  0)  ,  •  •  •  ■ 
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Und  nun  bleibt  es  nur  noch  iibrig,  diese  letzte  Menge  in  eine  ein- 
fache  Reihe  zu  verwandeln: 

fM>  /*(*),  •  • 

wobei  kein  Element  mehr  als  einmal  aufgenommen  werde. 

Fiii  die  Funktion  (1)  und  die  Reilie  (4)  gilt  das  Theorem  von 
Ivap.  9,  §  4  unter  leicht  ersichtlicher  Modifikation  der  Formulierung 
desselben.  Das  wesentlicke  an  der  Erweiterung  dieses  Satzes  besteht 
darin,  a)  daB  jetzt  Verzweigungspunkte  und  Pole  in  die  Funktions- 
elemente  aufgenommen  sind;  b)  daB  der  Punkt  z  =  cc  keine  Aus- 
nahmerolle  mehr  spielt. 

Herstellung  der  Riemannschen  Flache  <bn.  Vermoge  der  Reihe  (4) 
konnen  wir  nunmehr  die  Aufgabe  in  Angriff  nehmen,  die  Funktion  (1) 
zu  uniformisiereu.  Zu  dem  Zwecke  konstruieren  wir  zunachst  eine 
Reihe  Riemannscher  Flachen,  d>1,  .  .  . ,  wie  folgt.  Als  nehmen 

wir  den  zum  Element  gehorigen  Definitionsbereich  Tv  Jetzt 

gehen  wir  zum  zweiten  Element  f2(z)  liber.  Hier  liegen  verschiedene 
Moglichkeiten  vor. 

Wenn  in  der  Folge  davon  die  Rede  ist,  daB  ein  Bereich  T  in 
einem  anderen  Definitionsbereich  liegt  resp.  fiber  einen  solchen  greift, 
werden  wir  stets  darunter  verstehen;  daB  auch  die  zugehorigen  Funk¬ 
tionen  in  den  gemeinsamen  Punkten  dieser  Bereiche  miteinander  fiber- 
einstimmen. 

Der  nachstehenden  Klassifikation  liegt  eine  Fallunterscheidung  zu 
Grunde,  wonach  der  Rand  von  den  Rand  von  T2  nicht  fiber- 
schneidet  oder  das  Gegenteil  statt  hat.  Liegt  namlich  der  Rand  von 
T2  in  Tlf  so  daB  also  Tx  und  T2  im  Sinne  der  soeben  vorausge- 
schickten  Vereinbarung  fibereinander  greifen7  so  sind  zwei  Falle  zu 
verzeichnen,  und  zwar  sind  das  a)  und  der  zweite  unter  b)  betrachtete 
Fall.  Befindet  sicli  dagegen  der  Rand  von  T2  auBerhalb  Tl}  so  wird 
man  zu  b)  und  d)  geftthrt.  tiberschneiden  sich  endlich  die  genannten 
Rander,  so  stellt  sich  c)  ein. 

a)  Der  Definitionsbereich  T2  von  f2(z)  ist  ganz  in  1\  enthalten. 
Dann  gehen  wir  gleicli  weiter,  bis  wir  zu  einem  Bereiche  Tm  kommen, 
woffir  dies  nicht  gilt.  Ist  insbesondere  der  Definitionsbereich  Tn  eines 
jeden  fn(z)  in  Ty  enthalten7  so  reduzieren  sich  alle  weiteren  Bereiche 
auf  den  ersten,  und  es  bleibt  nur  noch  fibrig,  <I\  =  T,  auf  den  Ein- 
heitskreis  1 1  \  <  1  abzubilden. 

b)  T,  umfaBt  J\.  Wir  wollen  dann  T2  als  den  Bereich  <J>2 
nehmen:  02  = 
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Hiermit  sind  aber  auch  alle  Falle  erschoplt,  in  welchen  lx  mid 
T,  iibereinander  greifen,  olme  daB  ibre  Rander  sich  iiberschneiden.  In 
derTat  gibt  es  noch  einen  denkbaren  derartigen  Fall,  indem  2\  etwa 
aus  dem& ein-  oder  mehrfach  iiberdeckten  Innern  des  Kreises  \z  =  R 
besteht.  wahrend  T2  vom  AuBern  des  Kreises  z  =  R,  R  <R,  ge' 
bildet  wird.  Doch  ist  dieser  FaU  deshalb  unmoglich,  weil  jede  der 
Funktionen  fn  (z)  in  mindestens  einem  Randpunkte  ihres  Bereiches  ln 
einen  Verzweigungspunkt  resp.  eine  lioliere  Singularity  als  einen 
Pol  hat.  Und  ebensowenig  konnen  sich  die  Rander  von  2  \  und  I2 
unter  ahnlichen  Voraussetzungen  beriihren,  da  dies  ja  auf  einen  der 


vorweggenommenen  Falle  fiihren  wiirde. 

*  c)  Die  Rander  von  Tx  und  T2  schneiden  sich  gegenseitig.  Dann 
wird  To  durch  den  Rand  von  2\  in  zwei  Gebiete  zerlegt,  wovon  das 
eine  in  2\  liegt  und  weiter  nicht  in  Betracht  komint.  Durch  den  anderen 
Teil  von  2\  wird  Tx  zu  einem  einfach  zusammenluingenden  Bereiche  <P2 
ergiinzt,  welcher  zu  der  in  §  9  definierten  Klasse  a)  gehort,  und  dessen 
Rand  im  iibrigen  aus  Ivreisbogen  und  geradlinigen  Strecken  besteht. 

d)  Die  Bereiche  Tx  und  T2  haben  keinen  innern  Punkt  gemein- 
sam,  in  dessen  Umgebung  fx  (z)  mit  f2  (z)  iibereinstimmt.  Sei  L  ein 
von  einem  Punkte  z0  aus  beschriebener  Weg,  Kings  dessen  f\  (z)  in  f.2  (z) 
analytisch  fortgesetzt  werden  kann.  Dann  liiBt  sich  L  durch  eine  end- 
liche  Anzahl  der  zu  den  Elementen  fn  (z)  gehorigen  Definitionsbe- 
reiche  Tn  iiberdecken,  derart  daB  die  entsprechenden  Funktionen 
fn fe)}  /%(#,)>  •  •  v  fnk(z)  =  die  bewuBte  Fortsetzung  bewerkstelligen. 
Wir  seheu  vom  Falle  ab,  daB  ein  Bereich  Tn  einen  vorausgehenden 
Bereich  2  urnfaBt,  indem  wir  da  T  von  vornherein  unterdriicken 

Der  Bereich  wird  nun,  wie  folgt,  hergestellt.  Der  Bereich  Tn 
greift  iiber  2X  gerade  so,  wie  T2  im  bereits  besprochenen  Falle  b) 
resp.  c)  liber  2\  greift.  Demnach  ergibt  sich  zunachst  ein  einfach 
zu sam m enhan gender  Bereich  welcher  ebenso  wie  jener  fruhere  Be¬ 
reich  (P2  definiert  wird.  Sei  zx  der  erste  Punkt  von  A,  in  welchem  L 
den  Rand  von  SL  trifft,  d.  h.  der  Bogen  (z0,  zx)  von  L  soli  keinen 
weiteren  Randpunkt  von  Sx  ‘enthalten. 

.  Wir  gehen  jetzt  zur  Funktion  f„t(z).  Da  sind  nun  zwei  Falle 
denkbar:  i)  der  Rand  von  Sx  liegt  nirgends  auBerhalb  T„  ,  ohne  daB  S 
mT>h  lieSt;1)  ll)  Jener  Rand  schneidet  den  Rand  von  Tn  .  Im  ersten 


X)  ,0b  r]ieser  Fail  scbon  an  dieser  Stelle  wirklich  eintreten  kan 

doch  einatellen  u„d  wird  dann,  w" ^  ^geben  Shtd“oU  V 
I1  alle  sehen  wir  hinfort  ab.  K  ’  uenaudelt.  \ 


braucht 
er  sich 
diesem 
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Falle  ware  f  (z)  eiue  algebraische  Funktion  vom  Geschlechte  p  _  0 . 

S1ck  aus  dem  4  Satz  von  §  9,  Ende,  nebst  den  EntwickWgen  von 

§  l.  ,  S0f°rt  erK,bt'  Im  zweite“  F"H  sei  C  derjenige  Randbogen  von  S 
we  eher  enthalt  und  einen  Querschnitt  von  T„  bildet  Durch  C 
wird  T„,  dann  in  zwei  Teile  zerlegt,  woven  der  eine  die  in  der  Mbe 
von  befindlichen  und  zugleich  zn  Sx  gehorigen  Punkte  von  L  urn- 

irB.t  und  weiter  mcht  ln  Betracht  kommt.  Aus  Sx  und  dem  iibrigen 
Teil  von  setzt  sich  nun  auf  Grund  des  2.  Satzes  von  §  9,  Ende 
em  emfacb  zusammenbangender  Bereicb  S2  zusammen,  welcber  nacb- 
eventueller  Aufbebung  gewisser  Einscbnitte  zu  der  in  §  9  definierten 
Klasse  a)  von  Bereicben  gebort  und  im  iibrigen  von  lauter  Kreisbogen 
und  geradlinigen  Strecken  begrenzt  wird.  Idierzu  ist  indessen  nocli 
folgende  Modifikation  zu  erwahuen.  Sollte  sich  namlicb  C,  immer 
noeb  in  Tn^  verbleibend,  so  fortsetzen  lassen,  dab  eine  analytische 
Fortsetzung  der  genannten  Art  fiber  die  verlangerte  Kurve  hinaus 
moglicb  wird,  so  soli  man  unter  C  die  also  erganzte  Kurve  versteben. 

Es  sei  noeb  ausdrficklieb  hervorgehoben,  dab  Sx  und  der  ge- 
nannte  Teil  von  Tn^  nur  langs  des  einen  Randbogens  C  ineinander 
ubergeben  sollen.  Langs  anderer  Randbogen  kanu  fn  (z)  sebr  wobl 
aucb  eine  Fortsetzung  gestatten.  Wfirden  die  Bereicbe  aber  noeb 
langs  eines  zweiten  Randbogens  miteinander  verschmolzen,  so  wtirde 
der  Rand  zerfallen  und  damit  der  eiufacbe  Zusammenbang  eingeben. 

Das  Yerfahren  wird  nun  wiederbolt,  bis  wir  seblieblieb  bei  J2 
angelangt  sind.  Der  zuletzt  erbaltene  Bereicb  ist  das  zweite  Glied  <p., 
in  der  im  Entstehen  begriffenen  Folge  von  Bereicben. 

Es  kann  nun  vorkommen,  dab  alle  weiteren  Definitionsbereicbe 
T  in  <P9  enthalten  sind.  In  dem  Falle  schliebt  die  Reibe  der 
mit  CP2.  Sonst  sei  fm  (z)  die  erste  Funktion  der  Folge  (4),  welcbe 
sich  am  obigen  Prozesse  noeb  niclit  beteiligt  bat.  Dann  konstruiert  man 
in  aknlicker  Weise,  wie  soeben,  einen  einfack  zusammenhangenden 
Bereicb  welcber  sowobl  als  Tm  umf'abt,  und  welcber  auber- 
dem  zu  der  in  §  9  definierten  Klasse  a)  gebort.  Im  iibrigen  ist 
aucb  von  lauter  Kreisbogen  und  geradlinigen  Strecken  berandet. 

Jetzt  ist  klar,  wie  man  weiter  vorzugeken  bat.  So  ergibt  sich 
schlieblich  eine  endliebe  oder  unendlicbe  lolge  von  Bereicben 

Tt,  <&2,  •  •  •, 

welche  folgendermaben  beschaffen  sind1): 

1)  Wir  scbalten  hier  noch  die  Bemerkung  ein,  dab  ein  und  deiselbe  Be 
reich  T„  sebr  wobl  an  mehreren  Stellen  einer  Flaehe  <Pk  wiederbolt  werden 
kann.  Es  liegt  dies  eben  daran,  dab  stets  einfacb  zusammenbangen  so 
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1)  die  inneren  Punkte  von  0>„  sind  auck  innere  Punkte  von 

+  15 

9s)  (T)  o-ekort  zu  der  in  8  0  definierten  Kiasse  a)  von  Bereichen, 

“V  n  o  ° 

und  hangt  auBerdem  einfack  zusammen; 

3)  der  Rand  von  <Pn  bestekt  aus  lauter  Kreisbogen  nnd  gerad- 
linigen  Strecken. 


Abbildung  der  Grew  ft  ache  <J>.  Brecken  die  Flack  en  der  vorsteken- 
den  Folo'e  mit  einer  endlicken  Anzakl  ab,  so  brauckt  man  nur  die 
letzte  derselben  auf  den  Einkeitskreis  abzubilden,  um  die  gewiinsckte 
Uniformisierung  zu  erzielen. 

•  Sind  diese  Flachen  dagegen  in  unbegrenzter  Anzakl  vorkanden, 
so  erkennt  man,  daB  sie  im  wesentlichen  alien  Bedingungen  der 
frukeren  Folgen  in  den  beiden  Fallen  I),  II)  geniigen.  DemgemiiB 
lfiBt  sick  die  Grenzflacke  <Z>  ein  eindeutig  und  stetig,  und  im  allge- 


gemeinen  konform  auf  den  Einkeitskreis  resp.  auf  die  gauze  eigent- 
licke  Ebene  abbilden. 

Hiermit  ist  nun  die  Uniformisierung  in  alien  Fallen  bewerkstelligt. 
Im  Falle  I)  wird  die  Grenzflacke  &  im  allgemeinen  durck  das  mekr- 
lacke  Auftreten  eines  Bereicks  eine  kongruente  Transformation  in 
sich  gestatten.  Dem  entsprickt  dann,  gerade  wie  im  Falle  einer  al- 
gebraiscken  Funktion,  eine  Transformation  des  Innern  des  Einheits- 
kreises  |6|  <  1  in  sick,  und  kiernack  laBt  die  Funktion  z  =  tp(t)  eine 
lineare  Transformation  vom  bewuBten  Tvpus  in  sick  zu.  Wir  miissen 
mdes  den  besonderen  tail  zulassen,  daB  die  automorpke  Gruppe  sick 
auf  die  identische  Substitution  reduziert. 

9 

1st  z  =  ti>(r)  eine  zweite  automorpke  Funktion,  welche  die  vor- 
gelegte  Funktion  in  der  genannten  Weise  uniformisiert,  so  sind  t  und  r 
auf  Grund  des  Satzes  von  §  2,  S.  686  linear  miteinander  verkniipft, 
und  es  ist  (T )  =  cp  • 


Im  ubngen  wird  der  Hauptkreis  hier  nickt  stets  ein  Grenzkreis 
tur  die  I  unktion  z  =  <p(f)tse in,  es  kann  sogar  vorkommen,  daB  kein 

Kandpunkt  desselben  erne  singulare  SteUe  der  Funktion  z=w(t)  ab 
gibt.  Beispiel:  ab" 


z  =  t,  w  =  Q(t), 


wo  Q(z)  die  in  Kap.  9,  §  5  definierte  Funktion  ist. 


Die  Funktion  (p(t) 


Andererseits  verdankt  die  Grenzflache 
formationen  in  sich,  vgl.  unten. 


<!>  gerade  diesem  Vorkommnis  ihre  Trans- 
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kann  aucli  cm  Tell  einer  mehrdeutigen  moiiogenen  analytischen  Punk-  • 
tion  sein. 

Fiir  das  Funktionenpaar  cp(t )t  f(t): 

z=y{t),  w  =  ip(t), 

ist  aber  der  Einheitskreis  wohl  ein  Grenzkreis,  da  jeder  Punkt  des- 
selben  mindestens  fiir  eine  dieser  Funktionen  eine  singulare  Stelle  ist. 

Im  Falle  II)  konnen  sich  jetzt,  im  Gegensatz  zum  algebraischen 
Falle,  einfach  periodische  Funktionen  einstellen. 

Fassen  wir  das  Ergebnis  noch  in  einen  Satz  zusammen: 

Theorem.  Fine  beliebige  analytische  Funktion 

iv  =  f{z) 

liifit  sich  (lurch  zicei  in  einem  bestimmten  Bereich  T  bis  auf  Pole  ana¬ 
lytische  Funktionen 

z  =  (p(t),  w  =  ip  ( t ) 

uniformisieren,  dergestalt,  daft  im  Kleinen  eine  ein-eindeutige  Beziehung 
zivisehen  den  Punkten  der  Umgebung  einer  willkurlichen  Stelle  t  =  t0 
von  T  und  den  Punkten  (w,  z)  eines  entsprechenden  Teiles  des  analy¬ 
tischen  Gebildes  stattfndet,  ivdlirend  umgekehrt  jeder  Stelle  (w0,  z0)  des 
analytischen  Gebildes  mindestens  ein  Punkt  tQ  von  T  cntspricht.  Dabei 
besteht  T  entweder 

a)  aus  der  gartzen  erweiterten  Fbene;  oder 

b)  aus  der  ganzen  eigentlichen  Fbene;  oder  endlich 

c)  aus  dem  Innern  des  E inhci tskrei ses  t  \  <  1 . 

Bn  Falle  a)  liegt  ein  algebraisches  Gebilde  vom  Geschlechte  p  =  0 
vor.  Bn  Falle  b)  ist  der  Punkt  t  =  oo  mindestens  fiir  eine  der  beiden 
Funktionen  cp  (t),  ip  (t)  eine  wesentliche  singulare  Stelle.  Bn  Falle  c) 
ist  jeder  Punkt  des  Finheiiskreises  mindestens  fiir  eine  dieser  Funktionen 
eine  singulare  Stelle.  Bn  iibngen  schlieften  sich  die  drei  P  title  gegen- 

seitig  aus.  » 

Endlich  ivird  die  Anzahl  der  in  den  uniformisierenden  Funktionen 

enthaltenen  willkurlichen  Konstanten  durch  clen  letzten  Satz  von  §  IF 

gegebcn. 

Will  man  andererseits  von  der  Bedingung  der  umkehrbaren  Ein- 
deutigkeit  im  Kleinen  absehen,  indem  man  der  zu  z  —  cp(t)  gekorigen 
Umkehrfunktion  t=a(z)  gestattet,  in  gewohnlichen  Punkten  der 
^-Flache  Verzweigungspunkte  zu  liaben,  so  kann  man  sich  in  alien 


§  1(3.  Mebrdeutige  Funktionen  mit  vorgegebenem  Definitionsbereiche.  74  < 


•  drei  Fallen  automorpher  Funktionen  mit  Hauptkreis  bedienen.  Im 
Falle  aj  wird  man  etwa  die  gauze  erweiterte  Ebene  vermoge  der  Dreiecks- 

funktionen  mit  nicht  versckwindenden  Winkeln,  z.  B.  au^ 

das  Innere  des  Einbeitskreises  (1,  oo)-deutig  abbilden;  vgl.  Schwarz, 
Werhe,  Bd.  2,  S.  240,  sowie  Picard,  Trait e  d’ analyse,  Bd.  3,  Kap.  13. 

Im  Falle  b)  laBt  sich  die  ganze  endliche  Ebene  in  almlicher 
Weise  behandeln,  indem  man  die  Kreisbogendreiecke  mit  den  Winkeln 

("2  M  ,  0)  benutzt;  vgl.  Klein -Fri eke,  Elliptische  Modulfunktionen, 


Bd.  1,  S.  208.1) 

Es  sei  noch  erwahnt,  daB  die  hier  auseinander  gesetzte  Method  e 
sowohl  im  algebraischen  als  auch  im  allgemeinen  analytischen  Falle 
sich  direkt  auf  den  von  Koebe  behandelten  Fall  symmetrischer  Rie- 
mannscher  Fliichen  anwenden  laBt,  indem  man  eine  derartige  Flacke 
langs  des  bewuBten  Teiles  der  reellen  Achse  aufschneidet,  um  dann 
die  neue  Flaclie  resp.  ein  Stuck  davon,  nach  jener  Methode  auf  die 
t-  Ebene  abzubilden. 

Eine  Behandlung  des  Uniformisierungsproblems  mittels  auto¬ 
morpher  Funktionen  des  Schottky schen  Typus  wird  demnachst  in 


den  Annals  of  Mathematics  vom  Verfasser  verolfentlicht. 


§  16.  Mehrdeutige  Funktionen  mit  vorgegebenem  Definitionsbereiche. 

.  Mlt  den  hiermit  gewonnenen  Resultaten  haben  wir  indessen  die 
Methode  des  voraufgehenden  Paragraphen  noch  keineswegs  erschopft. 
Es  laBt  sich  beispielsweise  folgender  Satz  in  voller  ABgemeinheit  be- 

grunden,  dessen  Beweis  wir  bisher  nur  fur  besondere  Funktionen  er- 
bracht  haben. 

1.  Satz.  Jeder  analytischen  Funktion 


et  =  /  W 

evtspricht  eine  Siemannsche  Flaclie,  deren  Punlde  den  Funklen  (w  e) 
dee  analytischen  Gebildes  eiy-emdeutig  zugeordnet  sind.  ’  ’ 

t  f.  Zuf  K;nst;’uktion  der  F“e  bedienen  wir  uns  der  in  8  15  (4N 
dehmerten  Funkfaonenfolge  „nd  fuhren  eine  Reihe  von  Berek^  ^ 

wie  folgt^ein.  Wir  gehen  gerade  so  zu  Werke,  wie  frfiher  bei  der 
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Herstellung  der  Bereiche  nur  haben  wir  damals  beim  Anhangen  . 
ernes  Teiles  ernes  Tm  ausdriicklich  verlangt,  daB  dies  nur  Ws  eines 
emzigen  Bogens  gesebeben  soil.  Jetzt  wird  diese  Forderung  aufge- 
boben.  Der  bewuBte  Teil  des  Bereicbes  Tm  greift  namlicb  hochstens  in 
einer  endlicben  Anzabl  von  Gebieten  fiber  den  vorbergebenden  Bereicb 
dei art,  daB  in  einem  jeden  dieser  Gebiete  die  beziiglicben  Bestimmungen 
der  Funktion  f(z)  zusammenfallen,  wabrend  das  Gebiet  selbst  ent- 
v  eder  sclilicht  oder  endlicb  vielblattrig  nut  einem  Verzweigungspunkt 
ist  und  von  einer  endlicben  Anzabl  von  Kreisbogen  und  geradlinigen 
Strecken  begrenzt  wird.  Im  gegenwartigen  Bereicbe  &n'  soil  jedes 
solcbe  Gebiet  nur  einmal  auftreten.  Hierdurcb  gebt  zwar  der  ein- 
facbe  Zusainmenbang  von  Orj  ein,  dafur  gewinnt  man  aber  die  ge- 
nannte  umkehrbare  Eindeutigkeit  der  Beziehung  der  Fliicbe  zu  den 
Punkten  (tv,  z)  des  vorgelegten  Gebildes. 

Die  hierdurcb  resultierende  Grenzflache 

<!>'  =  lim  <£>n' 

n  =  qc 

resp.  die  letzte  Fliicbe  falls  diese  Flacben  mit  einer  endlicben 

Anzabl  abbrecben  —  oder  aucli  eine  der  S.  740  ausgescblossenen  Fla¬ 
cben,  —  ist  die  in  Aussickt  genommene  Riemannsche  Fliicbe  der 
Funktion  f(z). 

Im  iibrigen  sei  nocb  erwiihnt,  daB  auch  ein  Fundamentalbereick 
fur  die  zum  Funktionenpaare  cp(t),  xp(t)  gehorige  automorpbe  Gruppe 
dadurch  konstruiert  werden  kann,  daB  wir  die  bei  der  soeben  erkliirt(?n 
sckrittweisen  Herstellung  der  letztbetracbteten  Riemannscken  Fliicbe 
sukzessiv  angegliederten  Gebiete  verm oge*  der  Funktion  z  =  g)(t)  auf 
die  ^-Ebene  abbilden. 

Die  Umkebrung  des  vorstebenden  Satzes  liiBt  sicb  nun  aucb  be- 
weisen.  In  Kap.  11,  §  13  haben  wir  den  WeierstraBscben  Satz 
kennen  gelernt,  daB  es  zu  jedem  scblicbten  Bereiche  eine  eindeutige 
Funktion  gibt,  welcbe  sicb  in  jedem  inneren  Punkte  des  Bereicbes 
analytisch  verhalt  und  in  jedem  Grenzpunkte  eine  Singularitat  auf- 
weist.  Als  Verallgemeinerung  dieses  Satzes  gilt  der  folgende 

2.  Satz.  Jeder  vorgelegten,  aus  einem  Stiicle  besiehenden  Biemann*- 
schen  Blache  F  entspricht  eine  analytische  Function,  welche  eindeutig 
auf  der  B'ldche  ist  und,  hbchstens  von  Bolen  abyesehen,  sick  in  jedem 
gewdhnlichen  B unite  analytisch  verhalt.  In  den  VerzweigungspunMen 
endlicher  Ordnung  bleibt  sie  stetig  oder  aber  sie  wird  dort  unendlich. 
Aufierdem  nimmt  sie  in  iibereinander  gelegenen  Bldttern  niemals  iden- 
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*  tisch  gjeiche  Werie  an,  und  endlich  la  fit  sie  sick  nicht  iiber  die  Fldche 
hinaus  analytisch  fortsetzen. 

Gel i dr t  die  Fldclie  nicht  zu  der  auf  S.  740  ausgeschlossenen  Klasse 
resp.  zu  den  algebraischen  Gebilden  voni  Geschlechte  p  =  0,  so  giht  es 
fernerhin  eine  im  allgemeinen  auf  der  Fldche  mehrdeutige  Funktion, 
welch e  sich  in  den  gewohnlichen  Punkten  der  Fldche  ausnalimslos  ana¬ 
lytisch  verhdlt,  in  den  Verzweigungspunkten  endlicher  Ordnung  stetig 
Ueibt,  in  ubereinander  gelegenen  Bldttern  niemals  identisch  gleiche  Werte 
annimmt,  und  sich,  von  eventuellen  analytischen  handbogen  abgeschen, 
nicht  iiber  die  Fldche  hinaus  analytisch  fortsetzen  Id  fit.  Je  zwei  ein  und 
demselben  Platte  entsprechende  Ziveige  dieser  Funktion  sind  linear  mit- 
ei nander  verkniipft. 

Im  ubrigen  spielt  der  Punkt  oo  in  beiden  Teden  des  Satzes  kerne 
Ausnahmerolle. 

Yor  ailem  sehen  wir  von  den  im  zwei  ten  Teile  des  Satzes  aus- 
genommenen  Fliicben  ab.  Fiir  diese  gilt  offenbar  der  erste  Teil  des 
Satzes. 

In  alien  anderen  Fallen  gibt  die  vorgelegte  Flaclie  AnlaB  zu  einer 
Folge  von  Bereicben  Tn,  welche  gerade  so  bescbaffen  sind,  wie  die 
friiheren,  den  I  unktionen  fn(z )  der  Folge  (4),  §  15  entspreclienden 
Bereiehe  Tn.  Hieraus  konstruiere  man  eine  Reihe  von  Hilfsflachen 


'1  ~  -t-U  ll>2  > 

—  lim  <J)  bzj 

W 

71  =  OO 

Flachen  mit  einer  endlichen  Anzabl  abbrecben,  vermoge  einer  auto- 
morpben  Funktion 

(1)  z  —  cp  (t) 

auf  den  Embeitskreis  resp.  auf  die  ganze  endlicbe  Ebene  abbildet 
erlialt  man  in  der  Umkehrfunktion 

(^)  t  =  co  (z) 

eme  Funktion,  wie  sie  im  letzten  Teile  des  Satzes  verlangt  wird. 
Insbesondere  kann  es*  vorkommen,  daB  die  Funktion  a(z)  auch 

T  if  ,TeUe  ,deS  SatZ6S  Aussioht  genommene  Funktion 
,  7  f  tles  mlles  mcht  2U>  80  liegt  jedenfalls  eine  eigentlich 

diskontmuierliche  automorpke  Gruppe  vor.  Wir  brauchen  jedoeh  keine 

spezifischen  Kenntmsse  iiber  solche  Gruppen  vorauszusetzen  sondlrn 
7,“  vorliegenden  Abbildung  direkt  ab,  daB  unsere  Gruppe 
alle  d.ejemgen  Bedmgungen  erfiillt,  welche  zum  Konver<renzbeweiL 
der  Pomcareschen  Thetareihen  der  Dimension  rf  <;  _  4  °erfo, rlerhch 


gerade  so,  wie  in  §  15.  Indem  man  <1  —  11m  dzw 

n  ’  k  1 


<&,,  falls  diese 
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sind.-)  Indeni  wir  nun  z.vei  derartige  Funktionen  »  und  »,  <deicl,er  ' 
Dm.ens.on  nut  getrennten  Polen  bilden,  ergibt  der  Quotient  de'selben 

m  -  m 

eine  Funktion,  welche  sich  der  Gruppe  gegenilber  invariant  verhalt. 

,  Verpflanzt  man  diese  Funktion  auf  die  vorgelegte  Flache,  so  er- 
halt  man  erne  Funktion,  welche  zwar  eindeutig  auf  der  Flache  und 
bis  auf  Pole  dort  analjtisch  ist,  sie  kann  aber  denkbarerweise  in  iiber- 
einander  liegenden  Blattern  identisch  gleiche  Werte  annehmen.  Um 
dieser  Moglichkeit  vorzubeugen,  verfahren  wir,  wie  folgt. 

Bei  der  HersteBung  der  Flache  On  griff  der  in  Betracht  kom; 
mende  Teil  von  Tn,  tn  moge  er  heiBen,  —  moglicherweise  fiber 
^«-i-  Indem  wir  in  diesem  Falle  den  Rand  von  0  ,  auf  f  nroii- 

zieren,  wird  tn  also  in  eine  endlicbe  Anzahl  von  Gebieten  zerlegt,  deren 
jedes  durcb  eine  endlicbe  Anzahl  von  Kreisbogen  und  geradlinigen 
Strecken  begrenzt  wird,  und  die  nun  in  zwei  Klassen  zerfallen:  a)  solcbe 
Gebiete,  denen  ein  Stuck  von  F  entspricht,  das  sicb  an  0nl  bereits 
beteiligt  bat,1 2)  und  welche  desbalb  nicht  weiter  in  Betracht  kommen; 
b)  die  iibrigen  Gebiete.  Letztere  entsprechen  Bereicben  von  F,  welche 
sicb  an  der  Bildimg  von  0n_x  nicht  beteiligt  baben,  und  mogen 
Sjn\  .  .  .  Sj^  beiBen. 


Den  Wurzeln  von  (t) ,  falls  welche  vorlianden  sind,  entsprechen 
isolierte  Punkte  c1?  c2,  .  .  .  der  Flache  0,  bzw.  0k,  —  wir  beschranken 
uns  indessen  bloB  auf  die  Flaclie  0,  da  die  Bebandlung  im  Falle  einer 
Flache  0k  nicht  davon  abweicbt,  —  und  ebenfalls  isolierte  Punkte 
yx,  y2,  .  .  .  der  Flache  F. 

Nunmehr  zeicbnen  wir  auf  der  Flache  0  bzw.  0k,  wovon  0n  ja  einen 
Teil  bildet,  in  jedem  S einen  gewbhnlichen  inneren  Punkt  aW  auf, 


1)  Poincare.  A$ta  Mathematica.  Bd.  1  (1882),  S.  193,  sowie  Fricke- 
Klein,  Automorphe  Funktionen ,  Bd.  2,  S.  142.  Dieser  eine  Paragraph  bei 
Fricke- Klein,  sowie  die  ersten  Paragrapben  bei  Poincare,  enthalten  alles, 
was  der  Leser  fur  die  Einzelheiten  des  Beweise*!  notig  hat.  Selbst  der  Fall, 
da6  der  Definitionsbereich  der  Funktion  q>(t)  aus  der  ganzen  eigentlicben  Ebene 
besteht,  fiigt  sicb  der  genannten  Methode,  indem  man  zuerst  den  1  unkt  cx)  in» 
Endlicbe  projiziert. 

2)  Dies  ist  niimlich  so  gemeint:  Nimmt  man  fur  den  Augenblick  an,  die 
Funktion  f  (z) ,  um  deren  Existenz  es  sicb  bandelt,  sei  wirklicb  vorhanden,  und 

versteht  man  unter  denjenigen  Teil  von  F ,  welcher  dem  zu  Anfang  dieses 

Paragraphen  konstruierten  Bereicb  x  entspricbt,  so  wird  f(z )  im  bewuBten 
Gebiete  und  in  einem  darunter  liegenden  Blatte  von  4>n-i  identisch  gleiche 
Werte  annehmen. 
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•  welcker  iibrigens  nicht  iiber  einem  friiheren  ajl),  l  <  n,  liege,  und 
dessen*  Projektion  auf  die  schlichte  Zahlenebene  auch  nicht  mit  der 
Projektion  eines  c  zusammenfalle;  wir  bezeichnen  ferner  den  durch 
die  Funktion  (1)  gelieferten  Bildpunkt  von  in  der  tf-Ebene  mit 

b[n),  und  bilden  vermoge  einer  Thetareihe  der  bewuBten  Dimension 
eine  Funktion  ,  , ,  . 


welche  in  jedem  Punkte  &  W  nebst  den  unter  der  Gruppe  mit  b d")  aqui- 
valenten  Punkten,  sonst  aber  nirgends,  einen  Pol  aufweist.  Sei 


»<”>(<) 

¥) 


fiir  jeden  Wert  von  n,  wofiir  Bereiche  Sj^  vorhanden  sind.  Fur  an- 
dere  Werte  von  n  sei  FH(f)  =  0. 

Kommt  es  insbesondere  vor,  daB  von  einer  bestimmten  Stelle  an, 
n  >  m,  keine  Bereiche  mehr  sich  einstellen,  so  liefert  die  Summe 


m 

y 

n  =  1 


CnFn(t), 


+ 


eine  Funktion  F(t),  welche,  auf  die  Flache  F  verpflanzt,  daselbst  ein- 
deutig  und  bis  auf  Pole  analytisch  ist,  und  in  u  herein  ander  liegenden 
Blattern  niemals  identisch  glei^he  Werte  annimmt. 

-  Um  die  Richtigkeit  letzterer  Behauptung  mit  aller  Scharfe  her- 
rortreten  zu  lassen,  seien  P  und  Q  zwei  beliebige  iibereinander  ge- 
legene  gewohnliche  Stellen  von  F,  und  Plt  P2,...  resp.  Qx,  Q%9...  die 
entspreckenden  Stellen  auf  0.  Sei  ferner  &p  die  erste  Flache  0n, 
ri=l,  2,...,  welche  eine  der  Stellen  P.,  Q.,  —  diese  Stelle  mog"e’ 

sem>  ~  lra  Inuern  enthalt.  In  ahnlicher  Weise  sei  <Z>  die  erste 
®n,  welche  ein  Qjt  —  diese  Stelle  heiBe  Qlt  —  umfaBt.  Dann  wird 
p  ^  q  sein.  ' 

Der  Punkt  Qt  liegt  nun  in  einem  bestimmten  ,S'<«  wiihrend  P 
S1Ch  m/'*r  Projektion  dieses  Gebiets  auf  ein  anderes  Blatt  von  ®  ' 
resp.,  falls  S,»  einen  \  erzweignngspunkt  enthalten  sollte,  moolieher' 
we.se  m  einem  anderen  Blatte  von  S<*>  befindet.  Jetzt  verbinde  man 
, ,  mit  <y  mitcels  einer  in  8$  verlaufenden  Kurve.  Dieser  Kurve 
entspricht  dann  als  Projektion  eine  zweite  von  P  aus  wl  1  , 

t  7/r  Unter  Punkte  R  bmfahr  L  Tun 

P(l),  auf  <P  bezogen,  sich  in  R  analytisch  verhalt  in  »l.l  k 

W  K  ...  r  w„thH 
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gebungen  you  P,  Q  identisch  gleiche  Werte  uicht  annehmen  kauu  ' 
w.  z.  b.  w.  •  ’ 

Erstreckt  sich  dagegen  die  Reike  der  Bereicke  SW  ins  Unend- 
licke,  so  laBt  sick  erne  unendlicke  Reike 

CO 

C  +  0, 

n  =  1 

bilden,  welcke,  auf  <Z>  bezogen,  in  einem  beliebigen,  nebst  seinem 
Rande  innerkalb  CD  gelegenen,  keinen  der  Punkte  aW,  c.  im  Innern 
uock  am  Rande  entkaltenden  Bereicke  Z  gleichmaBig  konvergiert. 

In  der  Tat  umgebe  man  zunachst  jeden  Punkt  ct  mit  einem  Kreise 
Kt  vom  Radius  p.  derart,  daB  Ki}  als  zur  Fliicke  0  gekorig  betrachtet, 
weder  einen  weiteren  Punkt  c,  nock  einen  Punkt  a<*>  im  Innern  oder 
am  Rande  entkalt.  Sei  KW  ein  konzentriscker  Kreis  vom  Radius 
Q.W  =  Q./n. 

Fernerkin  umgebe  man  mit*  einem  Kreise  dessen  innere 
und  Randpunkte  innerkalb  (J>n  liegen  und  welcker,  als  Stuck  der 
Flacke  betracktet,  mit  keinem  anderen  Kreise  l<n,  und  eben- 
sowenig  mit  einem  K  zusammenstoBt. 

Sei  v  eine  wiilkiirlicke  natiirlicke  Zakl,  und  sei  Sv  der  Bereick, 
der  entstekt,  indem  man  die  Ivreissckeiben  sowie  solcke  X/v\ 

resp.  Teile  davon,  welcke  in  @v  liegen,  aus  <Pr  fortkebt.  Dann  bleibt 
die  Funktion  Fv,  auf  &  verpflanzt,  in  Sv  stetig.  Sei  Gv  der  Maximal- 
wert  von  \Fr  in  Sv.  Es  geniigt  nun  offenbar,  die  Koeffizienten  Cn 
als  nickt  verschwindende  GroBen  so  zu  wahlen,  daB  die  Reihe 

GO  * 

n  =  1 

konvergiert. 

In  der  Tat  wird  man  v  so  waklen  konnen,  daB  der  vorgegebene 
Bereick  Z  innerkalb  eines  bestimmten  Sv  zu  liegen  kommt.  Dann 
wird  an  jeder  Stelle  von  Z . 

|  F  <T  G  *  v<n, 

sein.  DemgemaB  geniigt  die  obige  Reihe  dem  WeierstraBschen  Krr- 
terium,  Kap.  3,  §  4, 

\CnF,\£M,-\Gn  G„  »<”■ 

Die  durcli  die  Reihe  defiuierte  Funktion  Fit),  auf  die  Fliiche  I 
verpflanzt,  ist  von  derselben  Beschaffenheit,  wie  die  vorhin  erhaltene 
Funktion  F(t),  sie  ist  niimlick  daselbst  eindeutig  und  bis  auf  Pole 
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.  analytiscb,  und  in  ubereinander  liegenden  Blattern  nimmt  sie  niemals 
identisch  gleicbe  Werte  an.  Nur  in  einem  Punkte  kann  es  der  Funk- 
tion  F(t)  nock  miBlingen,  alle  Bedingungen  des  Satzes  zu  erfullen. 
Es  kann  namlich  vorkommen,  daB  die  Flache  F  zum  Teil  oder  ganz 
von  analvtischen  Kurven  berandet  ist.  Dann  konnte  sich  die  Funktion 
F(t )  liber  diese  Rander  liinaus  analytiscb  fortsetzen  lassen. 

Dieser  Fall  kann  nicht  eintreten,  wenn  die  den  Punkten  a[n)  ent- 
sprecbenden  Punkte  von  F  sicb  langs  eines  solcben  Randstiicks  haufen. 
Ist  dies  nicbt  bereits  der  Fall,  so  kann  man  zu  den  f'riiberen  Punkten 
«(»)  in  leicbt  ersicbtlicber  Weise  nocb  weitere  Punkte  hinzunehmen, 
derart,  daB  die  Bildpunkte  der  also  ergiinzten  Punkte  ajn)  mit  wacb- 
sendem  n  sich  in  den  betreffenden  Randpunkten  biiufen. 

Eine  aknliche  Erganzung  ist  aucb  im  Falle  einer  endlicb  ab- 
brecbenden  Reibe  <I\,  .  .  <Pk  notig,  sofern  co  (z)  die  gewiinschte  Funk- 
tion  deshalb  nicbt  liefert,  weil  a  (z)  iiber  die  Flache  F  binaus  analytiscb 
fortgesetzt  werden  kann. 

Man  kann  aber  aucli  von  vornberein  vermoge  der  Thetareiben 
eine  Funktion  F0(t)  aufstellen,  welcbe  Pole  aufweist,  deren  Bildpunkte 
auf  F  sicb  in  jedem  solcben  llandpunkte  biiufen,  und  welcbe  sonst, 
auf  F  bezogen,  eindeutig  und  in  jedem  gewohnliehen  Punkte  analytiscb, 
und  in  den  Verzweigungspunkten  endlicber  Ordnung  stetig  ist  bzw. 
unendlicb  wird.  Diese  Funktion  werde  dann  zum  ersten  Gliede  der 
F(t)  definierenden  Reibe  genommen,  wobei  nun  a ('*)  stets  so  gewiiblt 
werde,  daB  die  Projektion  dieses  Punktes  auf  die  scblicbte  Zahlen- 
ebene  mit  der  Projektion  eines  Poles  der  auf  F  verpflanzten  Funktion 
F0  auf  diese  Ebene  niemals  zusammenfallt. 

Hiermit  ist  aucb  dieser  letzte  Punkt  erledigt,  und  der  Beweis 
ist  nun  vollstandig  erbracht.1 ) 


.  })  ^  hier  mitgeteilten  Beweis  babe  icb  ins  Einzelne  durehgefubrt,  ebe 

mir  die  Untersuchungen  von  Herrn  Freundlicb,  Analytische  Funktionen  mit 

0  *1?“;  unencttich-vielblattrigem  Existenzbereiche ,  Gottinger  Dis¬ 
sertation,  1910,  bekannt  waren.  Abgeseben  davon,  dab  die  Fragestellun^  von 
Ilerm  Freund hcb  wemger  scbarf  getroflen  wird,  sowie  dafi  bei  ibm  eine  ae 
nugende  Konstruktion  der  in  B^racbt  kommenden  Riemannseben  Flacben  feblt 
lafit  seine  Beweisfubrung  namentlich  FnnlH-innow  ,  ,  ,  . 

Blattern  der  vorgelegten  Flache  identic  l  •;  w '\e  °  m  verschiedenen 

nicht  zur  Fliche  geh“en  iwlw  t,I  ^  »“«  «»>» 

stehenden  Aul'gabe  nicht  zuerkennen.  1"!"1  1  lm  eme  Losung  der  vor- 

Bd.  f4f(?“o\\asdmriTnd^LK?eehU  l**  ■!** 

FrozeB,  wodurch  seine  Fliichen  F,  geliefert  Urdcn  '^"1,1'13  ®“  konstraktive1' 


Osgood,  Fnnktionentheorie.  I.  2.  Aufi 
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A 

Abbildung  zweier  Flachen  aufeinander, 
7°;  ' 

—  eines  Quadrats  auf  eine  Strecke, 
148; 

—  einer  Kugel  auf  einen  Zylinder, 
238; 

cf.  auch  konforme  Abbildung. 

Abel,  91,  99. 

abgeschlossen,  13,  38,  52. 

Ableitung ,  22; 

Beispiele  stetiger  Funktionen  ohne  — , 
23; 

vorwarts,  riickwarts  genommene  — ,  23; 

—  einer  komplexen  Funktion,  222; 

—  einer  Punktmenge,  544. 

absolut  konvergente  unendliche  Produkte, 
528. 

absoluter  Betrag,  206. 

Abschatzung  von  |  A  -f  B  ,  209,  210; 

—  eines  bestimmten  Integrals,  279, 
280; 

—  von  |  f(z)  | ,  \  fw(z)\,  299,  300; 

—  des  Restgliedes  in  der  Taylorschen 
Reihe,  317,  338; 

—  der  Koeffizienten  der  Taylorschen 
und  der  Laurentschen  Reihe,  300, 
339,  349; 

—  der  konjugierten  Funktion,  640. 

abzdhlbar,  190; 

—  Mengen,  190; 

Abzdhlbarkeit  derFunktionswerte,  443. 

Achse,  reelle,  rein  imaginare,  207  ; 

—  eines  Quellpaares,  615. 

Addition,  203. 

Additionstlieorem  fiir  er,  sin  z ,  cos  z,  248, 
251,  561,  569,  574,  582; 

—  fiir  6ii2,  454; 

algebraisches  —  fiir  die  periodischen 
Funktionen,  472,  491,  492; 

Bestimmung  der  Exponentialfunktion 
auf  Grund  ihres  — ,  588; 


Additionstlieorem ,  Bestimmung  der  Funk 
tionen  sin#,  cos#  auf  Grund  ihres  — , 

—  fiir  £(z)\  517 ;  [582; 

—  fiir  p  (z) ,  522. 

Ahnlichkeitstrans formation,  232,  259.  * 
Alembert,  d’,  226,  585. 

Algebra ,  Fundamentalsatz  der,  220,  301, 
364,  624. 

algebraische  Irrationalitaten,  Abzahlbar- 
keit  derselben,  193; 

—  Funktionen,  Kap.  8,  §§  12,  15; 
Kap.  14; 

Merkmale  — r  Funktionen,  411; 

—  Kurven,  421,  425,  Kap.  14. 
allgemeine  Potenz,  256,  445. 
alternierendes  Verfahren,  689. 

Ames,  161. 

Analysis  situs ,  Kap.  5,  §§  1 — 10,  719. 
analytisch  in  einem  Punkte.  Intervalle, 
Bereiche,  langs  einer  Kurve,  115, 
224,  324,  667,  668;  cf.  auch  ana¬ 
lytische  Funktionen,  analytische  Fort- 
setzung,  analytisches  Gebilde. 
analytieche  Fortsetzung,  429; 

—  —  langs  einer  Kurve,  430; 

—  —  durch  iibereinander  greifende 
Kreise  431; 

Satze  iiber  —  — ,  432; 

—  —  vermoge  einer  Funktionalglei- 
chung,  452. 

analytische  Funktionen,  reelle,  115; 

komplexe  —  — ,  224; 

mono^ene - ,  437; 

monogenes - system,  440; 

Definitionsbereick  einer  —  — ,  440. • 
analytisches  Gebilde,  437. 

Anderung  des  Arcus  einer  stetigen  Funk- 
tion  218. 

Anndherungskurven  im  Falle  gleich- 
miifJiger  und  ungleichmaBiger  Kon- 
vergenz,  Kap.  3.  [sche,  549. 

Anschmiegungssatz ,  der  Mittag-Leffler- 
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.  Anzahl  der  Wurzelu  und  Pole  in  einem 
gegebenen  Bereiche,  333; 

—  derWurzeln  derGrenzfunktion,  722; 
anziehende  Massen,  211. 

A  p  pell,  425,  462,  71‘J. 

Arbeit ,  als  Potentialdifferenz,  609. 

Arcus,  206. 
arc  cos  z,  256,  394. 
arc  sin  z,  255,  394. 
arc  tang  2,  266,  394. 

Argand,  213,  364. 

Arithmetisierung  des  Kurvenbegritts  147; 

—  eines  ebenen  Bereichs,  .150; 

—  Riemannscher  Fliichen,  427. 

assoziatives  Gesetz,  203,  204. 

Auflbsung  einer  Gleichuug  reap,  eines 
Funktionensystems,  cf.  implizite 
Funktionen. 

Aufpunkt,  609. 
ausgezeichneter  Punkt,  360. 
au/oerwesentl iche  singuldre  Stcllc,  309. 
automorphe  Funktionen,  387,  712. 

B 

bedingt,  aber  gleichmafiig  konvergente  i 
Reibe,  96. 

Bereich,  Definition  eines  reguldren  Be¬ 
reiches  oder  eines  Bereiches  S,  52; 

Definition  eines  Bereiches  e,  134,  180; 

Definition  eines  Bereiches  T,  151; 

reguliirer  — ,  52; 

,  einfach  zusammenhangender  — ,  128, 
175,  720,  738; 

mehrfach  zusammenhangender  — ,  141, 
176; 

'  t 

Darstellung  eines  —  durch  eine  un- 
endliche  Reibe  von  Teilbereichen, 
156;' 

Zerlegung  eiues  -  in  Teilbereiche 
von  normalem  Typus,  179; 

Zusammenstellung  eines  einfacb  zu- 
sammenhangenden  —  aus  Teilbe¬ 
reichen  von  normalem  Typus,  185; 

Integral  einer  reellen  eindeutigen  j 
Funktion  in  einem  mehrfach  zu- 
.  sammenhiingenden  — ,  142. 
Bernstein,  194. 

Bessel,  591,  604.  . 

Bestandteil,  reeller,  rein  imaginarer,  207. 
bestimmtes  Integral,  reelles,  18; 

komplexes  —  — ,  277; 

Stetigkeit  einer  durch  ein _ dar- 

gestellten  Funktion,  107,  282; 


bestimmtes  Integral,  Differentiation  eines 

- unter  dem  Integralzeichen, 

111,  282,  307; 

Konvergenzkriterium  fiir  uneigentliche 
- ,  35; 

Berechnung  reeller  —  — ,  289; 

Fundamentalsatz  betreffend  komplexe 
- ,  307; 

cf.  auch  Integral. 

Betrag,  absoluter,  206. 

Beziehung  der  Potential-  zur  Funktionen- 
theorie,  676. 

I  Biermann,  490,  535. 

I  Bliss,  161. 

Bocher,  6,  133,  211,  221,  300,  302,  308, 
311,  328,  415,  579,  622,  635,  647, 
659,  677,  706. 

Bohlmanu,  61. 

Bois-Reymond,  du,  33. 

Bolza,  671. 

Bolzano,  9,  14,  32,  40. 

Bonnet,  26. 

Borchardt,  475. 

Borel ,  46,  194. 

;  Bouquet,  219,  330,  369,  480,  459. 

i  Bouton,  387. 

Bradshaw,  558. 

Briot,  219,  330,  369,  480,  459. 

Burkhardt,  6,  274,  446,  454,  599,  690. 


c 


Cajori,  26. 

Cantor,  26,  190,  193,  194,  196. 
Cauchy,  5,  9,  20,  26,  32,  56,  60,  219, 
226,  284,  289,  294,  295,  300,  334, 
337,  338,  525,  569,  571,  585,  588; 
Cauchy-Riemannsche  Ditferentialglei- 
chungen,  226; 

Cauchy-Taylorsche  Reihe,  337,  343, 
545,  678. 


Cayley,  270. 
Christoffel,  420. 

Clair  aut,  132. 
Clebsch,  404,  422,  424. 
cn  it,  453. 


cos  x,  Definition  von  —  auf  Grund  der 
Differentialgleichung  d‘y  _j_  ,,  =  0 

(Jx2  i  J  v, 

572. 


cos  z ,  250. 
cosec  z,  509. 
cotang  x,  592. 
cotang  z,  342,  506,  592. 
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coupure,  439. 

Courant,  689. 

Curtiss,  311,  327. 

1) 

Darboux,  20, 105,  213,  377,  569, 571, 588. 

Darstellung  eines  Bereiehes  durch  eine  un- 
endliche  Reibe  v.  Teilbereichen,  156; 

einer  Funktion  in  der  Umgebung 
des  Punktes  cv>,  324; 
eiuer  I  unktion  in  d.  Umgebung  eines 
Verzweigungspuuktes,  Kap.  8,  §14; 

—  doppeltperiodiscber  Funktionen 
mittels  der  £-  und  der  p-Funktion, 
515; 

—  einer  ganzen  Funktion  durcb  ein 
unendliches  Produkt,  539; 

Integral —  einer  barmoniscben  Funk¬ 
tion,  627; 

—  einer  harmoniscben  Funktion  ver- 
moge  der  Greenschen  Funktion,  632 ; 

—  einer  barmoniscben  Funktion  ver- 
moge  einer  unendlicben  Reihe,  656; 

—  einer  Funktion  durcb  Reihen,  Pro- 
dukte,  cf.  Fntwicklung  einer  Funktion. 

De dekind,  40. 

Definitionsbereich  einer  Funktion,  3,  440; 

eindeutige  Funktionen  mit  vorgegebe- 
nem  — ,  551 ; 

mebrdeutige  Funktionen  mit  vorgege- 
benem  — ,  747. 

Delinung  der  Ebene,  260. 

Demartres,  589. 

Dieder,  384. 

Differentialgleichungeu ,  lineare,  451,  572; 

Differentialgleicbung  fur  eine  statio- 
mire  Stromung,  602. 

Differentialkoeffxzient ,  cf.  Ableitung. 

Differentiation  einer  unendlicben  Reibe, 
103,  303; 

—  eines  bestimmten  Integrals  unter 
dem  Integralzeicben,  111,  241,  307; 

—  eines  Kurvenintegrals,  128. 

Dini,  61,  109,  111,  334. 

Dirichlet,  1,  19,  688; 

das  Tbomson-DiricbletscbePrinzip,  687. 

distributives  Gesetz,  204. 

Division ,  205. 

dn  u,  453. 

domaine,  155,  Anm. 

doppeltperiodische  Funktionen,  460,  474; 

—  —  zweiter  Ordnung,  481; 

mitd. - verwandte  Funktionen,  497  ; 


doppeltperiodische  Funktionen,  Herstel- 
lung  — r  —  durcb  unendliebe  Rei- 
ben,  509; 

Dai-stellung  — r  —  mittels  der  £-  und 
der  t  -Funktion,  515; 

Integral  einer - ,  522. 

Doppelpunkt,  422. 

Doppelpyramide,  384. 

Doppelverhaltnis,  274,  384. 

Dreliung  der  Ebene,  260; 

—  der  Kugel,  270. 

Dreieck,  Abbildung  eines  —  auf  eine 
Halbebene,  420; 

— sfunktionen,  387. 

Durege,  311. 

E 

>  ^2  y  ,  513. 
ex,  566,  588,  597. 

e\  228,  249,  359,  393,  587  bis  591,  597. 
t-Methode,  typiscbe  Falle  der,  16. 

Vi  Vi  515 

Ecken  und  Spitzen  am  Rande  beim  kon- 
formen  Abbildungsprobleme,  684. 
eigentliche  Grenze,  cf.  Grenze; 

das  —  Unendlicbe,  6,  Anm. 
eindeutige  analytischeFunktionen,  Kap.  1 1, 
§§  9  bis  14. 

Eindeutigkeitstheorem  in  der  Tbeorie  der 
analytischen  Funktionen,  319; 

—  in  der  Potentialtheorie,  624. 
einfach  periodisch,  460; 

—  —  Funktionen,  463.  • 

einfach  zusammenhdngend,  128,  175. 
Einheitskreis,  207. 

Einheitcicurzeln,  209,  363. 
Einschachtelung  der  Intervalle  und  Be- 

reiche,  Methode  der,  16; 

Hauptsatz  betreffend  die  — ,  31. 
Eisenstein,  509. 

Elektrizitdtsstrdmungen,  606 ;  cf .  aucb  sta- 
tiondre  Stromungen.  [739. 

Element  einer  analytiscben  Funktion  437, 
elementare  Funktionen,  Kap.  12. 
Elimincftion,  446. 

elliptische  Funktionen,  453,  475,  Anm.; 

cf.  doppeltperiodische  Funktionen. 
clliptisches  Integral,  407,  Kap.  8,  §  16. 
elliptische  lineare  Transformation,  262, 
endlich,  12;  [264,  266. 

eine  Funktion  bleibt  endlich  in  eineni 
Punkte  resp.  Bereicbe,  217; 
Bedingung,  dab  ein  Integral  in  einem 
Verzweigungspunkte  —  bleibt,  407. 
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'  Endpunkte  eines  Periodenstreifens,  Son- 
derstellung  der,  463,  Auin.  2). 

Entwicklung  eines  Bereichs  in  Teilbe- 
reiche,  Kap.  5,  §  3; 

—  einer  Funktion  in  eine  Potenzreihe, 
337,  339,  545; 

—  einer  Funktion  im  Punkte  cx>,  338; 

—  eines  Zweiges  einer  Funktion  nacli 
rationalen  Funktionen  bzw.  Poly¬ 
nomen,  552; 

—  einer  Funktion  nacb  fortschreiten- 
den  Potenzen  einer  linearen  Funk¬ 
tion,  545 ; 

ein  allgemeiner  — 6atz,  593; 

Beihen-  und  Produkt — eu,  Kap.  11; 

—  einer  zusammengesetzten  Funktion, 
339; 

cf.  aucli  periodische  und  harmonische 
Funktionen,  sowie cotang x,  cotan gz. 

Erg  i eb  iglceit,  611. 

Erhaltung  der  formalen  Gesctze,  564. 

enveiterte  Ebene,  323. 

erzeugende  Transformationen  der  allge- 
meinen  linearen  Transformation ,  242. 

Erzeugung  linearer  Transformationen 
durch  transformation11,  272. 

Euler,  132,  226,  454,  507,  534,  535, 
536,  590,  592,  593. 

Existenzsatze  fiir  cinen  Grenzwert,  28 
bis  36; 

—  fiir  implizite  Funktionen,  59—69; 

Existenzsatz  liir  ganze  Funktionen  mit 

vorgeschriebenen  W urzeln,  536,  548; 

Existenzbeweis  fiir  die  qi6  Wurzel  einer 
reellen  Zahl,  562;  • 

fiir  die  Losung  der  Randwertauf- 
gabe  in  derPotentialtheorie,  689, 697. 

Exponentialfunktion,  cf.  ex ,  e\ 


F 

Faber,  507. 

F aden,  dehnbarer,  als  Integrations-  resp. 

Fortsetzungsweg,  142. 

Ferussac,  337.  * 

Fixpunkte  einer  linearen  Transformation 
262,  270. 

Fontaine,  132. 

formate  Gesetze,  Erhaltung  der,  564. 
Forsyth,  387. 

Fortsetzung ,  stetige,45;  cf.  analytische— 
Fourier,  602; 

sche  Reihenentwicklung,  467. 
Fresnel sche  Integrate ,  293°' 


Freundlich,  753. 

Fricke,  274,  384,  462,  463,  706,  735, 
747,  749. 

Fundamentalbereich  oder  -raum,  463; 
Behandlung  der  einfach  periodischen 
Funktionen  vermoge  konformer  Ab- 
bildung  ihres  — ,  466; 
konforme  Abbildung  des  Perioden- 
parallelogramms  auf  eine  zweibliit- 
trige  Fliiche,  485; 

eine  auf  dem  —  fufiende  Definition 
der  periodischen  Funktionen,  495. 

Fundamentalsatz  der  Analysis  situs,  171 ; 

—  der  Algebra,  220,  301,  364,  624. 

Funktion;  A)  reelle  Funktionen ;  Begriff 

einer  — ,  1  bis  3,  43,  47 ; 

— en  mekrerer  reellen  Yariabeln,  47; 
implizite  — en,  59; 

— systeme,  66,  69; 

Umkekrung  eines  — systems,  69; 
mehrdeutige  — en,  43,  187; 

B)  komplcxe  Funktionen;  rationale 
— en,  214,  328; 

— en  einer  komplexen  GroDe,  215; 
analytische  — en,  224,  435; 
hyperbolische  — ,  258,  396; 
lineare  — ,  232  (cf.  auch  linearc  Trans¬ 
formationen ); 

mehrdeutige  — en,  355,  396,  403; 
Verhalten  einer  mehrdeutigen  —  in 
einem  Verzweigungspunkte,  403; 

—  en  auf  einer  gegebenen  Riemann- 
schen  Flache  405; 

gerade,  ungerade  — en,  450,  Aufgabe  2; 
— en  mit  vortretendem  Faktor,  500; 
— en  mit  Periodizitatsmodul,  500; 
n-fack  periodische  — en,  462; 
automorphe  — en,  387,  712; 
eindeutige  —  mit  vorgegebenem  De- 
finitionsbereiche,  551; 
mehrdeutige  —  mit  vorgegebenem  De- 
finitionsbereiche,  747; 

C)  cf.  ferner  rationale,  analytische, 
atgebraische,  trigonometrische,  perio¬ 
dische,  doppeltpi  riodisclie,  elementare 
eindeutige  analytische  Funktionen, 
sowie  die  Exponentialfunktion  und 

_  logtf,  log  z. 

437;  Kap.  14,  §  15. 
ng>  Permanenz  einer 

450; 

analytische  I  ortsetzung  vermoge  einer 
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Narnen-  und 

F unktionalgleichung,  f{x)  -f  f(y)  =  f(x  u) 
559,  569; 

fixlf{y)=f(x  +  y),  248,  561,  569; 

— en  fur  die  allgemeine  Potenz  einer 
reellen  Zahl,  563,  565;  cf.  auch  257; 

—  fur  ax  und  log.'c,  569; 

Bestimmung  der  Funktionen  sin  x, 

cob  x  auf  Grund  lhres  Additions- 
theorems,  582; 

das  gleiche  fur  e\  588. 

Funktionensystem ,  monogenes  analyti- 
sches,  440. 

G 

9%  >  >  513. 

T(2),  294,  452. 

game  rationale  Funktion,  328; 

—  transzendente  Funktion,  338;  mit 
vorgeschriebenen  Wurzeln,  536,  548. 

GauB,  79,  211,  213,  221,  319,  536,  591, 
600,  620,  621,  624,  655,  661,  662, 
688,  706. 

Gebietseinteilung  der  Ebene ,  Methode 
der  konformen  Abbildung  Riemann- 
scher  Flacken  vermoge,  372,  382, 
384. 

Gebilde,  monogenes  analytisches,  437. 

gemeinsamer  Teiler,  329. 

Genocchi,  61. 

geographische  Karten,  235,  255. 

gerade  Funktionen,  450,  Aufgabe  2. 

Geraden,  die  oc4  —  des  dreidimensio- 
nalen  Raumes,  355. 

Geschivindigkeitspotential,  609 . 

Gesetz,  cf.  assoziatives,  distributives,  kom- 
mutatives. 

glatt,  149. 

gleichberechtigt,  272. 

gleichmufiige  Stetigkeit  15  bis  20,  218; 

—  Konvergenz  einer  unendlichenReihe, 
89,  95,  303; 

_  Konvergenz  eines  unendlichen  Pro- 

duktes,  529; 

ein  Satz  betreflend  —  Konvergenz, 
593;  auch  652; 

—  Konvergenz  harmonischer  Funktio¬ 
nen,  650. 

gleichverzweigt,  405. 

gliedweise  Integration  einer  unendlichen 
Reihe,  99,  304; 

—  Differentiation  einer  unendlichen 
Reihe  103,  304; 

_  Differentiation  einer  unendlichen 

Reihe  harmonischer  Funktionen,  652. 
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Gmeiner ,  581,  586,  587. 

Godefroy,  575,  581. 

Goldbach,  536. 

Gordan,  422. 

Goursat,  27,  213,  221,  285,  295,  349, 
350,  352,  354,  425,  462,  719. 

Green,  600,  624,  629,  630,  647,  688. 
Greensche  Funktion,  296,  630; 
Darstellung  einer  harmonischen  Funk¬ 
tion  vermoge  der  Greenschen  Funk¬ 
tion,  632; 

Greenscher  Satz  der  Integralrechnung 
129. 

Grenze  bei  reellen  Zahlen,  3; 
eigentliche  — ,  6; 

—  im  komplexen  Zahlensysteme,  215, 
404; 

obere,  untere  — ,  14; 
cf.  auch  naturliche  Grenze. 

Grenzfdlle  bei  den  linearen  Transfor- 
mationen  270. 

Grenzubergang,  einseitiger,  5; 
zweidimensioualer  — ,  47; 
doppelter  — ,  81,  83,  100,  103; 
Entstehung  eines  Quellpaares  (Poles), 
sowie  hoherer  Motoren  aus  Punkt- 
quellen  reap,  einfachen  Motoren 
durch  — ,  613; 
cf.  auch  Grenze. 

Grenzwert,  cf.  Grenze; 
unendlicher  — ,  5  bis  6; 
der  —  e,  30; 

Grofie,  komplexe,  202. 

grafter  Wert,  cf.  maximum,  sowie  obere 
Grenze. 

Gravitation,  609. 

Gruppe,  245,  274. 

H 

Halbstrahlen,  163. 

Hankel,  89,  118,  438. 

harmonische  Funktionen,  598 ; 

eine  Fftnktion  verhalt  sick  —  in  einem 
Punkte  resp.  Bereiche,  620; 

—  im  Punkte  oo,  643; 

—  Fortsetzung,  661; 

_  Fortsetzung  iiber  eine  analytisclie 

Kurve  hinaus,  665; 

—  Fortsetzung  vermoge  des  Symmetrie- 
prinzips,  672. 

Harnack,  109,  111,  198,  650,  654. 

Haufungsstelle,  38,  323. 
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Namen-  und 

Hauptteil  einer  Funktion  in  einem  Pole, 
321';  325. 

Hauptwert  des  Logarithmus,  253. 
hebbare  Singularity,  10,  310,  646. 
Heine,  15,  101. 

Hermite,  213,  297,  501. 

Herstellung  doppeltperiodischer  Funk- 
tionen  durch  unendlicke  Reihen, 
509. 

Herumintegrieren,  Methode  des,  332,  475. 
Hilbert,  148,  689. 

Holzm tiller,  75. 

H  untington,  206. 

Hurwitz,  A.,  147,  449,  722. 
hyperanalytiscli,  121. 

'hyperbolische  lineare  Translorniation, 
262,  265; 

—  Funktionen,  258,  396. 
hypoanalytisch,  121. 

I 

ideate  Elemente,  322. 
identisch  gleick,  329; 

— es  Yerschwinden  einer  Funktion,  329. 
Identitdtssatz,  319,  329,  336; 

cf.  auch  Eindeutigkeitstheorem. 
dkosaeder,  384,  387. 
im  Endlichen,  38. 
im  Gro/Sen,  44; 

ein  Satz  betreffend  die  konforme  Ab- 

bildung - ,  377. 

iin  Kleinen,  44; 

konforme  Abbilduug  durch  eine  ana- 

lytisebe  Funktion - ,  Kap.  6,  §  8. 

implizite  Funktionen,  59,  401,  402. 
Inhalt  von  Punktmengen,  197. 
inkompressibele  Fliissigkeiten,  606 ; 

cf.  auch  stationdre  Strbmungen. 
Inneres  einer  gescklossenen  Kurve,  cf. 

Fundamentalsatz  der  Analysis  situs. 
innerer  Punkt  einer  Menge,  150. 
inn  ere  Nor  male,  176. 

Integral  einer  analytischen  Funktion, 
284,  285,  406;  * 

.  das  —  f  Pdx  -f-  Qdy ,  128; 
unbestimmtes  — ,  285- 

<laS_  J~%dX+7xd,J'  299; 

konlorme  Abbildung  vermoge  _ e  ra- 

tionaler  Funktionen,  387; 

—  e  von  Funktionen  auf  einer  Riemann- 
schen  Flache,  406; 


Sach  register. 

Integral  einer  doppeltperiodisehen  Funk¬ 
tion,  522; 

—  darstellung  einer  harmonischen 

Funktion,  627 ; 

Poissonsches  — ,  634; 
cf.  bestimmtes  Integral,  Kurvenintegral , 
Integral f or mel,  Integralsatz. 
Integralformel,  die  Cauchysche,  295. 
Integralsatz,  der  Cauchysche,  284. 
Integration  einer  unendlichen  Reihe, 
cf.  gliediceise. 

inverse  Funktionen,  cf.  Umkehrfunktion. 
Irrationalzahlen,  Nicht-  Abziihlbarkeit 
der,  192. 

Irreduzibilitdt  einer  algebraischen  Glei- 
chung  resp.  einer  Riemanuschen 
Flache,  414. 

isogonale  Verwandtschaft ,  cf.  konforme 
Abbildung. 

isolierte  singiddre  Stellen  eine  Funktion, 
cf.  singulare  Stellen. 
isothermisclie  Kurven,  604. 
isotrope  Substanz,  599. 

J 

Jacobi,  459,  460,  462,  501; 

Jacobische  Determinante,  66,  69. 
Jordan,  20,  70,  147,  155,  161,  290, 
294,  405; 

Jordansche  Kurve,  147. 

K 

Karten,  geographische,  235,  255. 
Kellogg,  679. 

kinematische  Rehandlungsweise  der  line- 
aren  Funktion,  258. 

Kirchhoff,  606,  610. 

Klein,  262,  270,  273,  274,  369,  384, 
387,  388,  392,  462,  463,  610,  617, 
706,  712,  735,  747,  749. 
kleinster  11  ert,  cf.  minimum,  sowie  untere 
Grenze. 

Kneser,  334,  671. 

Koebe,  725,  726,  727,  729,  735,  747,  753; 
der  — sche  Satz,  725; 
die  — sche  Konstante,  727. 
kommutatives  Gesetz,  203,  204. 
komplexe  Zahlen,  202. 
konforme  Abbildung,  75—80, 232,  Kap.  14 : 
einer  Kugel  auf  eine  Ebene! 

235; 

einer  Kugel  auf  einen  Zylinder 

238; 


Namen-  unci 

konforme  Abbildung  einea  Kreissektors 
auf  einen  Halbkreis,  245; 

eines  Winkels  auf  die  Halb- 
ebene,  245; 

eines  Kugelzweiecks  auf  die 
aufgeschnittene  Vollkugel,  24G ; 

eines  Rechtecks  auf  einen  Kreis 
vesp.  auf  einen  Torus,  416; 

- eines  Dreiecks  auf  einen  Kreis 

420; 

- eines  Periodenstreifens  auf  die 

voile  Ebene,  464; 

e^nes  P eriodenparallelogramms 
auf  eine  zweiblattrige  Riemannsche 
Flache  485; 

derUmgebung  einer  analytischen 
Ivurve  auf  die  Umgebung  einer  ge- 
raden  Strecke,  669; 

vermoge  Integrale  rationaler 
Funktionen,  387 ; 

- vermoge  des  Logarithmus,  254; 

- der  Umgebung  des  Punktes  oo, 

326; 

—  —  in  einem  Yerzweigungspunkte, 
361,  362,  403; 

—  —  in  den  Yerzweigungsschnitten, 
356; 

- eines  einfach  zusammenhangren- 

den  Bereichs  auf  einen  Kreis,  681, 
699; 

die  allgemeinste  —  —  eines  Kreis- 
innern  auf  sich  selbst,  686; 

die  allgemeinste  —  —  eines  einfach 
zusammenhiingenden  Bereiches  auf 
sich  selbst,  739; 

Behandlung  der  einfach  periodischen 
Funktionen  vermoge  —  —  ihres 
Fundamentalbereiehs,  466; 

ein  Satz  betreffend  die - imGroBen, 

kongruent,  463.  [377. 

konjugiert,  241,  606,  625. 

Kontinuum,  das  zweidimensionale,  150. 
Konvergenz,  cf.  Grenze ;  gleichmafiige  — , 
cf.  gleichmcifiig ; 

wahrer  — kreis,  335; 

—  bereich  der  Reihenentwicklungen 
harmonischer  Funktionen,  659. 

Kdrper,  regulare,  384,  387. 

Krdftefeld,  609. 

Kreisbogendreiecke,  698,  703. 

Kreisscharen  bei  einer  linearen  Trans¬ 
formation,  264. 

Kreissektor,  cf.  Abbildung. 
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Kreisverwandtschaft  der  Ebene,  239,  240- 
—  der  Kugel,  242,  275. 

Kronecker,  438. 

Kugel,  konforme  Abbildung  einer  _ 

auf  einen  Zylinder,  238; 
konforme  Transforraationen  einer  — . 

in  sich,  275; 

Rotationen  der  — ,  270 ; 
Zentralprojektion  einer  —  auf  einen 
Zylinder,  275; 

mehrfach  tiberdeckte  — ,  368. 

Kurven,  regulare,  51,  149; 
regulare  —  der  erweiterten  Ebene,  324 ; 
Jordansche  — ,  147; 
einfache  51,  148; 
algebraische  Kurven,  421; 
analytische  Fortsetzung  langs  einer  — 
430; 

cf.  auch  Kurvenintegrale,  Raumkurven. 

Kurvenintegrale,  123,  125,  128; 
Stetigkeit  eines  — ,  128. 

L 

lacet,  376. 

lacundrer  liaum,  439. 

Lagrange,  27,  226,  599,  600,  606. 

Lagrange  sch  e  In  terpo  lationsform  el,  Yer- 
allgemeinerung  der,  551. 

Lame,  625,  627. 

Landau,  311. 

Laplacesche  Differentialgleichung,  79, 
298,  598,  sowie  iiberhaupt  Kap.  13. 

Laurent,  346; 

der  Laurentsche  Satz,  346; 
die  Ljairentsche  Reihe,  348; 

Analogon  derselben  in  der  Potential- 
theorie,  642,  643,  660. 

Legendre sche Relation ,  ga' —  q'co  =  2ni, 
515. 

Leibniz,  111.  [392. 

Leipziger  Vovlesung  (Klein),  369,  388, 

limes,  cf.  Grenze. 

Lindemann,  404,  424. 

lineare  Rransformationen,  232,  242,  258, 
272,  331; 

—  —  in  kinematischer  Behandlungs-* 
weise,  258; 

Erzeugung  von  —  —  durch  Transfor¬ 
mation,  272; 

—  —  einer  Riemannschen  Flache,  390; 
cf.  auch  Entwicklung  einer  Funktion 

nach  fortschreitendenPotenzen  einer 
linearen  Funktion,  545. 
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Liouville,  300,  475,  624,  642. 
log#,  55£. 
log  z,  252 ; 

Riemannsche  Flache  fiir  — ,  355. 
logarithmisches  Potential,  603,  sowie 
iiberbaupt  Kap.  13,  14. 
logarithmisches  Residuum,  332. 
loxodromische  lineare  Transformation, 
262,  267. 


M 

Mdchtiglceit,  191,  194. 

Magnetismus,  609. 

Massen,  anziehende,  211,  609 
ryaximum,  Begritf  des,  14.; 

Beispiel  einer  stetigen  Funktion  okne 
—  14- 

—  einer  stetigen  Funktion,  14; 

Satz  vom  —  und  Minimum  in  der 
Potentialtkeorie,  622. 
mchrdeutige  Funktionen,  cf.  Funktionen. 
mehrdimensionaler  Raum,  38,  55. 
mehrfach  iiberdeckte  Kugelflacbe,  358; 

— e  Punkte  algebraiscker  Kurven,  422; 

—  zusammenhangende  Bereiche,  cf. 
Bereich. 

Menge ,  37 ; 

— lehre,  Kap.  5; 

cf.  abzahlbar. 

Meray,  330,  435. 

Mercator,  235,  238. 

Merkmale  einer  rationalen  Funktion  330 ; 

—  einer  algebraischen  Funktion,  411. 
merkwiirdiger  Punkt,  360. 

Methode  der  Einschachtelung  doV  Inter- 
valle  und  Bereiche,  cf.  Einschachte¬ 
lung  der  Intervalle  und  Bereiche; 

—  des  Herumintegrierens,  332,  475. 
minimum,  Beispiel  einer  stetigen  Funk¬ 
tion  okne  — ,  14; 

—  einer  stetigen  Funktion,  14; 

Satz  vom  Maximum  und  —  in  der 
Potentialtkeorie,  622. 
Mittag-Leffler,  540,  544,  549. 
Mittelwertsatz  in  der  Integralrecknunc 
‘  20; 

'  der  Differentialrechnung,  26,  55* 

der  WeierstraBscke  und  der  Darb’oux- 
seke  fiir  komplexe  Integrale  213- 

Analogou  des  -  in  der  Funktionen- 
theone,  316;  dasselbe  in  der  Poten¬ 
tialtkeorie,  664; 
in  der  Potentialtheorie,  621. 


Modell  einer  Riemannschen  Flache,  374. 
Modul  einer  komplexen  Zahl,  206. 
Modulfigur,  704,  705. 

Moebius,  240. 

Moivrescker  Satz,  208. 

Molk,  1,  5,  9,  526. 

monogene  analytiseke  Funktion,  435; 

—  analytisches  Gebilde,  437; 

—  analy ti sches  F uuktionensystem,  440 ; 
Beispiele  spezieller  —  analytiseker 

Funktionen,  444; 

—  harmonische  Funktionen,  662. 
Moore,  E.  H.,  148,  350. 

Morera,  138,  297,  301,  304,  679. 
Multiplikation,  204. 
multiplikative  Perioden,  497. 

Murphy,  689. 


N 

Xachbarschaft,  cf.  Umgebung. 

Xc'ihe,  cf.  Umgebung. 
naturliche  Grenze,  438,  447,  671. 
Neumann,  368,  425,  462,  603,  622,624, 
689,  717,  719,  720. 

Newton,  404,  424,  580; 

Newtonsckes  Potential,  603. 
n-fach  periodische  Funktionen,  462. 
nicht -  abzahlbar,  1 90. 
nicht-analytische  Funktionen,  reelle,  115. 
nicht- aufgeldste  Funktionen,  59,  401. 

N i ch t-Euklidische  Bewegungen  des  Rau- 
mes,  275. 

nimmt  einen  Wert  /.-mal  an,  320; 

einen  W  ert  im  Endpunkte  eines 
Periodenstreifens  an,  465. 
Xiveaukurven,  604,  662,  673; 

—  der  Greenscken  Funktion,  673. 
Xormalc,  innere,  176. 

Null  punkte  einer  Funktion,  cf.  Wurzeln. 


obere  Grenze,  14,  39; 

cf.  auck  maximum. 

Ohm,  606. 

Oktaeder,  384. 

Ordnung  eines  Punktes,  165; 

—  einer  Wurzel,  320,  325’; 

—  eines  Poles,  321,  325; 

-  einer  doppeltperiodischen  Funktion 
481 ; 

-  eines  V  erzweigungspunktes,  360,362 ; 

-  einer  Wurzel  resp.  eines  Poles  in 
einem  V  erzweigungspunkte,  404 ; 
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Ordnung  eines  Poles  ira  Endpunkte  eines 
Periodenstreifens,  465. 

Osgood,  107,  148,  609. 

Ostwald,  9,  221. 

P 

#>(*),  512. 

Painleve,  53,  434. 

parabohsche  lineare  Transformation  262 
268. 

Parallelversch iebun g  der  Ebene,  243  259 
270. 

Parameter ,  Abhangigkeit  eines  bestimm- 
ten  Integrals  von  einem  oder  meli- 
reren  — ,  107—115; 
darstellung  in  einem  Verzweigungs- 
punkte,  407. 

parfait,  155,  Anm. 

Partialbruchzerlegung  der  rationalen 
Funktionen,  330; 

—  einer  periodischen  Funktion,  500; 

—  von  cosec  z,  cotang  z  usw.,  503, 
509; 

—  der  doppeltperiodischen  Funktionen, 
516; 

—  allgemeiner  Funktionen  (Mittag- 
Leiflerscher  Satz)  Kap.  11,  §  10. 

Peano,  61,  148,  193. 

Peirce,  256,  345,  610. 

perfekt,  38. 

periodische  Funktionen,  Kap.  10; 
Definition  einer  —  — ,  458; 
einfach  —  — ,  460; 

Bebandlung  der  einfacb  —  —  ver- 
moge  konformer  Abbildung  ibres 
Fundamentalbereichs,  466; 

direkte  Bebandlung  der  einfach - , 

472; 

Reihenentwicklungen  fur  —  — ,  467, 
474;  * 

mit  den - verwandte  Funktionen, 

497; 

n - fach  —  — ,  462; 

cf.  aueh  doppeltperiodische  Funktionen. 

Periode,  250,  276,  458; 
multiplikative  — ,  497 ; 

— n  von  sn  u ,  456 ; 
primitive  — ,  460; 
primitives  — paar,  460; 

Definition  einer  — ,  458; 

— streifen,  463; 

konforme  Abbildung  des  — streifens 
auf  die  voile  Ebene,  464; 


Periode,  Sonderstellung  der  Endpunkte  • 
eines  — streifens,  465. 
Periodenparallelogramm,  460; 

konforme  Abbildung  des  —  auf  eine 
zweiblattrige  Riemannsche  Fliiche 
485; 

cf.  auch  Fundamentalbereich. 
Periodizitatsmoduln ,  144; 

Verhiiltnis  der  —  eines  elliptischen 
Integrals  erster  Gattung,  213; 

Funktionen  mit  — ,  500. 

Permanenz  einer  Funktionalgleichung, 

physikalische  Hypothese  bzgl.  Warme- 
stromungen,  600. 

Picard,  425,  544,  685,  707,  710,  747; 

der  Picardsche  Satz,  707. 

Pincherle,  37,  38,  585. 

Poggendorff,  610. 

Poincare,  443,  712,  749. 

Poisson,  634,  637,  655; 

— sches  Integral,  634. 

Pol,  309,  321,  325,  403,  465,  613; 

Anzahl  der  —  in  einem  gegebenen 
Bereiche,  333; 

—  in  einem  Verzweigungspunkte,  403; 

—  im  Endpunkte  eines  Perioden- 
streifens,  465; 

Entstehung  eines  —  durch  Zusammen- 
riicken  zweier  Punktquellen,  613; 

Entstehung  von  — en  hoherer  Ordnung 
durch  Zusammenrucken  einfacber 
Pole,  615; 

cf.  auch  Quellpaar. 

Polynom,  328. 

positive  Tangente,  176. 

Potential,  logarithmisches,  603,  sowie 
uberhaupt  Kap.  13,  14; 

Newtonsches  — ,  603. 

Potenz  einer  komplexen  Zahl,  208; 

gebrochene  und  irrationale  —  einer 
reellen  Zahl,  564; 

cf.  auch  i allgemeine  Potenz. 

Potenzrhhe,  97,  335. 

primitive  Perioden,  460; 

—  Periodenpaar,  460. 

Pringsheim,  1,  5,  9,  133,  337,  507, 
526,  536. 

Prinzip  der  Erhaltung  der  formalen  Ge- 
setze,  564. 

Produkt,  cf.  unendliche  Produkte. 

Projektion,  stereographische,  235. 

Ptolemaus,  235. 
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•  Puiseux,  369,  404,  405,  431. 

Punkt  eines  n-diinensionalenRaumes,  38; 
der  —  oo,  322; 

— menge,  36; 

— quelle,  611; 

cf.  auch  Umgebung ,  Icon  for  me  Abbil- 
dung ,  Entwicklung. 

Quadrat ,  Abbildung  eiues  —  auf  eine 
Strecke,  148. 

Quellpaar,  615. 

Querschnitt,  141,  173. 

Quotientensatz,  341. 

11 

Hand  eines  Kontinuums,  153; 

— stuck,  173; 

— punkte  eines  Kontinuums,  welche 
nicht  auf  stetigem  Wege  zu  errei-  ! 
chen  sind,  154; 
cf.  auch  Randwert. 

Randivert ,  52; 

— aufgabe  der  Potentialtheorie,  687 ; 
Losung  derselben  fiir  einen  analyti- 
schen  Rand,  697. 

rationale  Zahlen,  Abzahlbarkeit  der¬ 
selben,  191 ; 

—  Punkt,  191 ; 

—  Funktionen,  214,  328; 
konforme  Abbildung  vermoge  der  Inte- 
•  grale  — r  Funktionen,  387; 

Merkmale  — r  Funktionen,  330. 

Raumkurven,  425. 

Rausenberger,  499.  . 

Rechteck,  Abbildung  eines  —  auf  einen 
Kreis,  Torus,  416. 

reelle  Zahlen ,  Nicht-Abziihlbarkeit  der¬ 
selben,  192. 

regular e  Kurven,  Bereiche,  cf.  Kurven, 
Bereiche ; 

—  Kdrper,  384,  387. 
Reihenentwicklungen,  cf.  Entwicklung. 

Residuum,  331,  476;  • 

logarithmisches  — ,  332; 

*  —  in  einem  Verzweigungspunkte,  406; 

\  erschwinden  des  —  in  einem  Ver¬ 
zweigungspunkte,  407. 

Restglied  der  Cauchy-Taylorschen  Reihe 
338. 

Riemann,  10,  20,  226,  310,  311,  315, 
319,  35  < ,  358,  404,  405,  411,  414, 
415,  416,  430,  435,  439,  620.  62l| 


622,  629,  655,  661,  662,  665,  677, 
681,  688,  719. 

Riemann scber  Satz  in  der  Funktionen- 
tkeorie,  310; 

—  sober  Satz  in  der  Potentialtheorie, 

cf.  Riemannsche  El  ache.  [646. 

Riemannsche  Elciche,  356,  sowie  iiber- 
haupt  Kap.  8; 

—  —  auf  der  Kugel,  358; 

die  —  —  fur  ic  =  \ogz,  355,  392; 
die  —  —  fiir  w  =  zm,  359; 
die  —  —  fiir  eine  gebrochene  Potenz 
einer  rationalen  Funktion,  364; 
die  —  —  fiir  die  Funktion  w,  wo 
wa  —  3  w  =  z ,  368 ; 
die  —  —  fiir  die  Funktion  w,  wo 
w*  —  4 w  =  z,  381; 

die - fiir  die  seeks  Doppelverhalt- 

nisse,  384; 

die  —  —  fiir  die  Funktion  w  = 


0 

die  —  —  fiir  arc  tan  z,  392; 

die - fiir  arcsine,  arc  cos  z,  394; 

die  —  —  fiir  die  Umkehrung  einer 
allgemeinen  rational.  Funktion,  398; 
die  —  —  fiir  eine  allgemeine  alge- 
braische  Funktion,  400; 

—  —  fiir  Raumkurven,  425; 
Arithmetisierung  einer  —  — ,  427; 
lineare  Transformationen  einer  —  — , 
390. 

Rollescher  Satz,  26,  211. 

Rotation  der  Kugel,  270;  cf.  auch Drehung. 
R  iickkeh  rsch  nitt,  173. 

Range,  552. 

S 

G(z),  518; 

Bereich  o,  134,  180. 

Schepp,  61. 

Schilling,  615. 

Schleifen ,  375,  383. 

Schlomilch  ,  345,  455.  ' 

Schnittpunkte ,  Anzahl  der  —  zweier 
Kurven,  424. 

Schoenflies,  147,  161,  195. 
Schwankuhg,  14. 

Schwarz,  387,  416,  438,  494,  535,  637 
665,  666,  689,  690,  747. 
sec  z,  509. 

Seidl,  91. 
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Sektor,  cf.  Abbildung. 

Serret,  26,  58. 

Sigmafunktion,  518. 

Simon,  536. 

sin  x,  Definition  von  —  auf  Grund  der 


Differeutialgleichuno- 

°  u 


d'y 
dx 2 


+  y  =  o, 


573. 

sin  z,  250,  395. 

unendliches  Produkt  fiir  — ,  534,  596. 
singuldre  Stellen  einer  reellen  Funktion 
9  —  13; 


- einer  komplexen  Funktion,  308, 

438; 

singulare  Linien,  314; 

cf.  auch  Pol,  hebbcire  Singularitdt , 
wesentliche  singuldre  Stelle ,  Ver- 
zweigungspunkt,  natiirliche  Grenze. 

Sinn,  positiver,  negativer,  127; 

Integration  in  positivem  — ,  127,  176. 

Spezies,  vier,  203. 

Spiegelpunkt,  241. 

Spiegelung  am  Kreise,  239; 

harmonische  Fortsetzung  vermoge  — 
am  Kreise,  672. 

Spitzen  und  Ecken  am  Rande  beim  kon- 
formen  Abbildungsproblem,  684. 

sn  u,  453,  481. 

Sonde rstellung  der  Endpunkte  eines  Pe- 
riodenstreifens,  465. 

Stackel,  226. 

stationdre  Stromungen  von  Warme,  Elek- 
trizitat,  inkompressibelen  Fliissig- 
keiten,  Kap.  13,  §§  1,  2;  der  zwei- 
dimensionale  Fall,  603. 

statisclie  Elektrizitdt,  609. 

Staupunkte,  616. 

stereograph ische  Projektion,  235. 

Stetigkeit,  Definition  der,  9; 

— satze  13  bis  22,  41; 

gleichmafiige  — ,  15; 

—  einer  Funktion  mehrerer  reeller 
Veranderlichen,  52; 

Kriterium  fiir  die  —  einer  unendlichen 
Reihe,  91’  305; 

—  einer  durch  ein  bestimmtcs  Integral 
dargestellten  Funktion,  107; 

Kriterium  fiir  dieselbe,  109; 

—  und  Differentiierbarkeit  eines  Kur- 
venintegrals,  128; 

—  einer  komplexen  Funktion,  218; 

—  am  Rande  eines  Bereiches,  54,  218; 

—  in  einem  Verzweigungspunkte,  404. 


Stokes,  83,  90. 

Stolz,  9,  27,  294,  581,  586,  ?87 
Strecke,  161; 

Abbildung  einer  —  auf  ein  Quadrat 
194.  ’ 

Stromung  der  Punkte  der  Ebene  <>60 
bis  270; 

— linien,  604; 

cf.  auch  stationure  Stroniunaen. 
Study,  213. 

Subtraktion,  204. 

Symmetrieprinzip ,  harmoniscbe  Fort¬ 
setzung  vermoge  des,  672. 
symmetrised  in  bezug  auf  eine  Kurve 
671. 

T 

Tait,  599. 
tana1,  586. 
tan  2,  251,  342,  508. 

Tangente,  positive,  176. 

Tannery  J.,  526,  582,  588. 

Taylor,  337; 

— scher  Lehrsatz  mit  Restglied  fiir 
reelle  Funktionen,  27; 
Cauchy-Taylorsche  Reihe,  337. 
Teilung  der  elliptischen  Funktionen, 
488,  Aufgabe  1;  490. 

Thomson,  599,  688; 

das  Thomson -Dirichletsche  Prinzip, 
687. 

Torus,  konforme  Abbildung  eines  — 
auf  ein  Rechteck,  416. 
Transformation  durch  reziproke  Radien, 
239; 

lineage  — ,  cf.  lineare  Transformation ; 

—  der  Kugel,  241,  275; 

Prozefi  der  — ,  272. 

triyonometrische  Funktionen,  cf.  sin  z, 
sin  x,  cos  z,  cos  x  usw. ,  sowie 
Kap.  12,  §§  5  bis  9. 

U 

Uberlagerung  von  Stromungen,  618. 

Ufer  eines  Querschnitts,  143. 

Umgebung,  37 ; 

—  des  Punktes  cv>,  323; 
konforme  Abbildung  letzterer,  326. 

U mli it llun gskurve,  449. 

Umkehr funktion,  28,  Aufgabe  5;  230; 

—  einer  allgemeinen  rationalen  Funk¬ 
tion,  398; 

cf.  auch  Umkehrung  eines  Funktionen- 
systems. 
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•  Umkehrung  eincs  Funktionensy stews,  69. 
unbestimintes  Integral,  285; 

- .  einer  periodisclien  Funktion,  496. 

unendlich,  5,  6,  48; 

—  Reihen,  cf.  Konvergenz ,  gleichmaftig, 
gliedweise ; 

eine  Funktion  wird  — ,  217;  cf.  Pol; 
der  Punkt  (X),  322; 

—  ferner  Bereich  der  Ebene,  322 ; 

—  feme  Punkte  eines  Periodenstreifens, 
465  ; 

—  verzogerte  Konvergenz,  91; 
das  eigentliche  — ,  6,  Anm.; 
cf.  auch  unendliche  Produkte. 

unendliche  Produkte,  524; 

’  absolut  konvergente  —  — ,  528; 
gleichmilBig  konvergente  —  — ,  529 ; 
Kriterium  fur  die  gleichmaBige  Kon¬ 
vergenz  eines  —  — ,  532; 

—  —  fur  sin  a(z)  usw. ,  533,  596. 
Unendliche,  das  eigentliche,  6,  Anna. 
ungleichma/Sige  Konvergenz,  an  Bei- 

spielen  erliiutert,  82  bis  89,  100, 
104; 

—  einer  Potenzreihe,  98; 

cf.  auch  gleichmaBige  Konvergenz. 
Ungleichungen fur  komplexe  Zahlen,  209. 
Uniformisierung  analytischer  Funktio- 
nen,  710. 

unstetig,  Beispiele  — er  Fuuktionen, 
9  bis  13; 

Losungen  der  Funktionalgleickung 
ftx)f{y)  =  f{x-{-y),  571; 
cf.  auch  singulare  Stellen, 

Uns'  etigkeit,  cf.  singulare  Stellen , 
tent  ere  Greuze,  14,  39; 
cf.  auch  minimum. 

V 

Van  Vleck,  297,  585. 

Veblen,  46,  161. 

Vektor,  202. 

Verhalten  einer  Funktion  im  Punkte  x: 
324; 

—  einer  uaehrdeutigen  Funktion  in 
•  einem  Verzweigungspunkte,  403. 
Verkniipfung,  203. 

T  ertauschbarkeit  von  Parameter  und 
Argument  bei  der  Greenschen  Funk¬ 
tion,  635,  650. 

Verz iveigu ngspu nkt,  358,  360; 

—  unendlich  holier  Ordnung,  358; 

—  endlicher  Ordnung,  360; 


j  Verzweigun gspunkt ,  Verhalten  einei 

uaehrdeutigen  Funktion  in  einem  , 
403; 

Parameterdarstellung  in  einem  — ,  407 ; 
Abbildung  in  einem  — ,  410; 
Analogon  eines  —  im  Falle  einer  al- 
gebraischen  Kurve,  422. 
i  Verzweigungsschnitt,  357. 
vierdimensionaler  Pawn,  355. 

Vieta,  526. 

vollstdndiges  Differential ,  132,  Anm. 
VoB,  111,  235. 


W 

wahrer  Konvergenzkreis,  335,  438. 
Wallis,  5. 

Wdrmestrdmung,  das  allgemeine  Problem 
der,  599; 

cf.  auch  stationdre  Stromungen. 


her, 

426, 

535. 

ierstraB, 

1,  2 

, 

15,  2 

5,  37 

,  38, 

91,  95,  101,  115,  212 

,  213, 

223, 

303, 

309, 

312, 

313, 

338, 

343, 

346, 

409, 

430, 

435, 

437, 

438, 

440, 

45o, 

460, 

492, 

494, 

512, 

513, 

518, 

521, 

525, 

529, 

532, 

o  3  o  j 

536, 

539, 

540, 

544, 

551, 

689; 

— sches  Kriterium  fur  gleichmiiBige 
Konvergenz,  96; 

— seller  Reihensatz,  303. 

Wendepunkt,  422. 

Wert  einer  Funktion  im  Punkte  oo,  324. 
icesentlichc  singulare  Stelle,  312,  324; 

—  —  —  zweiter  Art,  314; 

—  —  —  in  einem  Verzweigungs¬ 
punkte,  404; 

—  —  —  im  Endpunkte  eines  Perio- 
denstreifens,  466. 

Wessel,  213. 

Wiener,  C. ,  25. 

Wilson,  571,  588. 

R  indungspunJct,  cl.  Verzweigunyspunkt. 
Winkel,  162; 

treu,  cf.  isogonale  Verwandtschaft, 
konfonne  Abbildung ; 

Definition  des  MaBes  eines  — ,  580: 
konforme  Abbildung  eines  —  auf  die 
Halbebeue,  245. 

Wirbelpunkte,  612. 

Wronski,  579. 

II  urzeln  einer  komplexen  Zahl,  208; 

—  einer  Funktion  resp.  Gleichung 
320; 
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Nainen-  und 

Wurzeln,  Anzahl  der  —  in  einem  ge^e- 
benen  Bereiche,  333; 
die  q- te  —  einer  reellen  Zahl,  562; 
m  -  ter  Ordnung  in  einem  Verzwei- 
gungspunkte,  404; 

Anzahl  der  —  der  Grenzfunktion,  722. 


zm ,  245. 

£(*).  514; 

Additionstheorem  fur  — ,  517. 

Zahlen,  cf.  rationale,  algebraische,  kom- 
plexe  Zahlen ,  Irrationalzahlen ; 
die  Zahl  oo,  cf.  das  eigentliche  Un- 
endliche. 

Zentralprojektion  einer  Kugel  auf  einen 
Zylinder,  275. 

Zerlegung  eines  Bereichs  in  Teilbereicke 
von  normalem  Typus,  Kap.  6,  §9; 
—  eines  Polynoms  in  Primfaktoren,  328 ; 


Sachregieter. 

Zerlegung  einer  ganzen  Funktion  in  Prim¬ 
faktoren,  Kap.  11,  §  9.  • 

-  zusammengesetzte  Funktionen,  Reihen- 
entwicklung  derselben,  339. 

zusa  mmenhdngend,  151. 

Zusammenrucken  vonPolen,  Staupunkten 
613  bis  617. 

Zusammenstellung  eines  einfach  zusam- 
menkangenden  Bereichs  aus  Teil- 
bereichen  von  normalem  Typus,  185. 

Zweig  einer  Funktion,  437;  cf.  auch  358; 

—  einer  algebraischen  Kurve,  423 
424; 

Entwicklung  eines  —  einer  Funktion 
nach  rational en  Funktionen  bzw. 
Polynomen,  552. 

Zylinder,  konforme  Abbildung  eines  — 
auf  eine  Kugel,  238; 

Abbildung  eines  —  auf  eine  Kugel 
durch  Zentralprojektion.  und  eine 
starre  Bewegung  des  ersteren,  275. 
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Berichtigungen. 


S.  59,  Z.  3  v.  o.,  statt  ,,subsum-“  lies  ,,subsu-“. 

S.  95,  Z.  2  v.  u.,  (Anm.),  statt  „anderer“  lies  „andere“. 

S.  160,  Z.  8  v.  u.,  statt  „von  Tu  lies  „von  T,11. 

S.  174,  Z.  10  v.  o.,  statt  „nicht  trifft“  lies  „trifft“. 

S.  186,  Z.  3  v.  u.,  da  soli  kein  neuer  Paragraph  begonnen  werden. 

S.  187,  Z.  14  v.  o.,  statt  „Fall.“  lies  „Fall“. 

S.  312,  Z.  13,  14  v.  o.,  lies  „gezeigt“.  * 

S.  330,  Z.  1  der  Anm.,  statt  ,,Meray“  lies  ,,Meray“. 

S.  345,  Z.  3  der  Anm.,  statt  „§  9“  lies  „§  10“. 

S.  433,  Z.  10  v.  u.,  statt  „Das  Ergebnis“  lies  ,,Das  letzte  Ergebnis“. 

S.  445,  Z.  15  v.  u.,  statt  „gilt  auch“  lies  „gilt  offenbar  auch“. 

S.  462,  Z.  3  der  Anm.,  statt  „algebriques“  lies  „algebriques“. 

S.  495,  Z.  7  v.  o.,  statt  „den“  lies  „dem“. 

S.  497,  Z.  9  v.  u.,  statt  „doppelt  periodische“  lies  „doppeltperiodische“. 


S.  513,  Z.  11  v.  u.,  statt  - - lies  *-  g. 

[z  —  St  )  (. z  Si) 

S.  525,  Z.  9  v.  o.,  statt  „Satz  1.“  lies  „1.  Satz.“. 

S.  528,  Z.  4  v.  o.,  statt  „Satz  3.“  lies  „3.  Satz .“. 

S.  537,  Z.  4  v.  o.,  statt  aik  +  l  lies  a2i_  x. 

S.  679,  Z.  3  v.  u.,  statt  „Kellog“  lies  „Kellogg“. 

S.  699,  Z.  1  der  Anm.,  statt  „Einu  lies  „Einen“. 


Verlag  von 


B.  G.Teubner  in  Leipzig  und  Berlin 


Funktionentheorie. 


Allgemeines. 


Biermann,  O.,  Elemente  der  hoheren  Mathematik.  Vorlesungen  zur  Vor- 
“reitung  des  Stadiums  der  Differentialrechnung,  Algebra  und  Funktionentheorie. 

gr.  8.  (Jell.  Jt  10. 

Blumenthal,  O.,  - 0 

licher  Ordnung.  gr.  8.  [In  Vorbereitung.J 


Geb.  Jt  10.—,  geb.  Jt  11.— 

Grundlagen  der  Theorie  der 


ganzen 


Funktionen  unend- 


Caratheodory,  C.,  der  Picardsche  Satz  und  seine  Verallgemeinerungen. 
gr.  8.  [In  Vorbereitung.J 

Dini,  U.,  Grundlagen  fur  eine  Theorie  der  Funktionen  einer  verander- 
lichen  reellen  GroBe.  Mit  Genehmigung  des  Verfassers  deutsch  von  J.  Liiroth 
und  A.  Schepp.  gr.  8.  Geh.  Jt  12. — ,  geb.  *^13. 

Durege,  H.,  Elemente  der  Theorie  der  Funktionen  einer  komplexen  ver- 
ande rlichen  GroBe.  In  5.  Auflage  neu  bearbeitet  von  L.  Maurer.  Mit 
41  Figuren.  gr.  8.  Geh.  Jt  9. — ,  geb.  M  10. — 


Fricke, R.,  kurzgefa 6 te  Vorlesungen  ii ber  vers chiedeneGebiete  der  hoheren 
Mathematik  mit  Beriicksichtigung  der  Anwendungen.  Analytisch-iunktionen- 
theoretischer  Teil.  Mit  102  Figuren.  gr.  8.  Geb.  oft  14. —  [Der  II.  (SckluB-) 
Teil  fiber  Algebra  und  Geometrie  ist  in  Vorbereitung.J 


Fricke,  R.,  und  F.  Klein,  Vorlesungen  fiber  die  Theorie  der  automorphen 
Funktionen.  In  2  Banden.  I.  Band:  Die  gruppentheoretischen  Grundlagen. 
Mit  192  Figuren.  gr.  8.  Geh.  Jt  22. — 


-  -  -  II.  Band:  Die  funktionentheoretischen  Ausfiihrungen  und  die  An- 

.wendungen.  Mit  114  Figuren.  gr.  8.  Geh.  Jt  28. — 

Band  II  auch  in  Lieferungen. 

1.  Lieferung.  Engere  Theorie  der  automorphen  Funktionen.  Geh.  Jt  10. — . 

2.  Lieferung.  Kontinuitatsbetrachtungen  im  Gebiet  der  Hauptkreisgruppen. 

Geh.  Jt  7. — .  3.  (ScliluB-)  Lieferung.  Direkte  Beweismethoden  der  Fundamen- 

•taltheoreme  und  Anhang.  Geh.  oft  11. — 


Goursat,  E.,  Lehrbuch  der  Analysis.  2  Biinde.  Deutsch  von  G.  Kowalewski 
und  1.  J.  Schwarz,  gr.  8.  Band  II:  Theorie  der  analytiscken  Funktionen.  -r- 
Gewohnliche  Differentialgleichtingen.  —  Partielle  Differentialgleichungen.  —  Ele¬ 
mente  der  Variationsrechnung.  [In  Vorbereitung.J 

Klein,  F.,  autographierte  Vorlesungshefte.  4.  Geh. 

Riemannsche  Flaehen.  Neuer,  unveranderter  Abdruck.  Heft  1  (W.-S.  1891/92'). 
Heft  2  (S.-S.  1892).  Zusammen  Jt  12. — 


Kowaiewski,  G.,  die  kompiexen  Veranderlichen  und  ihre  Funktionen.  Eine 
Emtuhrung  in  die  Funktionentheorie.  Mit  124  Fig.  gr.  8.  Geh.  Jt  12.— ,  geb.  Jt  13.— 

Mittag-Leffler,  G.,  Funktionentheorie.  gr.  8.  Geb.  [In  Vorbereitung.J 

NlelUn“veStat  Ko^enhagen"  g^*  aeb.'Tu.-'  Vorle8u“«en'  Kehalte“  aa  der 
Pasch J*  r a  a  a jjeb! °earke^et  Mitwirkung  von 


Perron,  O.,  die  Lehre  von  den  Kettenbriichen.  gr  8 
scheint  Ende  1912.]  8  ' 


Geh.  und  geb.  [Er- 


{Elemen- 

komplexen  Veranderlichen.)  In  2  Banden  analytischen  funktionen  einer 

II.  Band:  Funktionenlehre.  gr.  8.  Geb.  '[In  Vorbereitung.J 


_  Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin 

Uuter  MitwirLing  von  a“g  “Tm e  J,  hi'aMgegeben'von1  LF g " J f 1 0  " 1  ‘ h  e 0 ri  «■ 
<Job.  [In  Yorbereitung.]  geDen  von  ^ch  lesinger.  gr.  8. 

St0lgea?beitentde  lufl^  2.,  urn- 

Auck  in  2  Abteilungen: 

1.  Abteilung:  Mit  10  Figuren.  gr.  8.  Geb.  JC  6.— 

2.  Abteilung:  Mit  11  Figuren.  gr.  8.  Geb.  JC  9.— 

Th°Re?ien  VM/teinnTg^nfiaber  ,Integr»le  und  die  Fourierscheu 

rteinen.  Mit  10  iextfiguren.  ,  gr.  8.  Geb.  JC  7.80. 


Vivanti,  G.,  Theorie  cler  eindeutigen  ana 
unter  Mitwirkung  des  Yerfassers  deutsch 
Geb.  Jt,  12.— 


lytiscken  Funktionen.  Umarbeitung, 
herausgegeben  von  A.  Gutzmer.  gr.  ?! 


Elliptische,  hyperelliptische  und  Abelsche  Funktionen. 

Abel,  N.  H.,  CEuvres  completes.  Nouvelle  edition  publiee  aux  frais  de  l’Etat 
X  0u7^gien  ^ai  k*  SJlow  S*  Lie.  2  tomes.  Tome  premier,  contenant  les  memoires 
publiees  par  Abel.  Tome  second,  contenant  les  mdmoires  posthumes  d’Abel  4 
Geh.  JC  24. — 

Dui ege,  H.,  Tkeoiie  der  elliptischen  Funktionen.  5.  Auflage,  bearbeitet  von 
L.  Maurer.  Mit  36  Holzschnitten.  gr.  8.  Geh.  JC  10. — ,  geb.  JC  11. _ 

HarkneC,  J.,  elliptische  Funktionen.  gr.  8.  Geb.  [In  Yorbereitung.] 

Hensel,  K.,  und  G.  Landsberg,  Tbeorie  der  algebraischen  Funktionen  einer 
Variabeln  und  ihre  Anwendung  auf  algebraiscke  Kurven  und  Aljel- 
scke  Integrate.  Mit  vielen  Figuren.  gr.  8.  Geb.  JC  28.— 

Klein,  F.,  fiber  Riemanns  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  und 
ihrer  Integrate.  Eine  Erganzung  der  gewojinlichen  Darstellungen.  Mit  Text- 
figuren.  gr.  8.  Geh.  JC  2.40. 

-  Vorlesungen  iiber  die  Theorie  der  elliptischen  Modulfunktionen. 

Ausgearbeitet  und  vervollstandigt  von  R.  Fricke.  2  Bande.  Mit  Textfiguren. 
gr.  8.  Geh.  Jeder  Band  JC  24. — 

I.  Band.  Grnndlegung  der  Theorie. 

II.  Band.  Bortbildung  und  Anwendung  der  Theorie. 

Koenigsberger,  L.,  Yorlesungen  iiber  die  Theorie  der  elliptischen  Funk¬ 
tionen  nebst  einer  Einleitung  in  die  allgemeine  Funktionenlehre.  Mit  62  Holz¬ 
schnitten.  2  Teile.  gr.  8.  Geh.  JC  21.60.  I.  1'eil.  JC  14. — .  II.  Teil.  JC  <.60. 

Krazer,  A.,  Lekrbuch  der  Thetafunktionen.  Mit  10  Textfig.  gr.  8.  Geb.  JC  24 ^ 

Riemann,  B.,  gesammelte  mathematische  Werke  und  wissenschaftlicher 
Nacklafi.  Herausgegeben  unter  Mitwirkung  von  R.  Dedekind  und  H.  Weber. 
2.  Auflage  bearbeitet  von  H.  Weber.  Mit  Bildnis  Riemanns.  gr.  8.  Geh.  JC  18. 

_ _ Nachtriige,  herausg.  von  M.  Noether  u.  W.  Wirtinger.  Mit  9  Text¬ 
figuren.  gr.  8.  Geh.  JC  6. — 

_  Yorlesungen  iiber  elliptische  Funktionen.  Mit  Zusatzen  keiausgegeben 

von  H.  Stahl.  Mit  20  Textfiguren.  gr.  8.  Geh.  JC  5.60. 


Verlag  von 


B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin 


qphoenfli^s  A.  die  Entwicklung  der  Lehre  von  den  Punktmannigfalti  g- 
keiten.1  Bericht,  erstattet  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung.  2  Teile. 
gr.  8.  Geh. 

j  2.  Auflage  unter  Mitwirkung  von  H.  Hahn  in  Vorbereitung. 

II.  Toil.  Mit  26  Figuren.  M  12.— 


Stahl,  H.,  Theorie  der  Abelschen  Funktionen.  MitFiguren.  gr.  8.  Geh.  M  12.— 

_  Abrifi  einer  Theorie  der  algebrai sehen  Funktionen  einer  Verander- 

lichen  in  neuer  Fassung.  Nachgelassene  Schrift,  in  Verbindung  mit  E.  Loffler 
herausgegeben  von  M.  Noether,  gr.  8.  Geh.  Mb.— 


Tliomae,  J.,  Sammlung  von  Formeln  und  Satzen  aus  dem  Gebiete  der 
elliptischen  Funktionen  nebst  Anwendungen.  gr.  4.  Kart.  Jt  2.80. 

Weyl,  H.,  die  Idee  der  Riemannschen  Flache.  gr.  8.  [Unter  der  Presse.] 


Wirtinger,  W.,  algebraische  Funktionen  und  ihre  Integrale.  gr.  8.  Geb. 
•  [In  Vorbereitung.] 


Kugel-  und  verwandte  Funktionen. 


Boeher,  M.,  iiber  die  Reihenentwickelungen  der  Potentialtheorie.  Mit 
einem  Vorwort  von  F.  Klein  und  113  Figuren.  gr.  8.  Geh.  Jt  8. — 

Burkhardt,  H.,  Entwickelungen  nach  oszillierenden  Funktionen  und  Inte¬ 
gration  der  Differentialgleichungen  der  mathematischen  Pkysik. 
Bericht,  erstattet  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung.  gr.  8.  In  2  Halb- 
biinden  geh.  je  Jt  30. — 

Gans,  R.,  Potentialtheorie.  8.  Kart.  u.  geb.  [In  Vorbereitung.] 

Herglotz,  G.,  Lehrbuch  der  Kugel-  und  verwandten  Funktionen.  Mit  physi- 
kalischen  und  astronomischen  Anwendungen.  gr.  8.  Geb.  [In  Vorbereitung. J 

Klein,  F.,  autographierte  Vorlesungshefte.  4.  Geh. 

Uber  die  hypergeom etrische  Funktion.  (W.-S.  1893/94.)  Neuer  un- 
•veranaerter  Abdruck.  Jt  9.— 


Lejeune  Diriehlet,  P.  G.,  1  orlesungen  iiber  die 
nis  des  Quadrats  der  Entfernung  wirken 
von  F.  Grube.  2.  Auflage.  gr.  8.  Geh.  Jt  4.— 


im  umgekehrten  Verhalt- 
den  Krafte.  Herausgegeben 


Neu“rif;;  5ber/ie  Kreis_’  Kugel"  und  Zylinderfunktionen  fort- 
schreitenden  Entwicklungen,  unter  durchgangiger  Anwendung  des  Du  Bois- 
Reymondschen  Mittelwertsatzes.  gr.  4.  Geh.  Jt  7 .20. 


F.,  Beitrage  zur  Theorie 
gr.  4.  Geh.  Jt  8.— 


der  Kugelfunktionen. 


2  Abteilungen  in  1  Bande. 


Nielienu.-’  Handbuch  der  Theorie  der  Zylinderfunktionen. 


8.  Geh. 


-  Handbuch  der  T.heorie 

-  Theorie  des  Integrallo 
*  gr.  8.  Geh.  Jt  3.60. 


<*er  Gammafunktion.  gr.  8. 
garithmus  und  verwandter 


Geb.  Jt  12.— 

T  ranszendenten 


stark  vennehrte 

faseers.  Mit  In  Figuren  g“  8.  GeT  J<  la  ™  Vanati»”»“  <l««elboB  V«. 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin 

Mathematisch-physikalische  Schriften 
fur  Ingenieure  und  Studierende 

Herausgegeben  von  E.  Jahnke. 

niehi^a^lunR(,  setzt,.si£h  z“muZie >.  kurze  Darstellungen  zu  bieten,  welche  fur  ein  engbegrenztes 
Geb‘e!  die  mathematischen  Methoden  einfach  und  leichtfaClich  ableiten  und  deren  Verwendbfrkeit  in 
den  einze  nen  Teilen  von  Physik  und  Techmk  aufdecken.  Dabei  ist  Vollstandigkeit  der  Beweisfuh- 

vonVicht akeRnriV1?>Mhr  W‘rd  ,besonderer  Wert  darauf  gelegt,  Dinge,  die  far  die  Anwendungeu 
von, Wichtigkeit  sind,  mcht  zugunsten  wissenschafllicher  Strenge  zurucktrelen  zu  lassen  Die  Dar- 

stellung  der  einzelnen  Gebiete  ist  so  gehalten,  daB  jede  ein  abgeschlossenes  Ganzes  fur  sich  bildet. 

!.  Einf Ahrung  in  die  Theorie  des  Magnetismus.  Von  Dr.  R.  Gan s,  Professor  an  der 
Universitat  Tubingen.  Mit40Fig.  [VIu.llOS.]  1908.  Steifgeh.  M. 2.40,  in  Leinw. geb.M. 2.80. 
1  '  ,t/°„r?a,8netische  Ausgleichsvorga nge  in  Freileitungen  und  Kabeln. 
Von  K.  W.  Wagner,  Ingemeur  in  Charlottenburg.  Mit  23  Figuren.  [IV  u.  109  S. I  1908 
Steif  geh.  M.  2.40,  in  Leinwand  geb.  M.  2.80. 

III.  Einfuhrung  in  die  Maxwellsche  Theorie  der  Elektrizitat  und  des  Magnetis¬ 
mus.  Von  Dr.  Cl.  Schaefer,  Privatdozent  an  der  Universitat  Breslau.  Mit  Bildnis  J.  C.  Max¬ 
wells  und  32  Figuren.  [VIII  u.  174  S.l  1908.  Steif  geh.  M.  3.40,  in  Leinwand  geb.  M.  3.80. 
Die  Theorie  der  Besselschen  Funktionen.  Von  Dr.  P.  Schafheitlin,  Professor 
am  Sophien-Realgymnasium  zu  Berlin.  Mit  1  Figurentafel.  [V  u.  129  S.)  1908.  Steifgeh. 
M.  2.80,  in  Leinwand  geb.  M.  3.20. 

Funktionentafeln  mit  Formeln  und  Kurven.  Von  Dr.  E.  Jahnke,  Professor  an  der 
Kgl.  Bergakademie  zu  Berlin,  und  F.  E  m  d  e ,  lngenieur  in  Berlin.  Mit  53  Figuren.  [XII  u.  176  S.| 
gr.  8.  1909.  In  Leinwand  geb.  M.  6. — 

1  u.  2.  DieVektoranalysis  und  ihre  Anwendung  in  der  theoretischen  Physik. 
Von  Dr.  W.  v.  Ignatowski  in  Berlin.  In  2  Teilen. 

I.  Teil.  Die  Vektoranalysis.  Mit  27  Figuren.  [VIII  u.  112  S.[  1909.  Steif  geh.  M.  2.60, 
in  Leinwand  geb.  M.  3.— 

II.  —  Anwendung  der  Vektoranalysis  in  der  theoretischen  Physik.  Mit  14  Figuren. 

[IV  u.  123  S.[  1910.  Steif  geh.  M.  2.60,  in  Leinwand  geb.  M.  3.— 

Theorie  der  KrSftepl&ne.  Von  Dr,  H.  E.  Timerding,  Professor  an  der  Technischen 
Hochschule  zu  Braunschweig.  Mit  46  Figuren.  [VI  u.  99  S.j  1910.  Steif  geh.  M.  2.60, 
in  Leinwand  geb.  M.  3. — 

VIII.  Mathematische  Theorie  der  ast ronomischen  Fi nsternis se.  Von  Dr.  P.  Sch  wahn, 
Direktor  der  Gesellschaft  und  Sternwarte  ,,Urania“  in  Berlin.  Mit  20  Fig.  (VI  u.  128  S.]  8. 
1910.  Steif  geh.  M.  3.20,  in  Leinwand  geb.  M-  3.60. 

IX.  Die  Determinanten.  Von  Geh.  Hofrat  Dr.  E.  Netto,  Professor  an  der  Universitat  GieBen. 

[VI  u.  130  S.j  8.  1910.  Steif  geh.  M.  3.20,  in  Leinwand  geb.  M.  3.60. 

X.  1.  Einfuhrung  in  die  kinetische  Theorie  der  Case.  Von  Dr.  A.  Byk,  Privatdozent 
an  der  Universitat  und  der  Technischen  Hochschule  zu  Berlin.  2  Teile. 

I.  Teil:  Die  idealen  Gase.  Mit  14  Figuren.  [V  u.  102  S.)  1910.  Steif  geh.  M.  2.80, 
in  Leinwand  geb.  M.  3.20.  .  . ,  ...  .,  ........ 

XI.  1.  GrundzAge  der  mathematisch-physikalischen  Akustik.  Von  Dr.  A.  Kalahne, 
Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Danzigt  2  Teile.  .  . 

I.  Teil-  [VII  u.  144  S.[  1910.  Steif  geh.  M.  3.20,  in  Leinwand  geb.  M.  3.60.  II. Ten  in  Vorb. 

XII.  Die  Theorie  der  Wechselstrome.  Von  Professor  Dr.  E.  Or lich,  Mitglied  der  phvsi- 
kalisch  -  technischen  Reichsanstalt  zu  Charlottenburg.  Mit  37  Figuren.  [IV  u.  J4  S.J  1912. 

XIII.  The  (me  Von  Dr.  Mo,. In  K.aus.  on.er  MiWrtnjgjj 

von  Dr.  Emil  Naetsch,  Professoren  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Dresden.  Mit 
25  Figuren  [VII  u.  186  S.l  1912.  Steif  geh.  M.  3.60,  in  Leinwand  geb.  M.  4.- 
Konforme  Abbildung.  Von  weil.  Oberlehrer  Leo  Lewent.  Herausg.  von  Prof.  Eugen 

XV‘  86*  AbWWungem  1 ‘[V^  uf  187* S.|  12?  "steif  geh.  M.  4.40,  in  Leinw.  geb.  M.4.80. 

In  Vorbereitung  bzw.  un.er  der  Presse  (*)  befinden  sich  Whst  folgende  weitere  Bandchen; 

-  •  .  Matschofi,  aus  der  Berufsgeschichte  des  In- 

•  I  I ...  .1 


IV. 


VI. 


VII. 


XIV. 


D  e  b  y  e ,  die  Randwertaufgaben  i.  d.  theor.  Physik 

Gans,  Potentialtheorie. 

*G  o  1  d  h  a  m  m  e  r,  Dispersion  und  Absorption  des 
Lichtes. 

Gr ubler,  Getriebelehre. 

Gruneisen,  Schwingungsprobleme. 

v.  Harman,  Festigkeitsprobleme  der  modernen 
Maschinentechnik. 

KrQger,  Thermoelektrizitat.  . 

Lichtenstein,  uber  Berechnung  spezie  ler 
elektrischer  und  magnetischer  Felder.  (2  Ieile.) 

Marcolongo,  Einfuhrung  in  die  Elastizitats- 
theorie.  (2  Teile.) 


luloviivW)  UUJ  7  .  ,7  . 

genieurs  an  Hand  seiner  Werke. 
v.  Mises,  technische  Hydromechanik.  (2  Teile.) 
M  6 1 1  e  r,  Grundlagen  d.Zeit-u.Ortsbestimmungen. 
Rogowski,  die  Streuung  des  Transformators. 
Rothe,  die  Fourierschen  Reihen. 

_  die  parliellen  Differenlialgleichungen. 

r Amelin,  Theorie  der  Ionisation  der  Gase. 
(2  Teile.)  U1  ,c 

Timpe,  ausgewahlte  Spannungsprobleme  des 
Bauingenieurs. 
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